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INTRODUCCION

El objeto de esta monografia es poner al alcance del
lector no especialista una serie de técnicas y resultados
(los "métodos diagramiticos") pertenecientes ya al "folklore"
de la Teorfa de Representaciones de Algebras. A pesar de tra-
tarse de conceptos y resultados de naturaleza elemental, son
de diffcil acceso a quien desea familiarizarse con ellos por
encontrarse dispersos (y no siempre explicitos) en una gran
variedad de articulos de investigacién; es por esto que hemos
creido conveniente la redaccifn de estas notas.

Quisiéramos puntualizar aqui que los métodos diagramd
ticos no son los finicos, ni los mds empleados, ni los mds im-
portantes en Teoria de Representaciones: corresponden al caso
menos general de que se ocupa la Teorfa y, por su misma con-
crecibén, creemos que son los mis asequibles a quien desea ini
ciarse en ella. Ademds, aparte de ser una herramienta Gtil,
los métodos diagramiticos constituyen una de las mis fecundas
fuentes de ejemplos de que se dispone actualmente.

Tratando de que nuestras notas sean (casi) autoconte-
nidas, y para fijar notacién y terminologfa, hemos procurado
reunir en el primer capitulo todo el material de la teoria ge
neral de flgebras y médulos que se necesita para el desarro-
l1lo de los siguientes capitulos. Aunque hemos dado casi todas

las pruebas en el primer capitulo, suponemos que el lector



tiene cierta familiaridad con los temas en €1 tratados.

En el segundo capitulo se estudian las dlgebras de
carcaj y los cocientes de éstas por ideales admisibles. Se ha
ce énfasis, dentro de lo razonablemente posible, en el as-
pecto "visual" de la aritmética de estas dlgebras.

En el capitulo tres asociamos un carcaj con relacio-
nes a cada k-ilgebra A de dimensién finita, donde k es un cam
po algebraicamente cerrado (primero sometemos a A a algunas
restricciones que, como veremos, carecen de relevancia desde
el punto de vista de la Teorfa de Representaciones). Mostra-
mos ademds que el estudio de las k-dlgebras de dimensidén fini
ta es equivalente al de los carcajes con relaciones.

En el cuarto capitule se lleva mis adelante la equiva
lencia arriba mencionada: asi como un dlgebra A puede ''visua-
lizarse" como un carcaj con relaciones (C,R), también los A-
m6dulos pueden "visualizarse" como representaciones de (C,R).

Aprovechando lo anterior, en el quinto capitulo "tra-
ducimos" algunos mdédulos importantes (proyectivos, inyectivos,
simples) a representaciones del carcaj con relaciones asocia-
do al dlgebra.

En el capitulo seis se estudia el efecto que tiene so
br. un carcaj con relaciones la imposicién de que el cociente
del dlgebra de carcaj por el ideal de relaciones satisfaga
condiciones adicionales. Desde luego, esto lo hacemos s6lo en
un pequefio niimero de casos particulares, pues no se dispone
para ello de una teoria general.

En el apéndice hemos tratado, centrindonos en uno de
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los principales problemas de la Teoria de Representaciones,
de dar (sin demostraciones) un panorama mis amplio dentro del
cual enmarcar los métodos diagramiticos.

Nos hemos apoyado fuertemente en los trabajos de W.
H. Gustafson [Gs ]y C. M. Ringel [Rnl, que recomendamos a
quien desee estudiar mis a fondo los temas tratados en el
apéndice. Hemos de advertir que poco o nada hemos dicho de
otros importantes enfoques y técnicas (métodos matriciales,
categbricos, topol6gicos,...) que se utilizan actualmente en
Teoria de Representaciones: por el contrario, salvo en casos
imposibles de dejar de lado por su importancia -a nuestro jui
cio- en la historia de nuestro tema de estudio, hemos procura
do limitarnos a lo que tuviese relevancia inmediata para
nuestro tema.

Al final de cada capitulo hemos inclufdo una corta
lista de ejercicios. En su mayor parte, estos ejercicios son
resultados que se usardin mis adelante, y deberian considerar-
se como parte integrante del texto.

Quisiéramos hacer patente aqui nuestro agradecimiento
4 nuestros maestros Raymundo Bautista Ramos y Roberto Marti-
nez Villa: no s6lo aprendimos nuestro tema con ellos, también
recibimos de ellos la ayuda y el estimulo necesarios para po-
der concluir estas notas. También agradecemos a los profeso-
res de la Escuela de Ciencias Fisico-Matemiticas de la Univer
sidad Auténoma de Puebla, y a los alumnos del Seminario de
Teoria de Representaciones de la Facultad de Ciencias de la

U.N.A.M., que nos permitieron ensayar con ellos una versidn



previa de estas notas: nos salvaron del error en mis de una
ocasibn y solo serd a pesar de ellos si persisten errores en

la presente versifn.

México, Otofo, 1981.
C. Cibils
F. Larrién

L. Salmer6n
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

En este primer capitulo nos hemos esforzado por dar
una presentacifén ripida y completa de resultados bien conoci-
dos. Estos son indispensables para poder desarrollar los de-

miis capitulos de este trabajo.

§1.1 ALGEBRAS Y MODULOS

Definicién: Sea k un campo. Una k-&lgebra es un anillo A (con
uno) que posee estructura de k-espacio vectorial de tal forma
que

afab) = (aa)b = a(ab)
para cualesquiera a € k, a€A , b € A.

Diremos que A es una k-&lgebra de dimensifn finita si

A es de dimensifén finita como k-espacio vectorial.

Consideraremos siempre al campo k como un subanillo
de A, mediante el monomorfismo de anillos:
k &—— 2
a —— al
Cada elemento de k conmuta entonces con todos los ele
mentos de A:
{al)a = af(la) = af(al) = alal)

Decimos que k actia centralmente en A.




Ejemplos:

1.1.1: Sea k[xx,...,xJ el anillo de polinomios en r va-
riables con coeficientes en k. Es también un k-espacio vecto-
rial (de dimensién infinita) con accién central de k. Tiene
por tanto estructura de k-dlgebra.

1.1.2¢ k(xl.....xr> denotard el anillo de polinomios en r
variables no conmutativas. Se trata también de una k-4lgebra
de dimensién infinita, llamada la k-dlgebra asociativa libre
en r generadores. Notemos que klx‘,...,xr] es ¢l cociente de
k(x,....,xr) por el ideal bilateral generado por
(xixj-xjxi A T T 3 B A L

1.1.3: Dada una k-dlgebra A, podemos construir su dlgebra
de matrices Mn!&). Es e] conjunto de todas las matrices nxn
con entradas en A, que tiene estructura de k-dlgebra (de di-
mensién finita si A es de dimensién finita) mediante la suna
y multiplicacidén matriciales y la accién evidente de k. En Ia
mayoria de los casos tomaremos A = k, el campo, o bien A = D,
una k-dlgebra con divisién (i.e. todo elemento no nulo de D
es invertible).

1.1.4: Si G es un grupo finito, sea kG el k-espacio vecto
rial con base G. kG tiene un (inica estructura de k-filgebra
(de dimensién finita I1G[) tal que la multiplicacién de los ba

sicos coincide con la multiplicacidn en G.

Definicidn: Sean A y A' dos k-dlgebras. Un morfismo de k-dlge

bras ¢: A—A" es un morfismo de k-espacios vectoriales y

de anillos simultineamente.



= da

Notacién: Mods denotari la categoria de todos los médulos iz-
quierdos sobre A. Notemos que cada M en ModA es, en particu-
lar, un k-espacio vectorial.

modA denotard la subcategoria plena de ModA constitul
da por los mbédulos finitamente generados. Es importante notar
que si A es de dimensidén finita, modA coincide con la subcate
goria plena de ModA constituida por los médulos de k-dimen-

si6én finita.

§1.2 DESCOMPOSICION EN INESCINDIBLES

Definicidén: Diremos que un A-mddulo M no nulo es inescindible

si no tiene sumandos directos no triviales. Es decir que si
MXUBYV,

entonces U = 0 o bien V = 0,

Los inescindibles juegan un papel clave en la Teoria
de Representaciones de Algebras. En efecto, el objetivo prin-
cipal es conocer y describir los médulos sobre un dlgebra da-
da (antiguamente llamados representaciones). Ahora bien, el
teorema siguiente nos asegura que podemos construir todos los
m6dulos de modA si conocemos los inescindibles. Toda informa-
ci6n sobre ellos resulta pues fundamental, desde saber si hay
o no un ntmero finito de tipos (i.e. clases de isomorffa) has

ta dar una lista completa de ellos.

1.2.1 Teorema (Krull-Schmidt): Sea A una k-digebra de dimen-




846n findita. Entonces todo mbédulo M en modA tieme una dnica
descomposicibn en suma dixecta de un ndmexo {inito de médu-
Los inescindibles en modA.

Es decir que:

MEM, @M, @ ... 8M

donde Cos M;'s son inescindibles, y si tenemos otra descompo-
Sicin M Z N, @ N, @ ... 8 N, [N; <nescindibles) entonces
r=s y exdste una peamutacidn de {ndices o tal que Mik NQGJ
para cada i.

Una demostracibn del teorema anterior puede verse en

(14.2) y (14.5) de [C-R], pp. 81-83.

Notemos que el flgebra A puede ser vista como un obje
to de modA gracias a la multiplicacién del anillo. De esta
forma, A tiene una Gnica descomposicibn en inescindibles de
modA:

AXP,@P,8 ...0P,

Recordemos que un A-mbédulo P es proyectivo si y sdlo
si es sumando directo de alglin A-médulo libre (es decir de un
A-m6dulo isomorfo a una suma de copias del A-médulo A).

Se ve entonces que cada unc de los P; que aparece en
la descomposicifn de A es un m6dulo proyectivo inescindible.

El hecho es que allf se encuentran todos, en el senti
do de que cualquier proyectivo inescindible P en modA es iso-
morfo a algln P;. En efecto, tenemos que

m
PeMX ? A,
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y descomponiendo M obtenemos una descomposicidn de ?A en
inescindibles. Pero ya teniamos una descomposicifn:
m m m m
?A =;OP,0?P,O...Q?P,,.
Por el teorema de Krull-Schmidt, P es isomorfo, obli-

gatoriamente, a algin Pj.
Definicibn: Una k-dlgebra A de dimensién finita es bfisica si
los proyectivos inescindibles que aparecen en su descomposi-

cién "no se repiten". Es decir que P; X Pj sblo si i = j.

1.2.2 Teorema ([ A-F], (27.14), p. 309): Paxra toda k-d&fgebra )

de dimensibn finita, existe una Gnica |hasta isomorffa) k-4L
gebra A' de dimensibn finita y bdsica tal que modA ¥ modp’
son categorfas equivalentes. (En este caso decimos que A y A'

son Morita equivalentes).

Como ya los sefialamos anteriormente, nuestros esfuerzos
estan dirigidos a conocer y describir las dlgebras de dimensibn fi-
nita y sus categorias de m6dulos finitamente generados. Desde
este punto de vista, y gracias al teorema anterior, no se
pierde ninguna generalidad al considerar solamente k-Glgebras
bisicas; ademds, dada una k-dlgebra béisica de dimensién fini-
ta es fécil construir todas las k-flgebras que le son Morita-

equivalentes.

1.2.3 Proposicién: Sea A una k-&fgebra de dimensibn finifa y

A=P @P, ® ... 8P,




su descomposiciln en proyectivos inescindibles.
DPescompongamos, en esta suma dixecta, ef unmo de A:
1=¢; *€; ¢ ... ¢+ &,.
Entonces {e;,€;5,...,8nl €& un sistema
completo (1§.°i = 1) de

idempotentes (ei® = ei)

ortogonales (ese; = 0 si i4j) v
LO£S i®}3

primitivos (84 ey = f+g con £ y g {dempotentes
oxtogonales, enfonces f = 0 o bilen g = 0).

Demostracién: Fn efecto, tenemos cue e; = e;l, de donde:

€; = eje, ¢ ege, + ...+ ege,.
El primer miembro es un elemento de Pj, mientras que el seguﬂ
do tiene su primer sumando en P;, el segundo en P, etc. En-
tonces e;’ = ey y vqey = 0 si i # j.

Mostremos ahora que Aej = P;j. En efecto, ya sabemos
que Ae; C P;. Sea entonces x € Pj. Tenemos que x = x1 = xe,+.
. + xe, y esta es uns descomposicifin de x en la suma directa.
Entonces xej = 0 si j#1 ¥ x = xej € Aej.

Ahora podemos mostrar que cada ¢; es primitivo: si
e = f+g con f y g idempotentes ortogonales, es ficil ver aue
Aeg = AT @ Ag, ¥y como Ae; = Py es inescindible, obtenemos

Af = 0 o bien Ag = 0, es decir f=0o g=0. /

1.2.4 Proposicién: Sea {e,,e,,....e,) un sistema completo de

idempotentes ontogonales paimitivos [desde Luego, ei# 0 para

toda i).

Entonces A = Ae, @ fe, @ ... @ Aey es una descomposi-



= Tt

cibn en inescindibles.

Demostracién: Tenemos que A = Ae, + Ae, *+ ... * Aep por tra-

tarse de un sistema completo. La suma e¢s directa ya que los
idempotentes son ortogonales. Cada sumando es inescindible

puesto que cada ej es primitivo. /

Daremos ahora una proposicién que caracteriza los m6-

dulos inescindibles.

1.2.5 Proposicién: Sea A una k-&Lagebra v M un mfdule en ModA .

Entonces M es inescindible a4 v silo s&i la k-flgebra EndAM
tiene como dnicos idempotentes a 0 y 1.

Demostracifn: Si e € EndAH es un idempotente, entonces

M= Ime & Im(1-¢),
de donde e es cero o uno.
Reciprocamente, si M = U® V, e: U @ V—M definido
por e(u+v) = u es un idempotente. Entonces e = 0 o bien e= 1

(U=036V =0), de donde M resulta inescindible. /

1.2.6 Lema:

(i).- Sea M un A-m6dulo y ¢ un idempotente de A.
Entonces f = f(e) define un Lsomoxfismo ¢ : HouA(Ae,H)—*eM
de k-espacios vectondiales.

(ii).- &: EndA {Ae) ™~ ehe, el {somorfisme siende
aqui de k-dfgebras. (Es inmediata La verifdicacibn de que eAe

tiene estauctura de k-&Lgebra, el uno es e). //



La demostracién del lema anterior es una verificacibn
sencilla y se deja al lector como ejercicio. Tal seri el sig-
nificado, de aquf en adelante, del simbolo / después de un

enunciado.

1.2.7 Corolario: Sea e un {dempotente de A. Entonces e es pri

mitivo 84 y sdlo 84 ehe tiene como {indcos idempotentes a e v

0. 7/

§1.3 ALGEBRAS INDESCOMPONIBLES

Recordemos cue dadas dos k-flgebras Ay y Az, la suma
directa Ay + As; es la k-flgebra obtenida mediante la suma di-
recta de los espacios vectoriales con la multiplicacién compo
nente a componente, es decir:

Oy 52 2) - OHA%) = (AA]5h08)-

Definicién: Una k-dlgebra es indescomponible (o inescindible

como k-filgebra) si po es suma directa de dos k-dlgebras.

1.3.1 Proposicién: Toda k-dlgebra de dimensifn finita es b0~

morda a una suma directa de un ndmero fLnite de k-&lgebras in

descomponibles de dimensidn findita. //

Recordemos que nuestro interés se centra en las pro-
piedades categéricas de modA. Ya hemos visto que podemos res-

tringirnos a dlgebras bisicas de dimensién finita. También po



dremos restringirnos a flgebras indescomponibles en virtud

del siguiente resultado:

o n
1.3.2 Proposicifn: S< AX if‘ﬁi,cutoncu modA :ix modA ; (et
=)

producto cartesiane de Las categorfas modAi, i=1,.,n). #

El siguiente resultado caracteriza las dlgebras indes

componibles:

1.3.3 Proposicifn: Sea A una k-d&lgebra. A es indescomponible

$4 y 80Lo &4 Los dnicos idempotentes centrales son 0 y 1.

Demostracibn: Sea e un idempotente central (i.e. e® = e y

ex = xe para toda x € A). Es ficil comprobar que
A = Ae +# A(1-e). Entonces, si A es indescomponible, ¢ = 0 ©
e =1,

Reciprocamente, si A = A, Az, decompongamos el 1 de
A, | = f+g. Es fAcil verificar que f y g son idempotentes cen
trales (ademfis son ortogonales) y aue Af = Ay, Ag = A,. Enton

ces £ =1o0og=1, de donde Ay = A o Az = A. /

£1.4 FL RADICAL DE UN ALGEBRA

Por lo que resta del capitulo, todas la k-dlgebras
cornsideradas son de dimensién finita.

Recordemos que si A es una k-dlgebra e I,J son idea-
les izquierdos de A,

IJ = {Ex5y; / %3 € I,y;y €31}, ¢
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I +J=1{x¢y / xeEl,yeJ)
son los ideales izquierdos producto y suma de I y J respecti-

vamente.

Definicifn: Un ideal izquierdo | es nilpotente si 1™ = 0 para
alghin nGmero natural n.
NG6tese que | es nilpotente si y s6lo si cada producto de

n elementos de I vale cero (para algan natural n).

1.4.1 Proposicifn: Teoda k-d&lgebra A de dimensibn finita posee

un ideal Lzquieado nilpotente que contiene a todos Loa idea-
Les izquieados nilpofentes. Este (deal es, por tanto, (nico y
Lo Llamaremos el radical de A (radAd).

Ademds, radAh es un <{deal bilateral.

Demostracibn: Sea J un ideal izauierdo nilpotente de k-dimen-

sién mixima,

Supongamos que existe un ideal izquierdo nilnotente I
tal que I &€ J. Entonces J @ 1 +J, de donde dimJ < dim(I+J),
lo que resulta ser una contradiccién puesto que I+J es nilpo-

tente, como lo afirma el siguiente lema:

Lema: S& 1,J son {deales izquieandos nilpotentes, 1+J también
Lo es.

Demostracidn: Digamos que 1" = 0 y J® = 0. Consideremos un

producto de n+m elementos de [+J:

(X3+y1) (X24y2) e e . (Xnpem **Ynem)-

Desarrollando este producto, cada sumando tendri: o



B Y,

bien a lo menos n factores en I (y por lo tanto est& en I") o
bien u lo menos m factores en J (y por lo tanto estd en J™).

En ambos casos el sumando es cero. /

Para finalizar la prueba de 1.4.1, veamos ahora que
J = radA resulta también ideal derecho. Debemos probar que
{radA)A € radA, para lo cual basta mostrar que el ideal iz-
quierdo (radA)A es nilpotente.
((radA)A)" = (radA)A(radA)A...(radA)A,
pero A(radA) € radA, de donde ((radA)JA)™ € (radA)® = 0. Esto

termina la prueba de nuestra proposicién. #
Pasaremos ahora a estudiar las dlgebras cuyo radical
es cero, que como veremos mfis adelante, poseen proviedades ca

racteristicas,

1.4.2 Proposicién: Sea A una k-dfgebra de dimensibn ginita. En

tonces A/radA es una k-d&2gebra de radical cexo.

Demostracidn: Sea w: A— A/radA la proyeccifn canbnica. Sea

I un ideal izquierdo nilpotente (I" = 0) de A/radA. Veremos
que I = 0. J
£ (1) es un ideal izquierdo de A y, de hecho, nilpo-
tente: en efecto, consideremos Y:¥a...¥g uUn producto de n ele
mentos en w-'(I). Tenemos que r(Y1¥2.+:¥s) = 0, 0 sea que
Y1¥2...¥yn € tadA. Pero rad®A = 0 para alguna m, y de aquf po-

demos ver que todo producto de mn elementos de ™' (1) vale ce

ro. Entonces v~ (I) C radA, de donde I = 0. /
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1.4.3 Proposicifn: radA es el minimo {deal bilateral 1 tal

que al dividin por 1 &e obtiene un dlgebra de radical cero.
En otras palabras, 8&i J es ideal bitateral y A/J es de radi-
cal cero, entonces radA € J.

Demostracién: Sea w: A —=A/J la proyeccién canénica. Enton-

ces w(radA) es un ideal nilpotente de A/J y entonces w(radA)=

= 0, de donde radA € J. /4

La conversa también es cierta: si J es un ideal bila-
teral que contiene al radical, entonces A/J es de radical ce-
ro. Esto no lo utilizaremos nosotros pero una prueba ficil se
sigue del Teorema de Wedderburn, gque enunciaremos més adelan-

te.

1.4.4 Proposicidon: Sea A una k-d&fgebra de dimensdibn finita.

Entonces radh codincide con fa interseccibn de todos Los 4idea-
Les {zquiendos (o todos Los denechos) m&ximos.

Demostracién: Sea M un ideal izauierdo médximo, veremos que

radA € M. Supongamos que radA ¢ M. Entonces MG radd + M, por
lo que radA + M = A. Entonces 1 = x+a con ciertos x € radA y
a € M. Pero sabemos que x es nilpotente (dipamos «L = 0).
Tenemos que
(1-x) (14x+...+x") = 1,

de donde 1-x es invertible. Pero 1-x = a € M, lo cual guerria
decir que M = A, pero esto es absurdo.

Para mostrar la otra contencidn, es necesario introdu-

cir mis herramienta que, de todas formas, serd utilizada mas
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adelante.

1.4.5 Lema de Nakayama: Sea J un ideal izquieado contenido en

ta interseccibn de todos tos ideales mdximos. Sea N un A-médu
Lo §initamente generado y supongamed que JN = N. Entonces
N = 0.

Demostracién: Supongamos que N # 0. Para efectos de la prueba

podemos suponer que J es bilateral. Consideremos entonces un
sistema de generadores (wy,...,wy} del A-m6dulo N, de cardina-
lidad minima.

Como JN = N, podemos escribir: w; = a;w;*...*%a5Wy CON
a; €J, de donde (1-a;)w; = azWat...*a W,.

Si 1-a, no es invertible, siempre existe un miximo M
que lo contiene, pero siendo 2, elemento de J, estd en todos
los miximos, en particular en M. Entonces 1 € M, lo cual es
absurdo. Por tanto 1-a, es invertible y w; se expresa como
combinacién lineal de wi,Wi,...,Wp que son, entonces un sis-

tema de generadores de N. Esto es absurdo pues n era minimo./

Probemos ahora la otra contencifn que nos faltaba
para probar 1.4.4.
Llamemos E a la interseccibn de todos los ideales iz-
quierdos maximos.
Consideremos la siguiente cadena de ideales izquier-
dos de A :
2 E¥D B D .. BV EMV D ...

Por razones de dimensién, existe un r tal que
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E" = E**'. Aplicando el Lema de Nakayama a ET tenemos que
E¥ = 0, o sca que E es nilpotente y se encuentra por tanto
contenido en radA.

Con esto queda demostrada la proposicién 1.4.4, si ob
servamos que todo lo hecho es igualmente vilido para ideales

derechos. //

Definicién: Una k-&lgebra A es simple si no tiene ideales bi-

laterales, salvo el 0 y A.

1.4.6 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte I (13.6 de [A-F],

p.154): Teda k-dfgebra de dimensibn finita con radical cexo

es Lsomoxfa a una suma directa de k-dfgebras simples. //

Notemos que la conversa (toda dlgebra oue es sum directa
de k-flgebras simples tiene radical cero) es claramente cier-
ta. |

Tales algebras se llamarfn semisimples.

1.4.7 Teorema de Wedderburn-Artin, Parte II (13.4 de [A-F],

p. 152): Toda k-d&fgebra de dimensidn {inita simple es L{somor-
fa @ un dfgebra de mairices con entradas en un anillo con di
visibn D. Ademds, D resulta contener centralmente a k y sex

de k-dimensifn finita. (ver efemplo 1.1.3). /

Los mbdulos sobre las dlgebras semisimples tienen pro

piedades caracteristicas bien conocidas (ver [J}),cap. 2).
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Todos los m6dulos proyectivos inescindibles son simples (i.e.
no tienen submSdulos propias). De esto se Jdeduce que todo mb-
dulo en ModA es una suma directa (posiblemente infinita) de

simples. Ademds esto sucede solamente cuando el dlgebra es se

misimple.

Probaremos ahora un resultado que serf de utilidad en

el capitulo 3.

1.4.8 Proposicién: S{ k es algebraicamente cerrado, toda k-4L

gebra con divisibn D de dimensibn finita coincdide con K.

Demostracibn: Sea d £ D. Digamos que dilkD = n y consideremos

los elementos 1,d,d?,...,d". Deben ser linealmente dependien-
tes:
ag+ayd+ad?+...+and® = 0
donde los g pertenecen a k y no son todos cero.
Consideremos el polinomio ag+a;x+ax*+...+a,x". Como
k es algebraicamente cerrado, puede factorizarse como
ap (x-a;) (x-a3)...(x-a,), con a; € k.
Pero como k es central en D:
ap (d-ay) (d-a3)...(d-ag) = ag+a;d+a,dd...+a,d" = 0,

de donde alglGn d-aj es cero y por tanto d estd en k. //

1.4.9 Corolario: S{ k es algebraicamente cearade, fas k-dlge-

bras de dimensibn §inita simples no son mds que Las dfgebras
de matrices con entradas en k. //
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§1.5 EL RADICAL DE UN MODULO

Definicidén: El radical de un A-m6dulo M es el submbdulo radM

obtenido al intersectar todos los submGdulos méximos de M.

Definici6n: Un A-m6dulo S # 0 es simple si no tiene submbdu-
los distintos de 0 y S (Claramente todo simple es inescindi-
bie. La conversa sélo vale si el dlgebra es semisimple). Un
A-médulo es semisimple si es isomorfo a una suma directa de

médulos simples.

1.5.1 Lema:

Parte 1: Sean M y N dos A-médulos y f: M— N un moa-
f§ismo. Entonces f(radM) € radN.

Parte 2: S f e& un epimoafisme y Kerf C vadM , enfon
ces f(radM) = radN.

PDemostracibn:

Parte 1: Sea M un submédulo mdximo de N y veamos que
f(radM) € M. Para ello consideremos w: N — N/M la proyeccidn
canénica y mostremos que wf(radM) = 0.

Ahora bien, es claro que M es submGdulo miximo de N
si y s61o si N/M es simple, y como Im(nf) es un submbdulo, es
cero o es todo N/M.

En el primer caso, ya hemos terminado.

En el segundo, wf es epimorfismo, entonces M/Ker (a f)
es isomorfo a N/M y por tanto simple, de donde Ker(xf) es mé-

ximo en M y radM estd contenido en Ker(nf).
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Parte 2: El resultado se sigue del hecho de que
M' — fM' establece una biyeccién que respeta las inclusiones
entre los submédulos M' de M que contienen a Kerf y los submé

dulos de N (Esto ha sido usado ya en la parte 1)./4

1.5.2 Proposicién: rad(M/radM) = 0.

Demostracién: Se sigue de la parte 2 del lema anterior, consi

derando la proyeccién canénica w: M —M/radM. /

1.5.3 Proposicifn: rad(M; ® M3) = radM, ® radM..

Demostraci6n: Consideremos las dos inclusiones canbnicas ¥y

apliquemos la parte 1 de 1.5.1. Para la otra contencidn, bas-
ta hacer lo mismo con las dos proyecciones canbénicas.

Lo mismo es afin vilido para sumas directas infinitas./

1.5.4 Lema: Sea S un A-médulo simple. Entonces (radA)S = 0.

Demostracibn: Apliquese el Lema de Nakayama, Yo 4.5,

Observaci6n: Sea 1 un ideal bilateral de Ay M un A-médulo

tal que IM = 0. Entonces M tiene estructura de A/I-médulo y
todos los A-submbdulos de M son A/1-submbdulos. En particular,
por el lema anterior, un A-mbdulo es simple si y sélo si lo

es como AfradA-mbdulo.

1.5.5 Teorema: Si M es A-médulo, radM = (radA)M.

Demostracifén: Ya sabemos que M/radM tiene radical cero. Consi

deremos ahora el morfismo inducido por las proyecciones can6-
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nicas de M/radM al cociente de éste por cada submédulo miximo.
Es decir:
M/radM ——-———*]T&(M/radM)/ﬂ.

El ncleo de este morfismo es precisamente rad(M/radM)

que vale cero. M/radM se sumerge en el producto y entonces
(radA) (M/radM) € (radA ][], (M/radM) /M.

Pero cada (M/radM)/M es simple y por lo tanto anulado
por radA. Por tanto (radA) (M/radM) = 0,0 sea que (radA)M €
radM.

Para la otra contencibén, notemos que M/(radA)M és un
A/radA-m6dulo. Pero A/radd es un flgebra semisimple y por tan
to todos sus mbdulos son semisimples, de donde M/(radA)M es
semisimple como A-médulo y su radical es cero.

Consideremos la proyeccién f: M — M/(radA)M que, gra
cias a la contencibén ya mostrada, cumple con las hipStesis de
la parte 2 de 1.5.1. Obtenemos:

f(radM) = rad(M/(radA)M) = 0,
de donde radM € Kerf = (radA)M. /

1.5.6 Corolario: Sea M un A-mbédufo. S{ radM = 0, enfonces M

es semisimple. La conveasa se sdigue de 1.5.4 y va fue ufiliza

da en La prueba anterxioa. //

§1.6 CUBIERTAS PROYECTIVAS

Definicién: Sean M y N en ModA. Un epimorfismo f: M— N es
superfluo si, cada vez que fg sea epimorfismo para algGn
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g: X—=M, g es epimorfismo.

Para familiarizarse con este concepto, sugerimos al

lector probar que:
(a) Suma dixrecta de morfismos supeaflucs es supearflua
(b) S& £: M—*N ¢y g: N—=T son dos moxfismos cuya

composicibn gf es supeaflua, entonces f es superglua.

La siguiente es una reformulacién del Lema de Nakaya-

ma 1.4.5.

1.6.1 Lema de Nakayama: Sea I un ideal izquieado de A, con

1 € radA. Entonces f: ;n-“ll/lM es un moxfismo supenfluo.
Demostracitn: Sea g: X— M y supongamos que fg es epi. Para
mostrar aue f es superfluo, debemos mostrar que g €s epi, ©
sea que Img = M.

Consideremos M/Img. Probaremos que I(M/Img) = M/Img,
de donde serd M/Img = 0 por 1.4.5.

Sabemos aue I1(M/Img) = (IM ¢ Img)/Img. Ahora bien, la
restriccibn de f a Img es epi, de donde Img *+ IM = M y por

tanto aueda probado el lema. /

Definici6én: Sea M en modA. Entonces &: P —=M en modA es una

cubierta proyectiva si P es proyectivo y ¢ es superfluo.

1.6.2 La prueba de la unicidad de esta cubierta (en caso
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de existir) es inmediata: sea ¥: Q—* M otrc epi superfluo.
Por ser Q proyectivo, existe a: Q—P tal que ¢ = ¥ , por
tanto a es epi. Similarmente obtenemos 8: P—=Q epi, de don-

de a es isomorfismo.
La existencia de cubierta proyectiva para todo M en
modA seri consecuencia de los resultados de la préxima sec-

cibn.

§1.7 PROYECTIVOS Y SIMPLES

1.7.1 Proposicién (27.1 y 27.4 de | A-F], p. 301): Sea A una

k-&Laebra de dimensibn finita. Todo idempofente X de A/radA
se Levanta, es decix que existe un Ldempofente e de A Zal que
e = X.

Mds adn, todo sistema completo de {dempotenies pALmL -
tivos oatogonales de A/radA se Levanta a uno con Las mismas

propiedades. //

1.7.2 Proposicifn: Sea A una k-dfgebra de dimensién finita y

{€y,...,6n) un sistema completce de Ldempotentes paimitivos or
togonales. Sabemos ya que {Aey,...,Aeq)} es una Lista complefa
de representantes de Las clases de Lsomorfia de médulos pro-
yectivos inescindibles [nbtese que en esla Lista hay repeti-
ciones si el dlgebra no es bdsica). Se afirma que

{Ae, /radAe, ,Aez/radAes,...,Aen/TadAen)

es una Lista completa de aepresentantes de Las clases de {s0-
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mordia de Los mbdulos simples en modA.
Adem&s hej/radhe; X Aej/radhe; &4 v 80lo 84
Aej X Aej.

Demostracién:

1) Cada Aej/radAe; es simple.

Aej/radAe; es un A/radA-mbédulo y por tanto semisimple.
Por otro lado es fécil verificar que teniendo A = fe, € Ae; @ ..
+« 8 Ae,, se obtiene:

(*): A/radh = Ae;/radle; @ Ae;/radle; 8 ... @ Ae,/radle,.

Si algln sumando de A/radA en la descomposicién ante-
rior no fuera simple, obtendriamos un sistema completo de
idempotentes primitivos ortogonales con mis de n elementos
que podriamos levantar a A por 1.7.1. Esto es una contradic-
cibn.

2) Todo A-médulo simple es isomorfo a algin
Ae; /radAey .

En efecto, tenemos la descomposicidn (*). Sabemos que
allf aparecen todos los proyectivos inescindibles de A/radA.
Pero A/radA es semisimple: todos sus m6dulos son sewisim-
ples y proyectivos, de donde se deduce que, sobre AfradA, los
proyectivos inescindibles coinciden con los simpnles. Pero es-
tos son los A-mb6dulos simples, como vimos en la seccién 1.5.

3) Si Aej/radhe; X Aejlradhej, entonces Ae; L Aej.

En efecto, como Ae; es proyectivo y al dividir por
radAej se obtiene un morfismo superfluo (Lema de Nakayama),
la unicidad de la cubierta proyectiva nos proporciona el re-

sultado. /
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1.7.3 Corolario: Todo mbédufo ernr modA tiene cubieata proyecti-

va.

Demostracidn: Consideremos la proyeccidén canbénica w:M - M/radM,

que sabemos que es superflua por el Lema de Nakayama. Por
otro lado, M/radM es semisimple. Cada sumando simple tiene cu
bierta proyectiva por lo anterior, y por tanto M/radM tiene
cubierta proyectiva nor 1.6(a). Supongamos que f: P —* M/radM
es la cubierta proyectiva. Como P es proyectivo, existe

$: P—=M tal que n¢ = f£. Por tanto ¢ es epi, va que f es su-

perfluo. Ademés, 1.6(b) prueba aue ¢ es superfluo. /
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 1

Sea A una k-flgebra de dimensién finita.

1.A Si e€ A es idempotente, entonces rad(ede) = e(radA)e =

= eAe N radA.

1.B Si ¢: A—=*A' es un morfismo de k-dlgebras, ¢(radA) C

radA’'.

1.C S1 ¢: A—A"' es un morfismo sobre de k-dlgebras, las si
guientes afirmaciones son equivalentes (donde t > 1):
(a) Ker¢ € rad®A
(b) ¢ ' (rad®A') = rad®A (en particular, ¢(radts) =
= rad®A').

(c) ¢ induce un isomorfismo &: A/rad*A— A'/rad®a'.

1.0 S1 ¢: A —A' es un morfismo sobre de k-dlgebras con
Ker¢ € radA, ¥ {e1,...,eq)} €5 un sistema completo de idempo-
tentes ortogonales y primitivos (no nulos) entonces {¢(e;),..

.. 9(en)) también lo es.

1.E Sea AP el flgebra opuesta de A: el mismo k-esnacio vec-

torial, pero con la nueva multiplicacidén Asp := pA. Entonces

(A°P )°P = A y, claramente, A°? es también una k-#lgebra &0 1

mensibén finita. Muestre que:
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(1) Hay una dualidad D: modA— modA®?, o sea un fun-
tor contravariante D tal que existe otro funtor contravarian-
te E: modA°P— modA tal que DE % 1__,,0p ¥ ED X 1_ . . Suge-
rencia: D(X) := Hom, (X,k).
(2] A es indescomponible si y sélo si A°? 1o es.
(3) A es bisica si y sdle si A" 1o es ([A-F], p. 102
2.3).

(4) Si Aes bisicay A =P, §P, @ ... @ P, es descom
posicién en inescindibles, D(P,), ...,D(P,) es
una lista completa y sin repeticiones de los in-

yectivos inescindibles de mods’® .
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En este capitulo definiremos lo que es un carcaj y su
flgebra asociada. Ellos constituyen una buena herramienta pa-
ra el estudio de las flgebras en general, como se podrd apre-
ciar en los siguientes capitulos.

Daremos luego una resefia de propiedades con el propé-
sito de familiarizarnos con el &lgebra de carcaj y su aritmé-
tica.

Para terminar, haremos algo similar para los cocien-
tes de las flgebras de carcaj que se obtienen al dividir por

ciertos ideales que hemos llamado admisibles.

§2.1 CARCAJES Y ALGEBRAS DE CARCAJ

Definicién: Un carcaj C es una grifica orientada, conexa y fi

nita. Mis precisamente, un carcaj consiste de un conjunto C,
de "vértices" y otro C; de "flechas", junto con una asigna-
cién que a cada flecha de C, le asocia su vértice inicial y
su vértice final. Pedimos que Cy, y C; sean finitos, y que C
sea conexo. Nitese que no se excluyen los casos en que apare-
cen- lazos o aristas mGltiples.

Son ejemplos de carcajes:
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Notacién: a: {—j en C significard "la flecha a se inicia

en el vértice i y termina en el vértice j”

Definicidén: Un camino dirigido (de longitud n) de i a j en un

carcaj C es una sucesién de vértices y flechas (j/an, ...
«.y@1/i) con n > 0, verificando que

inicio de a; = i

final de a; = inicio de aj

final de az; = inicio de a;

final de ap = j.
En caso de que n = 0 pedimos ademfis que i=j. De esta

forma, asociamos a cada vértice i su camino trivial 4= (i/i),

que se puede interpretar intuitivamente como “permanecer en
i". Si n es positivo, a menudo escribiremos simplemente

Gnn=-y...a; en lugar de (j/ag,...,ay/i).

Nota: A lo largo de todo este trabajo, k denotard un campo

que tomaremos algebraicamente cerrado. Tal suposicibén sobre k

no es necesaria en este capitulo, pero es s6lo con ella que
se obtienen resultados interesantes en los capitulos posterio

res.

Definicién: Denotaremos por kC el k-espacio vectorial con ba-
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se¢ el conjunto de todos los caninos dirigidos del carcaj C
(incluso los triviales). Daremos a kC estructura de k-filgebra
definiendo primero la multiplicacién de los bésicos de la si-
guiente forma: (n/Bp.ep-;.....B.Ih)-(j/on.on-......u,/i) va
le cero si h # j, y vale (m/8p,...,81,8n,...,a;/i) en caso de
que h = j, Este producto se extiende de manera Gnica a tode
kC de tal forma que se obtiene una k-flgebra cuyo uno es
iéc;‘i' Seguiremos denotando por kC a esta dlgebra y la llama
remos el flgebra de carcaj asociada a C.

Veamos un ejemplo:

1 a
>t3—Y-,4.6—s )e
2= g
aréd = $:a =0
¥-8

"
-t
™w

g-y =0

dey = v.8 =0
YTy = Y
Tay = 0

Ta"Ta = Ty

§2.2 PROPIEDADES DE kC

2.2.1 Proposicién: {1ty / 1 € G}, todos Los camincs Tadlviales,

¢4 un sistema complete de {dempotentes ortogomales y primili-
vos de kC.

Demostracibn: El hecho de que los 1; son idempotentes ortogo
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se el conjunto de todos los caninos dirigidos del carcaj C
(incluso los triviales). Daremos a kC estructura de k-flgebra
definiendo primero la multiplicacidén de los bisicos de la si-
guiente forma: (nlsp,ep-;....,B;/h)-(j/an.an-.,...,u,/i) va
le cero si h # j, y vale (m/8p,...,8;,an,...,0;/i) en caso de
que h = j. Este producto se extiende de manera finica a todo
kC de tal forma que se obtiene una k-filgebra cuyo uno es
iéc.ti' Seguiremos denotando por kC a esta dlgebra y la llama
remos el flgebra de carcaj asociada a C.

Veamos un ejemplo:

1>03J-’446—Dc

278
a-86 = §.a =10
Y-8 = y8
g-y =0
d.y = y.§ =0
YTy = Y
Tay = 0

T84T ™ The

§2.2 PROPIEDADES DE kC

2.2.1 Proposicién: {ry / 1 € Cs}, todos Los camincs triviales,

es un sistema complete de idempotentes oxtogomales y primiii-

vos de kC.

Demostracibn: El1 hecho de que los 1t; son idempotentes ortogo
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gonales se debe a la definici6n misma de la multiplicacién en
kC.

Sabemos ya que Lt; = 1, asi que nuestro sistema es
completo.

La verificaci6n de que cada t; es primitivo exige un
poco mds de cuidado: pedir que t; sea primitivo es equivalen
te a pedir que el anillo t;(kC)r; tenga como finico idempoten-
te no nulo a 1; (ver 1.2.7).

Sean X;,X2,...,Xr los ciclos dirigidos en i (i.e. cami
nos dirigidos de i en i) que pasan por i en exactamente dos
ocasiones (si x es un tal ciclo, x* ya no lo es). Es ficil
ver que 13 (kC)r; es isomorfo a k(x;,...,xs} (ver 1.1.2). Pero
es claro, por cuestiones de grado, que esta filgebra no posee

otros idempotentes aparte de 0 y 1. /

Observacifn: Desde luego el de 2.2.1 no es, en general, el

inico sistema completo de idempotentes ortogonales y primiti-
vos de kC. Por ejemplo, si C es el carcaj 1——2, otro siste-

ma de estos es el siguiente: (1 +a,t:-al.

2.2.2 Proposicibn: kC es un dlgebra indescomponible.

Demostracién: Por 1.3.3 bastarid que probemos que los finicos

idempotentes centrales de kC son 0 y 1.
Sea d # 0 un idempotente central. Veremos que d = 1.
Escribamos primero d = 5 AYy. donde y corre sobre los
caminos dirigidos de C. Sea ahora i un vértice de C. Tenemos

que drj = tjd por ser d central. Ademis:
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dry = 511711 = E AyY, donde y corre sobre los caminos que se
inician en i, y similarmente: v;d = $ Ayriy = 5&71, donde vy
corre sobre los caminos que finalizan en i.

Entonces cada y (con A, # 0) que se inicia en i tam-
bién finaliza en i, 0 sea que los caminos y que constituyen d
(i.e. aquellos tales que Ay # 0) son todos ciclos. Mis preci-
samente,

d e ie.c. 14 (kC)ry.

Escribamos d = £ d;, con cada d; en Ti(kC)Ti. Usando
que d es idempotente, tenemos

Id; =d=4d?=(Xd;)*=d;*e @ 1;(kO)1y,
y entonces cada di es idempotente de Ti(kC)Ti. Hemos visto ya
que entonces d; es cero 6 1;.

Afirmamos que ;ingﬁn d; es cero. Para empezar, algfin
d; no es cero, yaqued # 0. Sea X :={ie (C /d; #0} ¢ 0.
Supongamos que, contrario a lo que se afirma, X # C,. Enton-
ces, siendo C conexo, existe un vértice i, € X y otro
io € Co\X con una flecha a que los une. Sin pérdida de genera
lidad (el otro caso es andlogo), a se inicia en i, y finaliza
en jo.

Pero entonces da = ggx‘tia =0#a= géx ar; = ad, ¥
d no seria central. Concluimos entonces que di = tj para todo
ie Co y, por ende, que d = L 1; = 1. /

2.2.3: kC es k-dfgebra de dimensibn fimita 8{ y adlo &L C no

tiene cdclos dinigidos.



- 30 -

Es decir, si C no tiene caminos dirigidos no triviales
que se inician y finalizan en el mismo vértice. La prueba de
2.2.3 es fécil y se basa en que nuestros carcajes son gréificas

finitas.
Definicién: Denotaremos por F el ideal izquierdo de kC genera
do por todas las flechas (i.e. caminos de longitud 1) de C.

Es inmediato ver que de hecho F resulta ideal bilateral.

Observacifin: F coincide con ¢l k-subespacio vectorial de kC

que tiene por base los caminos dirigidos no triviales (i.e.

de longitud mayor o igual a 1).

2.2.4: EL radical de kC coincide con F cuando C ne fLiene ci-

clos déirigidoes.

Para mostrar esto, recordemos (capitulo 1) que si A
es una k-filgebra de dimensién finita, radA puede verse como:
- ¢l miximo ideal nilpotente, o bien 7

- ¢l minimo ideal tal que el cociente es semisimple,
o bien
- la interseccién de todos los ideales izquierdos
miximos.
Podemos utilizar aqui estas caracterizaciones puesto
que 2.2.3 nos asegura que dim kC es finito.
Veamos primero que F es nilpotente. Como C no tiene

ciclos dirigidos, hay una longitud mixima para sus caminos di
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rigidos, digamos m. Entonces cualquier producto de m*! genera
dores de F (las flechas) deberd ser cero, y por ende F®*l =,

Tenemos entonces que F C radkC.

Veamos ahora que kC/F es un dlgebra semisimple. Es fd
cil ver que {75 / i € Ca} constituye una k-base de kC/F, de
donde kC/F ~ kT; ® ... ® kr, como k-espacio vectorial. Esta
es también una descomposicién en suma directa de dlgebras, y

cada una de ellas es simple. Entonces también radkC C F. /4

Consideremos un ejemplo para ver que, en caso de que
C tenga alglin ciclo dirigido, lo anterior puede no ser vilido.

Sea C el carcaj siguiente: i::)u . Es inmediato que
k€ ~ klx ], y por tanto radkC = 0 (k es infinito).

Sin embargo, F -ngl ka? . (Ver también el ejercicio

5.1).

§2.3 IDEALES ADMISIBLES Y COCIENTES DE ALGEBRAS DE CARCAJ

Como veremos en el siguiente capitulo, es totalmente
equivalente el estudio de las dlgebras de dimensién finita so
bre nuestro campo k algebraicamente cerrado, al estudio de
los cocientes de k-%lgebras de carcaj sobre ciertos ideales

que llamaremos admisibles.

Definicidén: Un ideal bilateral R del dlgebra de carcaj kC es
admisible si cumple:

(1) R estd contenido en F?
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(2) R contiene a alguna potencia de F.

Consideremos algunos ecjemplos de ideales admisibles:
(a) Para C un carcaj arbitrario, F", con n > 2, es admisi
ble.
(b) 0 es un ideal admisible de kC si y sélo si C no tiene
ciclos dirigidos.

(c) Sea C el siguiente carcaj:

Sea R el ideal bilateral de kC generado por los ecle-
mentos B8a - Le, nB ¥ yvén.

Claramente R € F?, y también F* € R (jVerifique!), de
donde R es admisible.

En general, dado un carcaj C y un ideal bilateral R
de kC con RE F?, R es admisible si y sdlo si para cada ciclo

dirigido y de C existe n > ! tal que y® € R.
Procederemos ahora a analizar algunas propiedades de
la k-dlgebra A = kC/R, donde C es un carcaj .y R es un ideal

admisible de kC.

2.3.1 Proposicién: {74/ i € Cg} e& un sistema completo de

idempotentes paimitives y ortogonales de KkC/R.

DemostraciGn: Considerando la proyeccifn natural kC — kC/R,

vemos que el nuestro es un sistema completo de idempotentes
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ortogonales, falta ver ahora que cada ;i es primitivo. En vir
tud de 1.2.7, nos basta con verificar que los l(nicos idempo-
tentes de {i[kClR)fi son 0y T . Vimos ya en 2.2.1 que
T3 (kClty = kixy,...,%:), para alguna r, de donde
Ti(KC/R)Ti = 7i(KC/R)ti = ti(KC)ti/tiRti = kiXy,..-,Xc) /A,
donde A es un ideal de ki(xy,...,Xy) con las siguientes propie
dades:

(a) Los polinomios de A no tienen término constante.

(b) Existe un natural n tal que el ideal generado por los
monomios de grado n estd enteramente contenido en A.

Sea entonces f € kix;,...,Xe) un idempotente mbdulo A,

o ses que £ - fe A. Es féici! probar que el término indepen-
diente de f es cero o uno. Si es cero, f es nilpotente mbdulo
A, v como también es idempotente médulo A, estd en A. Si el
término independiente de f es uno, por lo anterior | - f es

cero mbdulo A, o sea que f es ¢1 1 mbdulo A. /

2.3.2 Proposicibn: Gracias a que C e¢s conexe, Los dnicos <Ldem

potentes centrales de kC/R som 0 v 1. En consecuencia kC/R es
una k-d&Zgebra indescomponible.

Demostracién: La prueba de 2.2.2 puede adaptarse al presente
caso sin dificultad, pero aquella demostracifn escondia un ar
gumento de cardcter mis general, que hemos indicade en el

ejercicio 2.B., /

2.3.3 Proposicién: kC/R es de k-dimensifn finita.

Demostracidén: En efecto, como F* € R, tenemos un epimorfismo
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de k-espacios vectoriales
kC/F® ——:XC/R.
Pero las clases de los caminos de longitud menor que

n forman una k-base de kC/F®, de donde se sigue el resultado./

2.3.4 Proposicién: Denofemos poa F a La imagen de F en KkC/R.

Tenemos que rad(kC/R) = F y, entonces, rad™(kC/R) = F™.

Demostracién: Como R es admisible, existe un natural n tal

que F® C R. Entonces F" = 0 y ¥ es nilpotente,

Sabemos que (kC/R)/F % kC/F que, como vimos en 2.2.4,
es isomorfa como k-filgebra a kTy + kT2 + ... # kTp, qQue es se
misimple. De 2.3.3 y los resultados de la seccién 1.4 se si-

gue ahora nuestra proposicibén. /

2.3.5: De lo anterior es inmediato que rad(kC/R)/rad*®(kC/R)
es un kC/R-bimédulo que admite por k-base al conjunto { al,
donde a rtecorre todas las flechas de C, a es la clase de a

médulo R, y a denota la clase de a médulo rad *(kC/R). /

2.3.6: Finalmente nos limitaremos a sefalar que kC/R es béisi-
ca. (Ver definicién en la seccién 1.2). Daremos en 5.1.1 una

prueba de esto.
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

2.A Sea C el siguiente carcaj:

—!
‘-—o—— *

y sea R el ideal de kC generado vor {p*,80-p%,0(p-1)6}).

:Es R admisible?

2.B (1) Sea A =P ® ... 8P, una descomposicién en inescin
dibles de la k-dlgebra A. Pruebe que A es descomponible s1 ¥
sdlo si existe un particién (I1,J) no trivial de {(1,...,n} tal
que, siempre que i € 1y jed, HomA(Pi,P3) = Houh(Pj,Pi)= 0.
(2) Si R es un ideal admisible de kC, tomemos la descom
posicién A = KC/R = 1§x(kc’“);* de 2.3.1 (ver 1.2.4). Pruebe
que si o es un flecha que va de i a jenC, la multinlicacibn
por a define un A-morfismo no nulo de Pj (= (kC/R)t3) en Pi.

(3) Use (1) y (2) para demostrar 2.3.2.

2.C Podria omitirse vconexo" en la definicibén de carcaj.
Pruebe que entonces se tendria:
(1) kC es indescomponible si y sélo si C es conexo.
(2) Para R admisible, KC/R es indescomponible si ¥ so

lo si C es conexo.

2.D Sea C el siguiente carcaj:

T
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e e®

(sin=1, ‘::)]

Sea R un ideal admisible de kC, Para este carcaj especial de-

notaremos por yg
i

al (Gnico) camino de longitud € que empieza
en el vértice i. Para cada vértice i sea £(i1) := min{f € N/

T§ € R} (recuérdese que R es admisible). Demuestre que

e(.) n(:) £(n-1) 4
' ’

by, n-1

Y es un sistema de generadores para
R. En particular, si n = 1, los finicos ideales admisibles de
kC son los de la forma F" con n > 2. (Como veremos mas adelan
te -en el capitulo 4- este ejercicio es, en parte, expnresién
de un hecho mis general: todo ideal admisible de kC es finita

mente generado para C carcaj arbitrario).

" 2.E Algebras Tensoriales:

Sea K un anillo y A una K-filgebra. Sea M un A-A-bimé-
dulo con accibn central de K (Am = mA para cualesquiera A € K
yme€M). Definimos:
T (M) := A
T'(M) := M, v, paran > 2,
TOM) := TH(M) 2 ™ '(M).
Consideremos el A-médulo ToM) :-iE.Ti(H). Pruebe que
TA(M) es una K-dlgebra con la multiplicaci6n inducida por las

aplicaciones Ti(M) x Tj(H)-——*Ti°j(H) tales que (a,b) — a@b.
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(a) Sea C un carcaj,y sea A la k-dlgebra A := kCo .
Consideremos también el grupo abeliano M := kCi. si A E A,
fEMyYy a€C, (digamos a: i—=j), definamos (Af) (o) :=
A(3)f(a), (FfA)(a) := A(i)f(a). Pruebe que con esta cstructura
M es un A-A-bimédulo con accién central de K.

(b) Pruebe que kC ™ TA(M) como k-dlgebras,

(c) Pruebe que si € no tiene ciclos, radTA(M) =z
= S0 |

(d) Pruebe que, en general, TA(M) g M sig‘Tl(M).
2.F Sea D un subcarcaj de C (i.e. D es carcaj, Dy CCois
Dy € €y y si a: i —j en D, entonces también a: i—+j en C).

Supongamos que D tiene la siguiente propiedad: siem-
pre que se tenga una flecha a: 1—=) en C con i € Dy, serd

j €Dy ya€Dd; (decimos que D es un subcarcaj final de C).

Definamos e :z‘jélhTJ’ y pongamos S := eRe donde R
es un ideal admisible de kC.

(1) Pruebe que kD = ekCe y que S es un ideal admisi-
ble de kD.

(2) Si A' := kD/S, pruebe que A' es isomorfa al co-
ciente de A = kC/R que se obtiene al dividir por el ideal de

A generado por {73 / i € D).

2.6 Si C es un carcaj, C* denotard el carcaj opuesto de C,

que se define a continuacidn:
Los vértices de C* son los mismos que los de C.

Las flechas de C* son Ct := {a* / a € C }.



= 88 -

Las asignaciones de inicio y final de C* son las in-
versas de las de C (a: i—j en C si y sélo si a*: j—i en
C*).

(1) Pruebe que kC* X (kC)°P (ver ejercicio 1.E).

(2) Si R es un ideal admisibie de kC, obtenga un ideal
admisible R* de kC* y demuestre que KkC*/R* es isomorfo a

(KC/R)°F .
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En este capftulo mostraremos que toda k-flgebra de di
mensién finita, béisica e idescomponible, es isomorfa al co-
ciente de un flgebra de carcaj por algin ideal admisible (Re-
cuérdese que estamos suponiendce siempre que k es algebraica-
mente cerrado).

Recordemos que, para nuestros propdsitos, vedir que
un filgebra se bfsica e indescomponible no es una restriccién
(ver secciones 1.2 y 1.3).

El resultado mencionado es muy importante:. Por un la-
do es un teorema de estructura, estamos describiendo todas
las dlgebras, y por otro lado nos permite "visualizar" los mé
dulos del dlgebra dada a través de representaciones del car-
caj, como se verd en el capitulo 4.

El camino que se seguird es el siguiente:

3.1: Para cada flgebra A construiremos sSu carcaj asociado
Cyp-

3.2: Construiremos un morfismo ¢: kCy, — A y verificare
mos que es suprayectivo.

3.3: Examinaremos el nlicleo de ¢ y veremos que se trata
de un ideal admisible, de modo que A X kC,/Ker¢ co-

mo se anuncidé al pri.acipio.
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§3.1 EL CARCAJ ORDINARIO DE UN ALGEBRA

Sea A una k-flgebra de dimensién finita, indescomponi
ble y béisica.

Elijamos un sistema completo de idempotentes ortogona
les y primitivos {e;,ez,...,eq} (Desde luego, con ej # 0 para

toda 1).

Definicién: El carcaj ordinario de A, que se denota por C,,

se define como sigue:

C4 tiene n vértices (tantos como idempotentes en el
sistema), numerados de 1 a n en correspondencia uno a uno con
Y YPIRRY - e

En lo que concierne a las flechas de C,, el nmero de
ellas que principian en el vértice i y terminan en el vértice
j es

dimklcj(rndhlrud’h)eil.

Nétese que el cociente radA/rad?A es un A-A-bimédulo,
asi os que ej(radA/rad’A}ei tiene sentido. Ademdis su dimen-
si6n es finita, ya que la de A lo es.

Hay otros carcajes asociados a A que también son he-
rramientas fitiles para su estudio (el carcaj de Auslander-Rei
ten, el carcaj estable, el carcaj de 6rbitas, el carcaj sepa-
rado) v el nombre de "ordinario" se le da a C, para distin-
guirlo de los otros. Como nosotros utilizaremos aqui solamen-

te el carcaj ordinario, lo llamaremos simplemente "el carcaj
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de A".

Para ver que C, es realmente un carcaj afin debemos
probar que la grifica obtenida es conexa. Esto se debe a que
A es indescomponible y en el ejercicio 3.A hemos indicado co-

mo probarlo.

Proposicibn: C, no depende [salve en ta numeracibn de Los vér

tices) del sistema completo de idempotentes primitives ontego
nales elegido en un princdpio.

Demostracién: El niimero de vértices de €, esta determinado

por A, puesto que es igual al nGmero de inescindibles que apa
recen en la descomposicidn de A como A-mGdulo (ver 1.2.1 Yy
1.2.4).

En cuanto a las flechas, debemos probar que si £,,82,.
..,fn es otro sistema de idempotentes numerado de tal forma
que Aej M Af; para todo 1, entonces

diukei(radhlrad’A)ej B dimkfi[radhlrad’A)fj.

Esto se debe a que ei(radt'k/rad’lnej ~ ci(rmlncj/md’le)
3 Homh(hei.rndhej/rad‘hej) ~ Homh(hfi.radhfjlrnd’hfj] (ver
1.2.6). /

Ejemplos de construccidn de C,:

3.1.1 Si A = kIx}/(x™), conn 2 1. (k[x] no es de dimensidn
finita). C, tendrd un Gnico vértice puesto que el Gnico idem-
potente no nulo de A es 1.

radh = (x) -el ideal generado por x en k[x)/(x")-
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En etecto, (x)" = 0, o sea que (x) € radA y también es claro
que A/(X) es isomorfo a k, de donde radA € (x).
En cuanto a radA/rad’A. su k-dimensién es 1: una base

esta dada por la clase de X en este cociente.

Concluimos entonces que C, = l&::)n.

5:1.2' 51
koo
A= |kkoD],
k 0k
a0
¢l anillo de matrices de la forma By 0] , con a,B,Y,8,¢
§ 0 €

en k ¥y con lu suma y multiplicacifn matriciales.

Un sistems completo de idempotentes primitivos ortogo
nales esta dado por (E,;,,E;2,Eyy}, adoptando la notacidn en
la cual Ejy es la matriz cuyas entradas son todas cero salvo
la entrada (i,i) que vale uno.

Por consideraciones similares a las del ejemplo ante-
rior se tiene que 00 0

radA = kool ,
k0O
de aqui que rad?p = 0,

EjaradAE,; y EjyradAE,,; tienen dimensi6n 1, y las de-

mis combinaciones deberdn ser cero ya que radA es de dimen-

sién 2. Entonces:

Gy = 2/1\3
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Este ejemplo se generaliza inmediatamente a
QLD e
R0 Sae
DK, o oo

T

A=

R
- -

matrices nxn, siendo su carcaj:

€ " 24]\‘

n

3.1.3 Si A = KC/R es el cociente de un dlgebra de carcaj por
un ideal admisible, es de esperarse que Cy coincida con C y
éste es el caso.

Sabemos (ver 2.3.1) que {T;,Ts.,...,Tn} €5 un sistema
completo de idempotentes primitivos ortogonales, donde 1, de-
signa el camino trivial de C en el vértice i. C, tiene enton-
ces tantos vértices como C.

En cuanto a ij(radA/rad’Aiii. no hay dificultad en
comprobar que tiene por k-dimensién el nimero de flechas en C
que van del vértice i al vértice j (ver 2.3.5).

Entonces C, = C en este caso.

§3.2 CONSTRUCCION DE UN MORFISMO SUPRAYECTIVO #: kC, ——A.

3.2.1 Construccidn de ¢.

Asignaremos a cada elemento de la base de kC, otro
elemento en A. Esto dard lugar a un morfismo ¢: kC,— 4 de

k-espacios vectoriales. Veremos luego que el ¢ obtenido es de



hecho morfismo de

Para cada
a e Ai.l. Podemos
3

en Cy, puesto que

- Nl -

k-dlgebras.

cj(radhlrad’h)ei, elijamos una k-base (y,/
tomar Aij el conjunto de flechas de i a j

en ese conjunto hay tantas flechas como la

k-dimensidén de c:(rndA/rad’A)ei.

Podemos ahora elegir elementos X, € ej(radA)ei tales

que X, = y, para cada a € Aij' para cada par de indices i,j.

Con todas estas elecciones efectuadas describiremos

ahora la imagen en A de cada uno de los bésicos de kCA:

-Caminos de longitud cero (los triviales):
O(Ti) = ey
-Caminos de longitud uno (las flechas):
¢$(a) = xq
~-Caminos de longitud n > 1 :
¢(ap...a;) = x_ x Ty X

%n %n-y a,

Para verificar que ¢ es morfismo de dlgebras, es sufi

ciente ver que ¢(8y) = ¢(8)é(y) para § y y bisicos de kCA (o

sea,d y y caminos

dirigidos en CA).

Caso 1: longitud de & y longitud de y son mayores o igua-

les a 1.

Pongamos y = Qp...0,, § =8

i1 := final de y =

cipio de B,.

p+--8;. Pongamos también

final de a,, y j := principio de & = prin-
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Si i = j, entonces &y = By...Biap...ay y la igualdad
que buscamos es cierta gracias a la definicifn de ¢ sobre los
caminos de longitud mayor o igual a uno.

Si i # j, entonces 8y = 0. Pero también ¢(8)¢(y) = 0,
ya que tenemos $(y) = Xq,---Xq, €ON X5 € ej(radp), ¢(8) =
= xep...xs' con xs‘ - (radn)ej, de donde ¢(é8)e(y) = xap...
..xslx° couXy =0 ya que xB‘ xcn = 0 por ser eje; = 0.

n )
Caso 2: 2(3) 1y f(y) =0
0y 2(y) 1

0y 2(y) = 0.

Cada uno de estos se trata con el mismo tipo de argu-

iv

Caso 3: R(8)
Caso 4: R(8)

"
1w

mentos que el primero. Por supuesto, R(&) significa "longitud

de &§ ".

Ejemplos:

(A) Sea A = k[x]/(x™) con n > 1. Sabemos por 3.1.1
que C, = l::>n. Tenfamos que radA = (x) y rad?A = (x)?*. Eli-
giendo xo = X, nuestra ¢: kC,— A queda definida por ¢(r,) =1,
¢(a) = X. Aqui ¢ es claramente suprayectiva, pero no inyecti-
va: su niicleo es (a®™) que, como es ficil ver es un ideal admi

sible de kch.

(B) Sea A el anillo de matrices 3x3 de 3.1.2. Vimos

alli que:

1
Cp = Z:// \413 ’
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calculamos radA y observamos que rad?p = 0. Elijamos Xq = Ez;
y Xg = Eyy, usando la notacibn de 3.1.2. Aqui también la ¢ ob
tenida es suprayectiva, de hecho es un isomorfismo. De todas
formas, sabemos por (b) de 2.3 que 0 es un ideal admisible de
kC, en este caso. En la seccifn 6.1 daremos una caracteriza-
cién homoldgica de las dlgebras que, como esta A, son isomor-

fas a dlgebras de carcaj.

(C) Sea A = kC/R el cociente de un flgebra de carcaj
por un ideal admisible R. Vimos en 3.1.3 que C, = C. Si hace-
mos las elecciones (necesarias para definir ¢) de la manera
obvia, se obtiene nuevamente que ¢ es sobre y su nficleo es
precisamente el ideal R. (Sin embargo, con otras elecciones
podria obtenerse, como nficleo de &, algln otro ideal admisi-

ble de kC).

3.2.2 ¢ es suprayvectiva.

Teorema: EL morfismo ¢: kC, —A, definido en 3.2.1, resulta

sen siempre suprayecfivo.

Demostraremos este teorema después de establecer los

dos siguientes lemas, que se necesitarfin en la prueba.

Lema 1: Como A es bdsica, A/radA Lo es también.

Demostracién: Tenemos la descomposicidn en inescindibles

A= Ae, 8@ ... ® Aep, y como vimos ya en 1.7.2,
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A/radA = Aey/radley; @ ... ® Ac,/radAe, es una descomposicién
de A/radA en inescindibles. Pero, también por 1.7.2,
Ae; X Aej si y s6lo si Aei/radl\ei v ch/radAej. de donde si A

es bisica A/radA lo es también. /

Lema 2: A/radA es un dlgebra {somoxfa a una suma de copias
del campo.

Demostracién: Por 1.4.2 A/radA es semisimple, y el teorema de

Wedderburn-Artin (1.4.6 y 1.4.7) asegura que, como k-filgebras,
A/radA X Mn, (D1) A0 g Ma_(Dr),

donde cada D; es un anillo con divisién, extensi6n finita de

K Y Mni(D;) denota el dlgebra de todas las matrices njxn;

con entradas en Dj.

Ahora bien, el hecho de que k es algebraicamente ce-
rrado obliga a cada D; a coincidir con k (ver 1.4.9).

Por otra parte A/radA es bésica por el lema 1, y en-
tonces cada dlgebra que la compone (i.e. cada Mp (k) ) debe
serlo también (esto esun hecho general muy fécil de probar).

Pero el dlgebra My, (k) sélo es bdsica si n; = 1. En
efecto, Mni(k) =Lpn, ®Lp,® ... @ Lng, donde Ly = Mni(k)Ejj.
y se verifica ficilmente que L; ™ Ly X ... ¥ Ln;.

Hemos probado entonces que A/radA X k + ... + k como
k-dlgebras, pero ademis k es claramente inescindible y se tra
ta entonces también de una descomposicifn en inescindibles de
A/radA. Entonces, por el teorema de Krull-Schmidt, ésta des-
composicibn es equivalente a la descomposicién (*) de 1.7.2,

de donde A/radA = ke; @ ... @ ken. /



- 48 -

Demostracitn del Teorema

Para mostrar que ¢ es suprayectiva consideremos los
siguientes elementos de A:

{ey,...,eq) U ixg / a €U A4

Todos estos elementos se encuentran, por construc-
ci6n, en la imagen de ¢, y tal imagen es una sub-k-Algebra de
A.

Serfa pues suficiente mostrar que se trata de un sis-
tema de generadores de A como k-dlgebra. Es decir, que todo
A € A puede escribirse como un k-polinomio en esos elementos.

Consideremos la sucesifn exacta

0 — radAC——A —* A/radh —0
que, como sucesifén de espacios vectoriales, se escinde. Usan-
do el lema 2 obtenemos que, como k-espacios vectoriales,
A =TadA @ key @ ... @ keq.

Entonces, si mostramos que todo elemento de rad) se
escribe como un k-polinomio en ({x;, / a € UV Aij)- ya habremos
terminado.

Y eso es lo que afirma la siguiente proposicién.

Notemos primeroc que, puesto que
radA/rad®A = i?jej(rad.‘\/rad‘lt)ei. {Xg / @ € U Az5) es una ba-
se de radA/rad’A.

Proposicién: Sea A una k-dfgebra de dimensifn finita y sea

{x, / @ € A} un conjunto cualquicra de elementos de radh tal

que {x, / a € A} es una base de radA/rad”A come k-espacio vee
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tordial.
Sea B el confunto de Los elementos de A que pueden ed
enibinse como k-polinomios sin téamino constante en Los X,
a € A,
Entonces radA = B.
Lema: Sea ag € rad®s con @ > 1. Entonces existen ag,, € rad®" ‘A

ybe BY (C B) zales que ag = dg,y * b.

Este lema prueba la proposicién: Naturalmente, B C radA. Se

trata de ver que radA € B, Pero del lema se deduce que para
todo a € radA ¥y todkom € N, a = a_, ¢+ b con a, € rad™A y
b € B. Como radA es nilpotente, se sigue el resultado. Solo

necesitamos entonces probar el lema.

Demostracién del lema: Haremos induccién sobre ?. Considere-

mos la sucesién exacta de k-espacios vectoriales
0 — rad A — radA ——radA/rad*A—0,

y tomemos la secci6n g: radA/rad*A—— radA dada por glxa) =
= X,. Entonces, como k-espacios vectoriales, radA = rad*A @
® Img. Como Iimg € B, ya tenemos el pie de nuestra induccibn.

Supongamos ahora que £ > 1 y tomemos ag € rad®a.

Basta probar nuestro lema para ¢l caso en que a, es
de la forma ag = C,;C;...C¢ con c¢; € radA.

Sea a'g_, = C;C;...Cq., € rad®" " A. Por la hip6tesis de
induccién, existen a'g € rad®a y b' € B! tales que

a'g., = a'p + b'. También existen a}' € rad®A y b'' € B
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tales que ¢, = a}' + b'’.

Entonces uag = a'g.yCp = (a'g *+ b')(as’ ¢ b'') =
= aoqa;l + ao!blo 4+ baao:' + b'b”-

Como B & radA, gt! Q,rad!". de donde obtenemos que,
si definimos ag , := a‘gal' ¢ a'tb" + b'a}' yb:= b'b'!',

age, € rad 'ay beBt. /

§3.3 EL NUCLEO DE ¢ ES ADMISIBLE

Recordemos que F es el ideal de kC, generado por las
flechas . Recordemos también que un ideal R de kC, serd admi-
sible si estd contenido en F? y contiene a alguna potencia de
s

En esta seccifn nos consagrarcmos a probar que el n(-
cleo de ¢ (definido en 3.2.1) es un ideal admisible de kC,.

Como hemos ya observado, esto nos dard el siguiente resultado:

Teorema: S A es una k-&lgebra de dimensidn §indita, bdsica e
indescomponible (y k es algebraicamente cenrado), entonces A
es isomonfa al cociente de un dlgebra de caxcay (el dLgebra

de su carcaj) por un ideal admiaible.

Haremos on tres partes la prueba de la admisibilidad

del niicleo de é.
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3.3.1 Ker¢ C F.

En efecto, sea a € Ker¢. Como a € kC,, puelde escribir

se como combinacién k-lineal de la base:
a=5% ;13 +X

donde T; recorre los caminos triviales y x € F.

Entonces 0 = é(a) = £ A, ¢; + ¢(x).

Por la construccibén de ¢ y por estar x € F, tenemos
que #(x) € radA, de donde £ \je;, € radA.

Siendo los e, idempotentes ortogonales, I A e, no es
nilpotente mas que cuando todos los Ai son cero.

Como radA es nilpotente (ya que A es k-dlgebra de di-
mensién finita), cada elemento de radA debe ser nilpotente.

Se sigue que cada \; es cero, de donde a = x € F. //
3.3.2 Ker¢ C F2.

Sea a € Ker¢. Por lo anterior, sabemos que a € F, ©

sea que
a =% laat+ty,

donde y € F? y a recorre las flechas de C.

Entonces 0 = ¢(a) = T A x, + #(y).

Puesto que y € F*, #(y) € rad*A. Por otro lado,
I AyXq € radA, puesto que cada x, € radA.

Considerando la situacién m6dulo rad®A, tenemos que

0 = £ AaXq,

pero (X, / a EU Aij] es una base de radA/rad’A, de donde ca
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da A, es cero y a = y € F*'. //
3.3.3 Ker¢ contiene alguna potencda de F.
En efecto, por un lado F* € ¢! (rad™A) para cada r,
por construccibn de #.
Por otro lado, radA es nilpotente, digamos rad™\ = 0,

de donde F® C & ' (0) = Kers. /

Conclusién del capitulo:

Es equivalente estudiar dlgebras indescomponibles bé-
sicas de k-dimensi6n finita con k algebraicamente cerrado, a
estudiar cocientes de flgebras de carcaj por ideales admisi-

bles.



~ 58=

EJERCICIOS DEL CAPITULO 3

3.A Usando el ejercicio 2.C, pruebe que la grdfica C,, obte-

nida en 3.1, es conexa.

35.B Sea A el dlgebra de matrices triangulares superiores nxn

con entradas en k. Calcule CA‘

3.C El1 campo de los nGmeros complejos, €, es una R -dlgebra
de dimensi6n finita, béisica e indescomponible. Sin embargo, no
existe ningin carcaj C tal que [ sea cociente de RC por un

ideal admisible. La hipStesis "k es algebraicamente cerrado"

es indispensable.

3.0 (1) El carcuj C, es el finico (desde luego salvo numera-
ci6n de los vértices) carcaj C tal que A es cociente de kC
por algGn ideal admisible R de kC.

(2) No ocurre lo mismo con R. Considere el carcaj si-

guiente:

™%
y los ideales de kC generados por Ba + 6y y Ba - 8y respecti-
vamente. Pruebe que se trata de ideales admisibles, diferen-
tes si la caracteristica del campo es distinta de 2, y que

los cocientes de kC por estos ideales son isomorfos.
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(3) Otro ejemplo: Si (C,R) es el carcaj con relacio-
nes de 2.A, vy R' cs el ideal de kC generado por o8 y &0 - p?,
entonces kC/R vy KC/R' son isomorfas cuando la caracteristica

de k es distinta de 2.

3.E (1) F* € 9 'rad®a, # = 1,2,3,... .

(2) Para € = 1 y € = 2, se tiene la igualdad en (1).

(3) Para £ = 3, no necesariamente.

3.F Supongamos que A' es un cociente de A, o sea que tenemos
un morfismo suprayective §: A——A' de k dlgebras. Suponga-
mos ademis que Kerd C rad?A.

(') Demuestre que LIA = C‘.'. -

(2) Tenemos entonces un morfismo sobre de k-dlgebras
v: kG, — A" (ver la teoria de este capitulo). Pruebe aque si
Kers = rad?A (l.e. si A' = A/rad?®A), entonces el ideal admi-
sible Kery de kC, es igual a FZ.

(3] Concluya que rad?A = 0 si y sdlo si R = F*, donde
R es el niicleo del morfismo definido en 3.2.1.

{4) Muestre que lo anfilogo no vale para potencias mis

altas de radA.

3.6 Utilizando la notacién de 1.E y 2.G, pruebe que si A es
una k-dlgebra de dimensi6n finita, bésica e indescomponible,
(1 Chop ~ CI
(2) Hay un morfismo sobre ¢: kC} — 1°" tal que

Kery = R*, donde R e¢s el nficleo del morfismo definido en 3.2.1.
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CAPITULO Y4: REPRESENTACIONES DE CARCAJES

Nuestro objeto de estudio es una k-dlgebra A de dimen
si6én finita. Hemos dicho ya que lo que nos interesa de A son
las propiedades categbricas de modA, por lo que hemos podido
suponer gue A e¢s bisica e indescomponible.

Por el capitulo anterior, sabemos que A ~ kC/B para
algiin carcaj C (que sabemos construir a partir de A] v algln
ideal admisible R de kC. (R no es finico, pero todos los posi-
bles se obtienen haciendo, de todas las formas posibles, las
elecciones previas a la definicién de #, ver 3.2.1).

Ahora bien, ide qué nos sirve esto, si lo que auere-
mos es estudiar modA ? En este capitulo veremos que los A-mé-
dulos se pueden "visualizar" sobre el carcaj C, y en el capi-
tulo siguiente veremos que muchos mbédulos importantes (proyec
tivos, simples, etc.) son susceptibles de "visuvalizaciones"
particularmente sencillas.

Durante todo este capitulo, C es un carcaj arbitraria

mente dado, R es un ideal admisible de kC y A = kC/R.

§4.1 ALGO SOBRE IDEALES ADMISIBLES

Habiendo mostrado ya la raz6n de nuestro interés cn
los ideales admisibles, pasaremos a describirlos un poco ne-
jor. Veremos en esta seccién que es po-ible elegir un "huen”

sistema de generadores para R.
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ObservaciGn: En general, kC no es un anillo noetheriano, como

se vé en el caso particular en que C es el carcaj siguiente:
GO
En efecto, (o) G (a,aB) G (a,af,u8?) G ... es un cade

na ascendente no estacionaria de ideales izquierdos.

No hay entonces, a priori, ninguna raz6bn para esperar
que los ideales de kC sean finitamente generados. Sin embargo,

veremos que los ideales admisibles si lo son:

1.1.1 R ¢s un ideal finitamente generade de kC.

— —

En efecto, sabemos que para alguna n se tiene una su-

cesibn exacta 0 — F" € R— R/F® — 0. F" es kC-médulo

finitamente generado (por los caminos de longitud n), de modo
que para ver que R es finitamente generado basta ver que R/F"
lo es. Pero esto sucede efectivamente, ya que R/F® C kC/F" ¥
este Gltimo es de k-dimensi6n finita (una base esti formada
por los caminos de longitud menor que n), de donde R/F" es de

dimensi6én finita y, por tanto, finitamente generado. //

Persiguiendo la idea de poder "leer" a R sobre el car
caj mismo, vamos a someter a los generadores a algunas manipu

laciones. Primero veamos la siguiente

Definicién: Una relacién p es un elemento no nulo p € R. En-

tonces p ¢s una combinacién k-lineal de caminos de longitud
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moyor 0 igual a dos, En caso de que los caminos que constitu-
yen a p (i.e., aquellos con coeficiente distinto de cero) ten
gan todos el mismo punto de partida y el mismo punto final
(digamos i ¥y j), diremos que la relacién p es legible o, mis

explfcitamente, que es una relacidén legible de 1 a j.

Ahora, por 4.1.1, podemos tomar un conjunto finito de
kC-generadores de R, (py,...,Pn). En principio, estas relacio
nes no tienen por gue ser legibles, vero cada Tj 0Ty €5 legi-
ble si no es el cero de kC. Como p, = 1fiTthTi para toda t,
es muy ficil comprobar que (‘59171 £d0/t=1,..,m; i,j=1,..,n}
es también un conjunto de generadores de R. Tenemos entonces

el siguiente resultado:

4.1.2 R posee un sistema legible de generadores, ¢s decdr, un

conjunto finito de kC-generadores que son relacdiones Ulegi-

bles. /i

4.1.3 Al par (C,R), donde C es cualquier carcaj y R es un

ideal admisible de kC, se le suele llamar un carcaj con rela-

ciones. Si {pi1,...,Pn} es un sistema legible de generadores
de R, también se le llama carcaj con relaciones a (C;py,02,.
cesPp)s 6, mis expresivamente, (C;pi=p2=...=0n=0). Es més
bien de esta segunda manera como suelen nresentarse, en la

pridctica, los carcajes con relaciones.



- E8 -

§4.2 REPRESENTACIONES DE CARCAJES CON RELACIONES

En esta seccién daremos sdlo una lista de definicio-
nes y un ejemplo. En la seccibn siguiente veremos que lo he-

cho en ésta es "visualizar" los A-médulos.

4.2.1 Una k-representacibn (o, sencillamente, une renresenta

cién) del carcaj C es una pareja V = ((Vi),(f,)) que consta
de una familia de k-espacios vectoriales Vi, uno por cada vér
tice i de C, ¥ una familia de transformaciones f,, una por ca
da flecha a de C. Desde luego, se exige que si a es una fle-
cha de i a j (abreviadamente, “si a: i —j "), entonces

fa: Vi— Vj.

4.2.2 Un morfismo de representaciones ¢: V—V' es una fami-

lia ¢ = (#§;) = (#4: V;—— V', ) de transformaciones lineales,
una por cada vértice i de C, tales que para cada flecha
@ 1—j en C, conmuta el cuadrado

fa

Vi————- Vv

1
KA
£

AR

i 3
o sea que 2 £, = f'::’i para toda a: i——=j en C.

4.2.3 Si V.es una representacién de C y v = (jlog,6n-1,...,a]i)

es un camino dirigido no trivial de C, podemos evaluar V en ¥y

como sigue:

V(y) := fun°fu

°...°
n=-1 f“l d
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siendo entonces V(y): Vi-——* Vj una transformacidn lineal.
Sip =171 A,y €5 una relaci6n legible, digamos de 1 a
j, aGn tiene sentido evaluar V en p poniendo:
Vip) = £ A,\V(y) ,

y, nuevamente, V(p): V;— Vj es lineal.

4.2.4 Sea V una representacién de C y p una relacibn legible
de R. Diremos que V satisface p si la anula, es decir, si
V(p) = 0. Diremos que V satisface R si V satisface cada rela-

cién legible de R.

La importancia de 4.1.2 radica en lo siguiente:

Lema: Sea {p1....,pm) cualgquier sistema Legible de generado-
nes para R. Entonces la xepresentacibn V satisface R 84 9y s0-

Lo 84 V satisgace p; para i = 1,...,m. /

Entonces, para ver si V satisface R, hay que hacer sg
lo un nfimero finito de cfilculos, y el resultado no dependerd

del sistema legible de generadores de R que tengamos.

Si V satisface R suele decirse que V es una represen-
tacién de C sujeta a las rclaciones de R, 0 que e una repre-
sentacién del carcaj con relaciones (C,R); si {Prs-cevpgy) €S
un sistema legible de generadores de R, también suele decirse,
en virtud de lo anterior, que V es una representacidn de C su

jeta a las relaciones p; = 0,p2 = 0,.c.,0m = 0, O que es una
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representacién de (Cipy,P2,-.-,Pg)-

4.2.5 Denotaremos por Mod(C,R) a la categoria cuyos objetos
son las representaciones de (C,R) y cuyos morfismos son los
morfismos de representaciones, con la composicién evidente
("por coordenadas').

Denotaremos por mod(C,R) a la subcategoria plena de
Mod (C,R) cuyos objetos son los objetos V de Mod(C,R) tales

que V; es de k-dimensién finita para todo vértice i de C.

Para finalizar la seccién, veamos un ejemplo.

Sea C el carcaj siguiente:

‘}73>84‘7/$ &
T3 ‘iT"b

Vimos en 2.3(c) que R = (Ba-ce,nB,yén) es un ideal
admisible de kC.

Ciertamente, {Ba - Ze,nB,Y8n) es un sistema legible

de generadores para R. Ba - e es una relacién de conmutativi-

dad (una relacién legible que es diferencia de dos caminos),

nB y vén son relaciones cero (constan de un solo camino).

Un objeto de Mod(C,R) es una pareja V = ((V;,...,Vs),
(f34...,f4)), donde V,,...,Vg son k-espacios vectoriales,

fq: V‘_‘V3. fs: V;—"V., | i V,—’V.., faz Vg—.VQ.

Y

f Vi— V,, fc: Vi—* Va ¥y £, Vi.— V¢ son transforma-

el
ciones lineales vy fafo - fo‘ =0, fnfa =0y foafn =0, Di-
cho de manera mis c6moda, V es un diagrama de espacios vecto-

riales y transformaciones lineales
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tal que el cuadro izquierdo conmuta y f.fg,f fsf, son cero.

Si V' es otra representacifn, un morfismo ¢: V:——* A
es un familia (¢;: V;— V'i);:l de anlicaciones lineales ta
les que ¢2f, = £'5¢1,0:1f5 = F'gda, dufy = £'y 05, ¢sfs = F'59¢,
d3fc = £'c by, dufy = '3 ¥ ¢sfn = £'544, 0, dicho de manera

mis cémoda, tales que conmutan los "cuadrados verticales" del

§4.3 CORRESPONDENCIA ENTRE MODULOS Y REPRESENTACIONES

Recordemos que A = kC/R. Por una narte A es una k-4l-
gebra y tenemos sus categorias de m6dulos ModA y modA (ver no
taci6én en la secci6n 1.1). Por otra parte (C,R) es un carcaj
con relaciones y tenemos sus categorias de representaciones
Mod(C,R) y mod(C,R) (ver 4.2.5). Estas cuatro son cjemplos de

k-categorfas: categorias en las que cada Hom(X,Y) posee es-

tructura de k-espacio vectorial y la composici6n de morfismos
es bilineal.
Sabemos que dos categorias A y 8 pueden considerarse

como "la misma" cuando son equivalentes: hay funtores
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F: A—B y G: B—A tales que FG X ‘8 y GF » IA; si Ay B
fueran k-categorias, esto nos diria que son "la misma" como
categorias, pero aiin podrfian tener muy diferentes k-estructu-
ras. Diremos entonces que las k-categorias A y B son equiva-
lentes si las equivalencias F y G de arriba son k-funtores:
restringidos al k-espacio vectorial de morfismos entre dos ob
jetos cualesquiera son aplicaciones k-lineales.

En esta seccidn justificaremos nuestras anteriores a-
firmaciones en el sentido de que las representaciones de-
(C,R) son "visualizaciones'" de los A-médulos, pues bocetare-

mos una prueba del siguiente resultado:

4.3.1 Teorema: Las k-categoafas ModA y Mod(C,R) son equivalen

Les.
Como ya hemos dicho, es realmente modA (y no Modi) la
categoria en que estamos interesados, de forma que el siguien

te teorema tiene aln mis relevancia para nosotros:

4.3.2 Teorema: Las k-cafegoaias modA v mod(C,R) son equivalen

Les.

Nos proponemos dar a grandes rasgos una demostracién
de estos teoremas, los detalles son argumentos sencillos que
dejaremos al lector. La prueba es tan importante como los dos
teoremas, ya que ella nos da la manera de "traducir" médulos

a representaciones y viceversa.
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(A) De m6dulos a representaciones

Definiremos un k-funtor F: ModA — Mod(C,R).

Sea M un A-m6dulo.

S1 i es un vértice de C, V; serd el k-espacio vecto-
rial Vv, := fiM, donde ;i es la clase de 1, en A = kC/R.

Si a: i—j es una flecha en C, definimos fo® Vi—' Vj
como la "multiplicacién por a ", o sea que f, (x) : = ax
(= }j&x € V;). Como M era un A-médulo, f, es k-lineal.

Tenemos ya una representacién V = ((Vi),(f,)) de C.
Queremos definir F(M) := V, pero para esto hay que ver que
V € Mod(C,R). Sea p = ¢ AyY una relacién legible de R, diga-
mos que p "va de i a j ". Para ver que V satisface p, supon-
gamos que cada y es de la forma y = an...a; (esta expresidn
varia dependiendo de y). Si x € V;, tenemos que Vip) (x) =
= EANVIIG) = B A fa eefa (X) = £ Aan...aicx = (A7) x=
= p*x = 0-x = 0. Con esto tenemos ya definido nuestro funtor
F en los objetos.

Sea ¢: M — M' un morfismo en ModA. Tenemos ya F(M) =V
y F(M') = V' queremos un morfismo de representaciones
F(8) = (¢;): V— V',

Si i € ¢y, a cada elemento ?ix de v, = }iM le podemos
aplicar ¢ y obtener ¢(}ix) = ?io(x), 0 sea que puede restrin-
girse ¢ a una aplicacién lineal ;¢ vi-——-ovg . La familia
F(g) := (oi), iserd un morfismo de Mod(C,R)?. Necesitariamos
que ojfa = f"aoi para toda flecha a: i—=j en C, pero esto

se sigue de las definiciones anteriores y del hecho de que
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% era un morfismo de A-mbdulos.
Es fdcil verificar ahora que F: ModA— Mod(C,R) es

un k-funtor.

(B) De Representaciones a Mbédulos

Daremos ahora un k-funtor G: Mod(C,R) — ModA.

Sea V = ((V;3),(f,)) un objeto de Mod(C,R).

Consideremos al k-espacio vectorial M :=V, 8V, @ ...
.. ® V,. Quisiéramos una estructura de A-médulo en M para po-
der definir G(V) := M.

Para esto veremos primero que M tiene una muy natural
estructura de kC-m6dulo. Definiremos quien es ym € M para
cualquier m € M y cualquier camino dirigido y de C, y enton-
ces Am (con A € kC arbitrario) se podrd definir de una sola
manera para obtener una estructura de kC-mSdulo en M.

Si nuestro camino y es el camino trivial t;, pondre-
mos ym = T;m = my (recordar que m € M = 8 V,),

Si vy no es trivial, consideremos la transformacién 11
neal V(y): Vy— V; (si y va de i a j). Como my €V,
Viy)(m;) € Vj, y ésta serd la finica coordenada no nula de ym,
o sea que (ym)y = 6j,V(y)(m1), donde 859 €s la delta de
Kronecker.

Con esto M es ya un kC-médulo, pero de una clase muy
especial: si tomamos A € R, serd im = 0 para toda m €M (esto

se dehe a que V satisface R). Esta es nrecisamente la propie-

dad que nos permite "ver" a M como kC/R-médulo (i.e., como
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A-mbdulo). En efecto, puede definirse im := Am para todo
A € kC, donde X denota la clase de ) en A, y se verifica aue,
con esta accifén, G(V) := M € ModA.

Sea ¢ = (¢;): V—V' un morfismo en Mod(C,R). Nece-
sitamos definir un A-morfismo G(¢): G(V) —G(V'), pero esto
es féicil: como G(V) = @ Vy y G(V') = @ V';, tenemos una trans
formaci6én k-lineal G(¢) = B¢ G(V) —G(V'). Se prueba sin
dificultad que, dado que ¢ era morfismo de representaciones,
G(¢) es un kC-morfismo y, por lo tanto, un A-morfismo de
G(V) a G(V'). (Desde luego, con las A-estructuras definidas
anteriormente para G(V) y G(V')).

Ahora puede verificarse ficilmente que ya tenemos un

k-funtor G: Mod(C,R) — ModA.

(C) La equivalencia

La prueba de 4.3.1 es ahora muy fdcil: basta probar
que tenemos isomorfismos naturales n: FG'___"Hod(c.R) y
p: GF — 14,4+ Pero de hecho n y p son "casi la identidad".
Para ilustrar esto, tomemos V = ((Vi)'(fa)) en Mod(C,R); en-
tonces FG(V) = ((V';),(f',)), donde V'y = t; (GV) =
=V; ® (00). /

jti

(D) Restriccifn de la equivalencia

Para probar 4.3.2 bastard probar que todo objeto de

modA se aplica bajo F en uno de mod(C,R) y que, reciprocamen-
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te, todo objeto de mod(C,R) se aplica bajo G en uno de modA.
Esto se sigue, sin embargo, de la observaci6n (hecha en la
seccibén 1.1) de que, como A es de k-dimensién finita, modA
coincide con la subcategoria plena de ModA constitufda por

los A-m6dulos de k-dimensi6n finita. /
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 4

4.A Sea (C,R) un carcaj con relaciones
(1) Describa el objeto cero de Mod(C,R)
(2) Si ¢: V——V' es un morfismo en Mod(C,R), descri
ba Ker¢, Imé y Cokers.
(3) Describa los isomorfismos, monomorfismos, epimor-
fismos y morfismos cero de Mod(C,R).
(4) Describa las sucesiones exactas de Mod(C,R).
(5) Si Vy V' son dos objetos de Mod(C,R), describa
su suma directa V @ V',
(6) Si V es un objeto de Mod(C,R), describa todos los
objetos V' de Mod(C,R) tales que:
(&) ViX2rVrs
(b): V' es subobjeto de V.

(¢): V' es cociente de V.

4.B Sea (C,R) un carcaj con relaciones y sea V = ((Vvq),(£.))
un objeto de Mod(C,R). Definamos el soporte de V como el con-
junto SuppV := {i€C / Vi ¢ 0}. Demuestre que si V es ines-

cindible, entonces SuppV es conexo como subgréfica (plena) de

c.

4.C En la situaci6n del ejercicio 2.F tenemos que, como A’
es un cociente de A, existe una inmersién plena y exacta de

ModA' en ModA que consiste en “ver" los A'-m6dulos como A-m6-
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dulos por restriccién de escalares. Por 4.3.1, tendremos tam-
bién una inmersi6n plena y exacta E: Mod(D,8) — Mod(C,R).

Describa explicitamente E y su imagen.

4.D Sea C un carcaj arbitrario. Denotemos por Mod(C) a la ca-
tegoria de todas las k-representaciones de C y por mod(C) a Ia
subcategorfia plena de Mod(C) definida por las representaciones
V tales que Vi es de k-dimensi6n finita para todo i € Cg. NOte
se que si C tiene ciclos dirigidos kC no es de dimensidn fini-
ta, pero en todo caso es una k-dlgebra y tenemos sus catego-
rfas de m6dulos ModkC y modkC. Pruebe lo siguiente:

(1) Las k-categorias ModkC y Mod(C) son equivalentes.

(2) modkC y mod(C) son equivalentes si y sélo si C no

tiene ciclos dirigidos.

4.E Consideremos un carcaj con relaciones (C,R) y sea (C* ,R*)
el carcaj con relaciones oouesto que se obtuvo en Z.G. Sabenos
que si A = kC/R, entonces A°P % kC*/R* y por 1.E tenemos una
dualidad D: modA—— modA°? . Queremos "visualizar" esta duali-
dad. Tenemos las equivalencias G: mod(C,R) — modA ¥y
F: modA — mod (C*,R*), de donde la composicibén FDG es una
dualidad que también denotaremos por D: mod(C,R) — mod (C*,R*).
(1) Sea V = ((V;),(fg)) un obieto de mod(C,R). Para
cada i € Cy, pongamos Vi* = Hom (Vi,k) y para cada a € C; sea
g, 1= £ la transpuesta de fy. Pruebe que D(V) = ((Vy*),(g,a)-
(2) Si ¢: V—= V' es un morfismo en mod(C,R), descri

ba su imagen D(¢): D(V') — D(V) en mod (C* ,R*).
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CAPITULO 5: DESCRIPCION DE ALGUNOS MODULOS

Anteriormente hemos dicho que las representaciones de
carcajes son mis manejables que los médulos pues se pueden
"visualizar". Como ilustracién de esto, pasaremos a dar des-
cripciones diagramiticas de algunos médulos interesantes. Es-
tudiaremos los médulos simples, los proyectivos inescindibles,
sus radicales, y los m6dulos inyectivos inescindibles.

A lo largo de todo el capitulo (C,R) serd un carcaj

con relaciones y A = kC/R. Pondremos también Cy = {1,...,n}.

§5.1 DESCRIPCION DE LOS MODULOS SIMPLES

Definicibn: Si j es uno de los vértices de C, denotaremos por
Sj a la representacidn Sj = ((Sj)i-(fa)) dada como sigue:
O sEa#J
7 T N e =y

f, = 0, para toda a € C,.

Claramente, Sj es una representacién de C sujeta a
las relaciones de R (cualesquiera que estas sean) y, al no po
seer ninguna sub-representacién propia no trivial, es una re-
presentacifn simple de (C,R). A Sj suele llamirsele el simpie

asociado al vértice j.

Notemos que S;,53,...,5, son simples no isomorfos dos

a dos (ver el ejercicio 4.A)



- 70 =

Por otro lado, puesto que A es una k-Glgebra de dimen
sion finita, sabemos que existe una hiyeccibn entre cualquier
sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos (en
particular {?......in)) y las clases de isomorfia de los A-mb
dulos simples (ver 1.7.2). Se deduce entonces que A tiene
exnctamente n clases de isomorfia de simples.

Entonces S;,52,...,5n €5 una lista completa y sin re-

peticiones de todos los A-mSdulos simples.

5.1.1 Como consecuencia inmediata de lo anterior tenemos que
) es bAsica. En efecto, tenemos la correspondencia uno a uno
va invocada entre las clases de isomorffa de los A-médulos
simples y las clases de isomorfia de los A-m6dulos proyecti-
vos inescindibles. Como vimos en la seccién 1.2, éstas Qlti-
mis sun las clases de isomorfia de los médulos que aparecen
on 1a descomposicién de A en inescindibles:A =41 @ ... @ ATy,

de donde se sigue que A es bésica. /

5.1.2 También se sigue de la descripcidn de los simples que
una representacibn de (C,R}, M = ((“i)'(fa)) es semisimple si
y s8lo si cada £, es cero.

De hecho, M es semisimple si y sdlo si

g i§‘q‘dimk.\ii)si. i

'S DESCRIPCION DE LOS MODULOS PROYECTIVOS INESCINDIBLES

gastari traducir cada AT, a una representacibn
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Py = ((Py)j,(£,))
de (C,R) mediante la equivalencia F descrita en (A) de ia sec
cidn 4.3.

Se obtiene enseguida que:

(pi)j — ;j“;i g (7_]Lcti)/(Tngi)'

5.2.1 En caso de que R = 0, 6§, mis generalmente si no hay re-
laciones legibles de i a j, fPi]j resulta ser el k-espacio
vectorial con base todos los caminos dirigidos de i a j en C.
Si R # 0 y si existe una relacién legible que va del
vértice i al vértice j, (Pi)j es un esnacio vectorial de dimen
sifn estrictamente menor al nimere de cuminos d= i a |,
Para cada flecha a: j—— s de C, 1la aplicacibn linesl
fa: 13kCrg/rgRry — 15kCrj /v Ry
es tal que f,(y) = ay para todos los caminos y de i a J.
a

Si R =0, f, es siempre inyectiva, pero si R # 0 £

puede ser © no ser inyectiva,

Veamos un ejemple. Consideremos e! carca; con relacio
nes (C,R) de 2.3 (c).
Los kC/R-m6dulos simples corresponden a S,,...,5; den

de 5; es la representacibn con el campc k en el vértice i y 0

en los demds vértices. Por ejemplo:

; /()
s\ o<:;>k\"(l; :

Daremos ahora la lista de los proyectivos inescindi-

bles.
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I 0
A k<k>k<g
e

Py = 0"’,'0§\\“k*:”’¥1
‘\"“k ] ‘7“‘§k

= —”’30 *:”'kx
8 0\5"“0::::’k‘~?‘*1

"’,,-0 (1,0 kék
Py =0 k (

. ",,30~\\‘ (1,2) k8k i
Pe o"“-ao-—”'k ¢ kLk' Ll

§5.3 DESCRIPCION DE rad™Pj

Nos ocuparemos primero de describir radPj.

Como en 5.2, bastari traducir rad(A{i) a una represen
tacién, que llamaremos

radPy = ((radPg);,(8)) ,

mediante la equivalencia F.

Recordemos que, por un lado, rad(A?i) = (radh);i. Por
otro lado radA = F, va que R es admisible (ver 2.3.4).

Obtenemos entonces que

(radPi)j 2 rj"i = thti/TjRTi.

5.3.1 Es inmediato que, en caso de que i # j,Tthi -rjkCti.

de donde
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(radPi)j B (I‘i)j b 05 U 1

Notemos también que, para i = j, (P;) 'tikCti/TiRTi z
= k{i & 1iFtiltiR1i; esto se debe a que R C F? C F y mues-
tra que

dimk(radPi)i = diuk(Pi)i -1,

lo que corresponde a haber eliminade el camino trivial 1.

NG6tese que si C no tiene ciclos dirigidos que pasen
por el vértice i, (radP;); = 0.

Para cada flecha a: j—s en C, tenemos claramente

que g, es la restriccibn de f, (ver ejercicio 4.A (b) ).

Como ilustracién de esto daremos la lista de los radi

cales de los proyectivos calculados en la seccién anterior:

;= o<:>k<§
radp; = n<::>.k<j (= Su)
radP, = 0<:§>k<:l (= PJ)
radP, = 0<:Z>0<::
radPs = 0<:Z>k<il (= P\)
radPe = o<:z>k&"'kitn (= Ps)
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Veamos ahora el caso en que m > 2. Tgual que antes,

se obtiene que:
(rad®Py); = T;FR%; = 15 (FP+ R)r /7 R,

Tenemos entonces que (rad“Pi]j es el subespacio vecto
rial de (P;); generado por las clases de los caminos de i a i
con longitud mayor o igual a nm.

En cuanto a la evaluacién de rad"Pi en cada flecha a,
se trata claramente de la restriccibn de f, a los subespacios

correspondientes.

5.35.2 En caso de que m = 2, podemos ser nfis precisos: Si j#i,
rP;]j = rjRCIi/th1i = (th*ti/Teri) L (e ky), donde y reco-
rre las flechas de 1 a j; esto se debe a que R C F?. Se dedu-
ce (que, si #(i,j) es el nGmero de flechas de i a 35
dimk(rad’Pi)j = dink(Pi)j - #E53) sid ¢ 3.
Para j = i, tenemos aue (P;); = TikCTi/TiRTi =
= riF’rlltiRzi P kfi @ (? ky), donde y recorre los lazos en 13
en consccuencia:

dimk(fﬂd,pi)i o dink(pi)i | #(i,1) + 1].

§5.4 DESCRIFCION DE LOS MODULOS INYECTIVOS INESCINDIBLES

Por 1.E sabemos que si P;*,P.*, ... ,P,* son los proyec
tivos inescindibles de modA°? , entonces D(P,*),...,D(P,*) son
los inyectivos inescindibles de modA, donde D:modA? — modA
es la dualidad de 1.E. {Intercambiando A por A°? en 1.E).

Por 5.2 sabemos cufiles renresentaciones de (C*,R*) co
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rresponden a Py*,...,Py*, de modo que bastard aplicarles la

dualidad D: mod(C%®,R*) — mod(C,R) descrita en 4.E.(Ahora

hay que intercambiar (C,R) y (C*,R*) en 4.E).

Pongamos entonces

Iy = D(Pj‘) =: ((Ij’i'(fu))'

Se obtiene, haciendo lo anteriormente dicho, que:

(Ij)i = (Pj')i* = (rikC‘TjhiR*tj]* = hjkc‘ihjhi). ~ Tjk(:'ril"rjli*xl :

En caso de que R = [, (Ij){ es el k-espacio vectorial
con base todos los caminos de 1 a j.

Si R # 0 y existe una relacibn legible de R que vi
del vértice i al §, la k-dimensidn de (Ij]i es estrictamente
menor que el nimero de caminos dirigidos de i a j.

Para cada flecha a: i—=s en C, la aplicacidn lincal

5 Tjkai/'(jR'ri—rjkCT‘/lehn
queda descrita por su accifn en los generadores de [IJ)1 como
sigue:
Si vy es un camino de i a j, entonces:

y' si existe un camino y' de s a j
f  (Y) ={ tal que y = v'a

0 en otro caso

. " / e
Como ilustracidn, consideremos nuevamente el cicmplo

de 5.2. Daremos la lista de los inyectivos inescindibles.
I, = k/'o>o‘/ =5
8 \’0 \i ( l)

I; =k/k\o/i
B



Iy

Iy

ls

Ie

- 7

k<:>o

o<:i >k

0
\.k
0<:k/x"

6 -

<f

(1,0) _kék

E‘xk

Kk
< b o)
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EJERCICIOS DEL CAPITULO §

5.A (1) Calcule los radicales cuadrados de los proyectivos
encontrados en el ejemplo 5.2.

(2) Sea C el siguiente carcaj

1 4
{a 16
24_1_55
I8 e
3 6

y consideremos las relaciones ey = 0, €6 = 0. Describa los
simples, los proyectivos inescindibles, sus radicales cuadra-

dos y los inyectivos inescindibles.

5.B Sea (C,R) el carcaj con relaciones de 2.D. Pruebe que:
(1) {y / vy es camino de i a j de longitud menor que
!(i)) es base de (Pi)j y de (Ij)i'
(2) El Gnico submédulo simple de Pi es S., donde
j*+1=13+¢2(i) modn.

5.C Un vértice i de C es un pozo de C si ninguna flecha de C
se inicia en i. Dualmente, diremos que i es una fuente de C
si ninguna flecha de C finaliza en i. Para un carcaj con rela
ciones (C,R) arbitrario,
(1) Demuestre que el proyectivo P; es simple si y sé-
lo si i es un pozo de C.
(2) Demuestre que el inyectivo Ij es simple si y s6lo

si j es una fuente de C.
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(3) Caracterice los vértices i tales que P; tiene ra-

dical simple.

5.0 (1) La cubierta proyectiva del simple S; es P;.

(2) Bualice el concepto de cubierta proyectiva para
obtener el de '"céipsula inyectiva" (el dual de un epimorfismo
superfluo se llama "monomorfismo esencial'). Pruebe que la

cipsula inyectiva del simple Sj es Ii’

5.E Usande 5.1.2 y las férmulas de 5.3 pruebe que
2 = . * .
radPy/rad®Py = . J. ¥(i,7)S;,
donde por mS debe entenderse la suma directa de m copias de S
(sim=0, mS := 0). Concluya que la cubierta proyectiva de

radl’i/rad’l’i es jeoc,'(i'j)pj'

5.F En la situacidn de 5.B pruebe que P; es inyectivo si y
s6lo si T:ﬁj" es el mis largo camino que llega a j y que
no est4 en R. (Esta j es la de 5.B(2) ). Sugerencia:

P, es inyectivo si y s6lo si P; & Ij, pero en todo ca
so se tiene un monomorfismo ¢: PiCL—-»lj. Si se cumple la con
dicién, pruebe que yﬁk——* y:' define, parea todo x € C,, una
biyeccién de la base de (Pi)x a la de (Ij)’, donde
g' = 0 (i) - (2 4 1). Reciprocamente, si ¢ es isomorfismo se
tendrd, en particular, que (P;);+ X (Ij)i" donde 1' es el

origen de la Gnica flecha que llega a 1.

5.6 Un conocido resultado de M. Auslander nos asegura que si
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A es un anillo artiniano podemos calcular su dimensidn global
proyectiva como el supremo de Iss dimensiones proyectivas de
los A-m6dulos simples (ver [J1], p. 56). Calcule la dimensién
global proyectiva de A = kC/R para (C,R) igual a:
(1) el carcaj con relaciones de 5.A(2).
(2) el carcaj C= |—2— ... —n sin relaciones
(i.e. R = 0).
(3) el carcaj
1
C = 2‘(/ 3, con la relacién de conmutatividad.
4
(4) ¢l carcaj de 2.D con R = F", m > 2. En este caso,

pruebe que 1a dimensi6n global proyectiva es infinita .

S.H (1) Supongamos que A es de radical cuadrado cero (ver
3.F). Pruebe que la dimensi6n global proyectiva de A es el su
premo de las longitudes de los caminos dirigidos en C. En par
ticular un dlgebra A con radical cuadrado cero tiene dimen-
sién global proyectiva finita si y s6lo si es cociente de he-
reditaria (ver 6.2).

(2) Pruebe que si C no tiene ciclos dirigidos, la di-
mensién global proyectiva de A estd acotada por la longitud

del més largoe camino dirigido en C.

S.I 8Sea C un carcaj arbitrario con n vértices.
(i) Usando 4.D(1), pruebe que si C tiene algin ciclo

dirigido, entonces hay méis de n simples en Mod(kC).
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(2) Usando el concepto de anillo semiperfecto ([A-F1,
p. 303) y el Teorema 27.10 de [A-F] (p. 306), deduzca de (1)
que si radkC = F, entonces C no tiene ciclos dirigidos. (Com-

parar con 2.2.4).
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Sea (C,R) un carcaj con relaciones y sea A = kC/R. Da
da alguna familia de dlgebras definida por alguna propiedad
P, quisiéramos encontrar la "traduccién" P' de PP en térmi-
nos de carcajes con relaciones, 0o sea que quisiéramos encon-
trar P' tal que A tiene la propiedad P si y s6lo si (C,R)
tiene la propiedad P' . En otras palabras, nos preguntamos
qué efecto tiene sobre (C,R) la inmposicién de condiciones adi
cionales sobre A.

Un ejemplo de esto ya lo hemos visto en 3.F: A tiene
radical cuadrado cero si y s6lo si R = F*,

En este capftulo estudiaremos el problema mencionado

en algunos casos particulares.

§6.1 ALGEBRAS HEREDITARIAS

Definicibn: Diremos que A es hereditaria si los subm6dulos de

A-m6dulos proyectivos son siempre proyectivos.

Esto es equivalente a pedir que la dimensién global
proyectiva de A sea menor o igual a uno y, por lo dicho en
5.6, podemos concluir que A es hereditaria si y s6lo si el ra
dical de todo proyectivo inescindible es proyectivo.

Como ya conocemos los proyectivos inescindibles y sus

radicales, nos serd fdcil interpretar la afirmacién "A es he-
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reditaria" en términos de (C,R). Para esto utilizaremos la si
guiente propiedad de las flgebras hereditarias: todo morfismo
no nulo entre proyectivos inescindibles es monomorfismo (ver

6.D(1) ).

Proposicidn: A 8 hereditaria 84 y 86Lo 84 C no tiene ciclos

dirigidos u R = 0.

Demostracifn:

Necesidad: Supongamos que A es hereditaria.
Si tuviésemos un ciclo en C, digamos y = (ilag..a;li)
con n > 1, obtendriamos, como en 2.B(2), monomorfismos cntre

proyectivos inescindibles fa, »®a vereada, de tal forma que

nu-1i
1a composicibn ¢ = 6, 9, _ --9q, Seria un automorfismo
¢: P08,

Por otra parte, como n > 1, resulta ¢ € rad(End,P;):
en efecto, P; = A{i y ¢ es la multiplicacién por y; mediante
el isomorfismo EndP; X v;Av; de 1.2.6(ii), ¢ se transforma en
el elemento 7 de T AT;, pero y estd en rad(7;A7;) por 1.Ay
2.3.4.

Entonces ¢ es a2l mismo tiempo nilpotente e invertible,
lo cual es una contradiccién. Concluimos que C no tiene ci-
clos dirigidos.

Si fuera R # 0, tendrfamos dos vértices i,j de C y al
guna relacién legible p de i a j =n R.

Come C no tiene ciclos, deberd ser i # j. También por

la ausencia de ciclos dirigidos en C, podemos suponer que p

es una relacién "extrema', o sea que si tenemos algln camino
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dirigido desde 1 a algGn otro vértice s # I, ya no empiezan
relaciones legibles en s.

Consideremos el proyectivo P; en mod(C,R). Por 5.E,

la cubierta proyectiva de radP;/rad®P; es

P 8 00,50P; ,
donde j;,3a,...,Jr son todos los vértices a los que llega al-
guna flecha desde i. Por nuestra demostracidn de 1.7.3, P es
también la cubierta proyectiva de radP;.

Pero el mismo radPj es proyectivo, de modo que debe
coincidir con su propia cubierta proyectiva (la identidad es
ciertamente un epimorfismo superfluce, ahora use la unicidad
de la cubierta proyectiva, 1.6.2), de donde

(i) radPy X télt(i,jt]l’jt ?
y de aquf obtendremos nuestra contradiccién.

Si suponemos #[x,y] igual al nfimero de caminos dirigi

dos de x a y, obtendremos que
(ii) #li,j] = ‘gl'(i.j:)'lj;.jl

Por 5.2.1 y la extremalidad de p se tiene que, para
toda t = 1,..:,T,

(iii)  dim (Py.); = *lic,il-

Como i # j, 5.3.1 nos asegura que:

(iv) dimk(radPi)j - dink(Pi)j

Come p es una relacibn legible de 1 a j, usando 5.2.1

obtenemos que
(v)  dim (Py)j < #1,i].
De (1), (iii) y (ii) se obtiene que dimk(radPi)j es

igual a #[i,j], pero de (iv) y (v) se obtiene que es menor.
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Concluimos entonces que R = 0,

Suficiencia: Supongamos ahora que C no tiene ciclos

dirigidos y que R = 0, Probaremos que A es hereditaria.

Como R = 0, por 2.E podemos ver a A = kC como el dlge
bra tensorial A = TA(M).

Como A = k*° es semisimple, todo A-m6dulo es proyecti
Vo, pero entonces todo A-mbdulo de 1a forma A?X, con X en
ModA, es proyectivo: en efecto, el funtor nomn(ngx.—) b
HomA(X.HouA(A,—J) = HomA(X,-) es exacto. (Hemos usado la ad-
juncién entre Hom y ®, para una prueba puede verse la p. 225
de [ A-F]).

En particular, para X = M, tenemos que A:M es un A-mé
dulo proyectivo, pero como C no tiene ciclos dirigidos sabe-
mos por (c) y (d) de 2.E que A?M % radA, de donde radA es
proyectivo.

Si P; = Ar; es un proyectivo inescindible, radp, =
rad(Ati) = (radA)ti es proyectivo pvor ser sumando directo de

radA, de donde A es hereditaria. /

§6.2 ALGEBRAS COCIENTES DE HEREDITARIAS

Veremos ahora que si se omite la condicién "R = 0" pa
ra las dlgebras hereditarias, se obtiene una familia impor-
tante de dlgebras: las flgebras cocientes de hereditarias

(ver [Hr], |J-ND).

Definici6n: A es cociente de hereditaria si existe una k-31-
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gebra I' de dimensifn finita y hereditaria y un morfismo supra

yectivo ¢: I' —> A de k-filgebras tal que Ker¢ € rad?r.

Observaciones: En la situacibn de la definicifn anterior, se

tiene lo siguiente:

(1). La condici6n Ker¢ C rad?r equivale a pedir que
¢ 'rad*A = rad?r, 6 a pedir que ¢ induzca un isomorfismo de
k-dlgebras ¢: I/rad’r — A/rad?A (ver 1.C).

(2) Como A es bdsica e indescomponible, por ser
Ker¢ € rad?r, r también es bisica e indescomponible. (ver

6.A).

Proposicién: A es4 cociente de hereditaria 84 y a6fo 84 C no

tiene ciclos dindgidos.

Demostracifén: Si C no tiene ciclos dirigidos, kC es heredita-

ria por la proposicibén anterior, y si ¢: kC —* A = kC/R es la
proyeccibn natural, Kerp = R C F? por ser R admisible y

F?* = rad®kC por 2.2.4, de modo que A es cociente de heredita-
ria.

Supongamos ahora que A es cociente de hereditaria. En
tonces existe un morfismo sobre ¢: ' —* A de k-flgebras con T
hereditaria y Ker¢ C rad?r.

Por la observacibén (2), pnodemos considerar al carca)
de I', C.. Por la proposicifn anterior obtendremos entonces
que C, no tiene ciclos dirigidos.

Sabemos que C = C, (3.1.3), pero C, = C, por 3.F, de

donde C no tiene ciclos dirigidos. /



- 88 <

gebra I' de dimensi6n finita y hereditaria y un morfismo supra

yectivo ¢: I' —> A de k-filgebras tal que Ker¢ C rad?T.

Observaciones: En la situacibn de la definicifn anterior, se

tiene lo siguiente:

(1). La condicibn Ker¢ C rad?r equivale a pedir que
¢ 'rad*A = rad’r, 6 a pedir que ¢ induzca un isomorfismo de
k-dlgebras §: I/rad?’r —= A/rad?A (ver 1.C).

(2) Como A es bdsica e indescomponible, por ser
Ker¢ € rad?r, I también es bisica e indescomponible. (ver

6.A).

Proposicién: A e4 cociente de hereditania s& y 8680 84 C no

tiene ciclos dindgidos.

Demostracidén: Si C no tiene ciclos dirigidos, kC es heredita-

ria por la proposicibén anterior, y si ¢: kC —* A = kC/R es la
proyeccibn natural, Ker$ = R C F? por ser R admisible y
F* = rad?kC por 2.2.4, de modo que A es cociente de heredita-
ria.

Supongamos ahora que A es cociente de hereditaria. En
tonces existe un morfismo sobre ¢: ' —* A de k-dlgebras con T
hereditaria y Ker¢ C rad?r.

Por la observacibén (2), pnodemos considerar al carcaj)

de I', C.. Por la proposicién anterior obtendremos entonces

T
que C, no tiene ciclos dirigidos.
Sabemos que C = C, (3.1.3), pero C, = C, por 3.F, de

donde C no tiene ciclos dirigidos. /
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§6.3 ALGEBRAS SERTALES IZQUIERDAS

Definici6n: A es serial izquierda si todo proyectivo inescin-

dible en modA tiene una Gnica serie de composicibn.

Recordemos que una serie de composicifén para un A-mb-
dulo M es una cadena de submbdulos M = My 2 My O ... 2M = 0
con ia propiedad de que M;/M;, , es simple para i = 0,1,.,2-1.
Como A es un anillo artiniazno, todo A-mbdulo izquierdo finita
mente generado tiene alguna serie de composicifn, lo que se
exige es que los proyectivos inescindibles la tengan finica

(o sea, que los proyectivos inescindibles sean uniseriales).

Observemos que un A-m6dulo M tiene una Gnica serie de
composicién si y s6lo si M O radM 2 rad?M D ... D2 0 es una se

rie de compesicién,

6.3.1 Lema: Supongamos que radP/rad?P es simple o cero para
cada A-mbdulo proyeciivo inescindible P. Entonces A e3 senxial
(zquienda.

Demostracidén: Sea P un proyectivo inescindible en modA. Por

hip6tesis sabemos que radP/rad?P es simple o cero. Suponiendo
que radP/rad*P es simple, probaremos que rad?P/rad?P es tam-
biefi simple o cero.

Sea f: Q —— radP la cubierta proyectiva de radP. Co-
mo radP/rad?P es simple y Q es rambién la cubierta proyectiva
de radP/rad?®P, entonces Q es un proyectivo inescindible.

Usando 1.5.5, vemos que f puede restringirse 2a epimor
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fismos £': radQ —* rad‘P y f'': rad'Q — rad'P, de modo que
f induce un epimorfismo £: radQ/rad®*Q — rad?P/rad'P que ha

ce conmutative el siguiente diagrama:

0 — rad’Q — radQ — radQ/rad’Q — 0

ey s

0 —= rad’P — ral*p — rad?P/rad’P — 0

Pero por hipbtesis, ya que Q es proyectivo inescindi-
ble, radQ/rad®*Q es simple o cero, de modo que rad?P/rad’P es
también simple © cero.

Nuevamente, si rad*P/rad?P es simple, pcdemos emplear
la misma técnica ("Sea 7 — rad®P la cubierta proyectiva de
rad*P, etc.") para probar que rad’P/rad"P es simple o cerc y
as{ continuamos durante un anfimero finito de pasos {igual a la
longitud de P) hasta encontrar un cociente nulo.

Con esto se habri probado que P 2 radP 2 rad*P D ...

2 0 es una serie de composicién, de modo que P es uniserial.//

6.3.2 Proposicifn: A es sexdial izquiernda ¢ y 86lo 44 para ca

da vértice i de C hay a Lo mfs una {Lecha oue empieza en i.

Demostracifn: Supongamos primero que A es serial izquierds.

Sea i un vértice de C y consideremos el proyectivo P;. Como
P, es uniserial, P, 3 radP, 2 rnd’Pi D ...D 0 es serie de
composici6n, y entonces radP; /rad®P; es simple o cero. Por
5.E se tiene entonces aue jgc.l(i,j)si es simple o cero. Por
lo tanto, hay a lo miAs una flecha en C que empieza en 1.



Ahora supongamos, reciprocamente, la condicibn del
enunciado. Sea i un vértice cualquiera de C. Por hipbtesis y
5.E se tiene que radPi/rad’Pi es simple o cero. En consecuen-

cia, aplicando 6.3.1, A es serial izquierda. //

§6.4 ALGEBRAS DE NAKAYAMA

Definicién: A es serial derecha si todo A-m&dulo derecho pro-

yectivo e inescindible es uniserial.

Observemos que, como modA°? es equivalente a la cate-
gorfa de los A-mbdulos derechos, A es serial derecha si y s6-
lo si A°? es serial izquierda. Como el carcaj de A°P es CA‘,
el opuesto al de A (ver 3.G), se obtiene la siguiente versidn

de 6.3.2:

6.4.1 Proposici6n: A es serdial derecha 84 y a6lo 84 para cada

vértice i de C hay a Lo m&s una §lecha de C que teamina en i./

Definici6én: A es un dlgebra de Nakayama si es serial izquier-

da y serial derecha.

De la definicién y nuestras dos Gltimas proposiciones

obtenemos:

u.4.2 Proposici6n: A es de Nakayama 84 y s6Lo 84 en cada vér-

tice de C empieza a fo m&s una flecha y teamina a Lo mds una
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§lecha. En concecuencia A es de Nakayama &4 y s6Lo 84 C es

uno de fos siguientes carcajes:

P2 = ca—*n; (m >1)

0—>1
7z \
n-1 2
? l (n > 1).
< ’

N6tese que cuande n=1, el primer carcaj es solo un punto

(A = k) y el segundo es un véxtice con un Lazo. /

Definicién: A es autoinyectiva si considerada como A-médulo

izquierdo es inyectiva. (Equivalentemente, si cada proyectivo

inescindible es inyectivo).

No conocemos una condicifén para (C,R) que sea equiva-
lente a la autoinyectividad de A, pero para dlgebras de Naka-
yama autoinyectivas esta descripcifn es fdcil. Vimos ya que
pedir que A sea de Nakayama restringe fuertemente la forma de
C, aunque no impone condiciones al ideal admisible R. Veremos
ahora que pedir que A sea Nakayama-autoinyectivs resringe afin

mis la forma de C e impone una fuerte condicién a R.

6.4.3 Proposicidn: S{ A # k (€ste es el caso en que C es s6Lo

un punto y, forzosamente, R = 0), entonces A es Nakayama-aute

inyectiva 84 y s6Lo 44 C es de La forma
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00—
n-lf \2
T ; m>1)

-
-—'

y R = F* con atguna h > 2.

Demostracibén: Supongamos que A es Nakayama-autoinyectiva. C

no puede ser de la forma 1 —* 2 —= ... —* nconn > 1,
pues AT, serfa un proyectivo simple no inyectivo (ver 5.C), y
por lo tanto C es l1a forma requerida por 6.4.2. Veremos ahora
que R = gl para alguna h > 2. Recordemos que, para n = 1, ya
vimos esto en 2.D; en lo que sigue, usaremos la notacifn de
2.D.

Sea h := max{®(i) / i =0,1,...,n-1}. Ciertamente,
h > 2 (R es admisible) y, como {yif(i) /i=20,...,n-1} es un
sistema de generadores para R, nos bastard con probar que
£(0) = 2(1) = .. =2(n-1) = h para tener que R = B

Razonaremos por contradiccién, suponiendo que hay un
vértice i de C tal que (i) < h. Sea i' € Cp tal que i'+1=1
mod n (o sea que i' es donde empieza la @inica flecha que lle
ga a i). Es fdcil convencerse de que podemos suponer que
R(i') = h, y de aqui obtendremos nuestra contradiccidén.

Sea j € Cp tal que j+1 = i+ 2(i) mod n. Como P; es

21)-2 o5 o1 més largo cami-

iny2ctivo, sabemos por 5.F que Y
no que llega a j ¥y no estd en R. Entonces yi!(i) € R, pues
también llega a j y es mis largo que yiz(i)". Por la defini-
ci6n de €(i'), concluimos que h = R(i') < ¢(i) < h.

Reciprocamente, supongamos que (C,R) es como en el
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enunciado. Por 6.4.2, A es de Nakayama. Por 5.F, P; es in-
yectivo para todo vértice i de C, de modo que A es autoinyec-

tiva. /I
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EJERCICIOS DEL CAPITULO 6

6.A Pruebe 1a observacién (2) de 6.2. Sugerencia:
Use 1.C para t = 1, Para la primera parte, pruebe el

converso del lema 1 de 3.2.2, y para la segunda use 1.3.3.

6.B Algebras locales. A es local si tiene un inico ideal iz

quierdo maximal. Pruebe que A es local si y s6lo si C tiene

un solo vértice (cualquier ndmero de lazos, R arbitrario).

6.C Algebras conmutativas. Pruebe que A es conmutativa si y

sb6lo si C tiene un sélo vértice Y, si ay,az,...,a, son las
flechas de C, age; - azay € R para todo par de indices

.3 € 01,005n)

6.D Algebras R -hereditarias.

(1) Pruebe que si A es hereditaria, todo morfismo no
nulo entre proyectivos inescindibles es monomorfismo. Esto se
usé en la prueba de la proposicibn de 6.1.

(2) A es £-hereditaria (localmente hereditaria) si

cumple la condicién del inciso anterior. Pruebe que A es R-he
reditaria si y s6lo si todo submédulo local (i.e. con un Gni-
co submfdulo miximo) de un proyectivo inescindible es proyec-
tivo.

(3) Considere la relacidn transitiva < generada por

"P; ® Pj si y s6lo si hay un morfismo no nulo de P; a Pj que
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no es isomorfismo". Pruebe que P; < Pj si y s6lo si hay un ca-
mino dirigido de j en i, no trivial. Entonces A es cociente de
hereditaria si y s6lo si < es un orden parcial. Concluya que
las dlgebras R-hereditarias son cocientes de hereditarias,

(4) Si A es R-hereditaria, R no puede contener rela-
ciones cero..

(5) Una expresién legible de x a y en C es un elemen-

to no nulo de tykCry. N6tese que el producto uv de dos expre-
siones legibles es el cero de kC si y s6lo si v termina en un
punto distinto del punto inicial de u. Pruebe que A = kC/R es
£ -hereditaria si y s6lo si:

(i) C no tiene ciclos dirigidos, y

(ii) Si u,v son expresiones legibles con

0 # uv € R, entonces u€ R 6 v € R.

6.E Pruebe que si A es serial izquierda, C tiene a lo mis un
ciclo dirigido. Describa la "forma general" de C cuando no tie

ne y cuando tiene un ciclo dirigido.

6.F Supongamos que A es Nakayama-autoinyectiva. Llamaremos Naka

yama-simétrica a A si ademis se satisface que, para cada proyecti_

vo inescindible P, P/radP es el finico submbdulo simple de P. Prue-
be que esto ocurre si y s6lo si h= 1 modn, donde hes lade 6.4.3.

6.G Pruebe que si A es autoinyectiva, cada flecha de C est4
contenida en algin ciclo dirigido de C. Muestre que el conver-

50 no es véilido.
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Si A es un anillo artiniano decimos que A es de tipo

(de representacifn) finito si sélo hay un nimero finito de

clases de isomorfia de inescindibles en modA.

El Teorema de Krull y Schmidt (1.2.1, que vale en ge-
neral para anillos artinianos) nos garantiza que si A es de
tipo finito nos bastari con conocer un nfimero finito de mbdu-
los para describir explicitamente todos los objetos de modA.
Pero afin se sabe méis: M. Auslander ha probado que &4 A es de
tipo finito, entonces todo A-médule (finitamente generado o
no) es suma dinecta de A-médulos inescindibles finitamente ge
nerados (ver [A]). Entonces, conociendo un nfimero finito de
A-m6dulos, podriamos describir todos los A-médulos.

Uno de los problemas centrales de la Teoria de Repre-
sentaciones es determinar cufiles son los anillos artinianos
de tipo finito. Este problema no ha sido aln resuelto, pero
si se han resuelto casos particulares importantes: para cier-
tas familias F de anillos artinianos, se han podido clasifi-
car los anillos de tipo finito de F. Algunos de estos resulta
dos se consideran ya como teoremas clisicos del Algebra y
otros, mis recientes, s6lo se encuentran en artficulos de in-
vestigacifn destinados al especialista. En este apéndice tra-"

taremos de enunciar algunos de estos resultados.
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A.1 LOS PRIMEROS EJEMPLOS

El resultado més elemental que afirma que algin ani-
l1lo es de tipo finito es el conocido teorema: 44 k e4 un cam-
po, todo k-espacio vectorial tiene una base, debido esencial-
mente a G, Hamel (1905).

Ciertamente, Hamel no trataba de atacar la clasifica-
cién de los anillos de tipo finito en [Hm]: su interés era
clasificar las soluciones de la ecuacién funcional f(x+y) =
= f(x) + f(y) sobre los nimeros reales, y 1o que probd es que
R tiene una Q-base. Algo anfilogo sucede con los resultados
que mencionaremos en esta seccifn y con varios de los que des
pués enunciaremos: no deben verse como intentos de solucidn
parcial al problema que nos ocupa sino como resultados, origi
nalmente inconexos, que posteriormente dieron origen a que se
planteara el problema y que han aportado motivacib6n y técnicas

para intentar resolverlo.

Los primeros ejemplos relevantes para nosotros son an
teriores al trabajo de Hamel, y fueron obtenidos durante la
bisqueda de formas canfnicas para las matrices. Mencionaremos

aqui los dos més sencillos.

Consideremos primero el anillo A = k[x], donde k es
un campo algebraicamente cerrado. A no es artiniano, pero sa-

bemos que A » kC, donde C es el carcaj

CO
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Sabemos también que ModA X ModkC X ModC (ver 4.D), de modo que
podemos "ver" los A-m6dulos como parejas (V,f) formadas por un
espacio vectorial V y una aplicacién lineal f: V— V. Si V es
de dimensifén finita, claramente (V,f) "es" un A-m6dulo finita-
mente generado; consideremos ahora la subcategoria plena C de
Mod(C) definida por todos los (V,f) con V de dimensién finita: C es
equivalente a una subcategoria plena de modA que es cerrada ba
jo la obtencién, en modA, de sumas finitas y sumandos directos.

A su vez, C es equivalente a la categoria C' que a
continuacién se define: los objetos de C' son todas las matri-
ces cuadradas M (de cualquier orden) con entradas en k, y los
morfismos de M a M' en C' son todas las matrices A (de nxm si
M es de mxm y N es de nxn) tales que AM = M'A,

Es fdcil convencerse de que sucede lo siguiente: Una
representacién (V,f) € C es escindible si y s6lo si la corres
pondiente matriz en C' es conjugada de alguna matriz M con des

composicifn diagonal (no trivial) en bloques:

My O
M = -
0 M;
Se sabe (Jordan, 1870) que toda matxriz cuadrada M es

confugada de una matriz M' que tienme descomposddicibn diagonal

en bloques

M' = 25 5

donde Los bfoques M; son céfulas de Joadan, L.e. mataices cua-



i =

dradas de La foama

(=
Q> -
e
-

M= e |
0 A
con X € k. M&s adn: lfa matrez M' es fndica salvo por Ia cofoca-
cisn de Los blogues M; a Lo large de la diagenal. Ademfs, foda
célula de Jordan es inescindibie: no es conjungada de ninguna
matriz que tenga descomposicién diagonal en bloques. (Véase
M1},
De lo anterior concluimos que, para nuestra A:
(1) A es de tipo de representacidn infinito
(2) Hay una infinidad de nfimercs naturales n tales
que A tiene representaciones inescindibles de longitud n
(3) Hay una infinidad de nGmeros naturales n tales

que A tiene una infinidad de clases de isomorfia de represents

ciones inescindibles de dimensién n sobre k.

N6tese que cada una de estas condiciones implica la
anterior. Diremos que un anillo artinianc que satisface (2) es

de tipo (de representacién) no acotado, y diremos que una k-41

gebra que satisface (3) es de tipo fuertemente no acotado.

Consideremos ahora al carcaj
c = .ﬂ, - '
y sea A = KC. Entonces modA X modkC y los A-médulos finitamen-
te generados "son" pares de matrices (M,N) de las mismas dimen

siones. Tendremos que (M,N) ~ (M',N') si y s6lo si existen ma-
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trices no singulares P y Q tales que PM = M'Q y PN = N'Q. Se
plantearia entonces el problema de encontrar una forma canénica
para parejas de matrices (M,N) bajo esta relacifn de equivalen
cia: una forma tal que todo par (M,N) fuera equivalente a uno
(M',N') de 1a forma mencionada (Gnico). También pedirfamos a
esta forma canbnica que se puediese "ver" ficilmente si (M',N')
es inescindible o no (como en nuestro ejemplo anterior, en el
que basta ver si hay o no una finica célula de Jordan).

Este problema fue resuelto en 1896 por Kronecker (ver
[Gn)]) y la forma canbnica por €1 descubierta nos permite ver

que, para nuedtra A, A es de tipo fuertemente no acotado.

También a fines del siglo pasado fué demostrado el
teorema de Wedderburn para anillos artinianos (ver [A-F]). Con
la ayuda de trabajos posteriores (Artin, Hopkiﬁf. Krull, etc.),
el teorema mencionado puede interpretarse. desde el punto de
vista que nos ocupa, como sigue: &{ el radical del anilloe arti
niano A es cero |6 sea, 84 A es semisimple), todo A-mbdulo es
suma directa de A-mbdulos simples; en pariicular A es de fipo
finito. Como para anillos artinianos la semisimplicidad equiva
le a que la dimensidn homolégica sea cero, tenemos otra inter-
pretacién del mismo teorema: &4 fa dimendibn homollgica del

anillo artindiano A es cero, entonces A e¢s de tipe finito.

A.2 LA TEORIA DE GRUPOS

En 1898, H. Maschke publicé el primer resultado sobre
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dlgebras de grupo de tipo finito: &4 k es un campo y &a caracte
rfistica de k no divide al oaden del grupo finito G, entonces kG
es semisimple (y, por tanto, de tipo finito). En realidad, esta
es una versi6n posterior del Teorema de Maschke, pues €1 no uti
lizaba el 4dlgebra de grupo ni vefa a las k-representaciones de

G como mb6dulos sobre kG.

Quedaba entonces el problema de clasificar los gru-
pos finitos G tales que kG es de tipo finito con k un campo de

caracteristica p tal que plo(G).

En 1939, H. Brummund prob6 que 44 G es un p-gaupo f4-
nito y car(k) = p, entonces kG es de £ipo ginito &4 y 46Lo 84 G
¢4 ciclico. Observé también que &4 kG es de fipo infinito (G un
p-grupo), entonces kG es de £ipo fuertemente no acotade siempre
que k sea infindito.

En 1954, D.G. Higman resolvié el caso general: s la
carcatenf{stica de k es un divisor p def orden de G, entonces kG
es de tipo finito 84 y s6Lo s Los p-subgrupos de Sylow de G
son cfclicos. Ademds, 84 k es infinito y kG es de tipo infinito,

kG seard de hecho de tipoe fuentemente no acotade (véase [C-R]).

Ha de observarse que para la demostracibén de los re-
sultados aqui mencionados los métodos diagramdticos no jugaron
ning(in papel. Es solo muy recientemente que (aunados a otros mé
todos que aquf no hemos mencionado) los métodos diagramiticos

han resultado Gtiles para la comprensién de la estructura de
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las categorfas de m6dulos sobre bloques de Algebras de grupo;

sin embargo, no entraremos .aqui en detalles sobre esto.

A.3 LAS CONJETURAS DE BRAUER Y THRALL

Como ya dijimos, el caso semisimple fué estudiado a
fines del siglo pasado y a principios de este con bastante de
tenimiento y éxito. A mediados de la década de los 30's, y
principalmente gracias a la influencia de los trabajos de R.
Brauer sobre representaciones modulares de grupos, se empezd
a estudiar a fondo el caso no semisimpnle. En aquella época ya
se estudiaban los anillos y las k-filgebras y se empezaba a ha

cer énfasis (E. Noether) en el estudio de los m&dulos.

En 1934, G. KUthe publicé su trabajo [K], que fué de
gran influencia en el desarrollo posterior de la Teoria de Re
presentaciones. Se sabe que los anillos artinianos semisim-
ples coinciden con aquéllos sobre los cuales todo mb6dulo es
suma de simples; también era ya conocido el Teorema Fundamen-
tal de los Grupos Abelianos Finitamente Cenerados: si G es un
grupo abeliano finitamente generado, entonces G es suma di-
recta de grupos ciclicos; incluso ya H. Ulm habia estudiado
las descomposiciones de grupos abelianos numerablemente gene-
rados y de torsi6n. Kthe se planted el siguiente problema:
icufiles son los anillos artinianos sobre los cuales todo médu
lo es suma de ciclicos? Al tratar de resolverlo, definié los

anillos uniseriales, y prob6 que &4 A es undseadcal, enfonces
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todo A-médulo es suma directa de cfelicos, y Los celclicos
inescindibles son cocientes de proyectivos inescindibles poxr
potencias de su radical. En particulan, Lo andillos unisenia~
fes son de tipo finito. También logr6é demostrar que, para ani
l1los conmutativos, los anillos uniseriales son los finicos con

esta propiedad; el problema general quedd abierto.

En 1939, T. Nakayama [N] se planted y resolvi6 una
versi6n més restringida del problema de Kithe: icufiles son
los anillos artinianos sobre los cuales todo médulo es suma
directa de ciclicos que sean, a sSu Vez, cocientes de proyecti
vos inescindibles por potencias de su radical? La solucifn da
da por Nakayama (primero para k-d1gebras, después para ani-
llos artinianos) es: tales anillos son precisamente los ani-

llos uniseriales generalizados (ahora llamados anillos de Na-

kayama, Ver 6.4). En particular, se tiene: todo anillo de Na-
kayama es de ipo finito. En la misma serie de trabajos, Naka
yama observS que los argumentos de Brummund (ver A.2) valfan

en un contexto mis general ¥ planteé explicitamente el proble

ma de encontrar los anillos artiniancs de tipo no acotado.

Después de estos trabajos =s que R. Brauer Yy R.M.

Thrall conjeturaron los siguientes resultados:

BT I: Todo anillo artiniano de tipo acotado es de 1i-
po finito.

BT 11: S& k es un campo infinito y A es una k-dZgebra
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de dimensifn finita y de tipo no acotado, entfonces A es de ii

po fuentemente no acotado.

Estas conjeturas no fueron enunciadas explicitamente
sino hasta 1957 (ver [J2]) y, aunque Brauer y Thrall trabaja-
ron sobre ellas mucho tiempo, no lograron demostrarlas. Mucho
de lo que se ha hecho después (resultados, técnicas) en Teo-
ria de Representaciones se ha hecho al intentar resolver es-
tas conjeturas (ver [Rn]), y la segunda de ellas es hasta el
momento uno de los principales problemas que ocupan a los es-
pecialistas.

Los métodos diagramfticos, aunque no como los hemos
presentado en esta monograffa, hicieron su aparicién en los
primeros intentos que hubo de resolver las conjeturas (el uso
que se hacia de ellos era mis bien implicito).

Parece ser que R.M. Thrall ya asociaba cierta grifica
a algunos tipos particulares de &lgebras (sin publicarse, pe-
o ver [J2]) y, en 1956, T. YoshH hacfa ya uso (mfs o menos
implicito) del carcaj C, para una k-dlgebra A de dimensién fi
nita con k algebraicamente cerrado. Yoshll ?retendin haber pro
bado BT I para el caso en aue el radical cuadrado de A fuese
cero, y haber dado la lista de las k-flgebras con radical cua
drado cero y de tipo finito. Por desgracia, habia errores en

su trabajo y sus resultados no son concluyentes.
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A.4 DESARROLLOS RECIENTES

En 1968, A.V. Roiter [Rt] probS BT I para dlgebras so
bre un campo perfecto (en 1974, M. Auslander la probarfa para
anillos artinianos en [A]). Este resultado, sorprendente por
la sencillez de los argumentos, hizo que renaciera el interés
por las conjeturas y la clasificacién de las flgebras de tipo
finito. Varios de los trabajos hechos anteriormente se vefan
como consecuencias de la validez de BT I; otra consecuencia
¢s que, cualesquiera que sean las filgebras que resuelven el
problema de K8the, son todas de tipo finito (si los inescindi
bles son todos ciclicos, ciertamente el #lgebra es de tipo

acotado).

Revisando ¢l trabajo de Yoshtl, que habfa sido citado
por Roiter, S.A. Kruglyak y P. Gabriel (trabajando indepen-
dientemente) descubrieron los errores que antes mencionamos y
se replantearon (puesto que BT I estaba ya probada) el proble
ma de clasificar las Slgebras de radical cuadrado cero que

fueran de tipo finito.

En 1972 S.A. Kruglyak resolvié este problema con téc
nicas de representaciones de conjuntos parcialmente ordenados,
que habfan venido siendo estudiadas por Roiter, Nazarova y

Kleiner, de la escuela de Kiev.

También en 1972 publicé P. Gabriel su solucién al pro
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blema [Gb). Es en este trabajo donde se encuentran explici-
tas por primera vez las "ideas diagramiticas" que han sido ob
jeto de esta monografia, tal y como hoy se conocen. Al reha-
cer el trabajo de Yoshll en términos diagramfticos, P. Gabriel
observé que no sdlo se obtenfa la lista de las k-dlgebras con
radical cuadrado cero de tipo finito, sino también la de las
k-dlgebras hereditarias de tipo finito. Enunciaremos primero

este filtimo resultado:

Teorema: Sea k un campo algebraicamente cerrado y sea A una
k-dlgebra [indescomponible y bdasica) de dimensddn findita. Sea
C=C, el caxcaj oadinario de A y supongamos que A e& heredi
taria (i.e., A X kC). Entonces A es de tipo finito &4 y s6Lo
8 La grdfica subyacente a C (obtenida "olvdidande" La orienta
cibn de Las fLechas) es uno de Los siquientes diagramas:
Ap: j [ = R —=0 ] (n > 1)
Sl v
Dp: e e = n>4
n \n -4
6
|
Eg: o L SV S
7
I
Ey: (= L = =
8

!
Ea: === 3= se—=0=— /

Para enunciar el otro resultado de Gabriel necesita-

mos una construccién que se aplica a flgebras de radical cua-
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‘drado cero. Si A es una k-dlgebra de dimensi8n finita (bfsi-

ca, indescomponible, k algebraicamente cerrado) con radical

cuadrado cero, el carcaj separado de A, denotado por C'A, se
define como sigue:

Si C, es el carcaj ordinario de A y {1,..,n) son sus
vértices, los vértices de C'y son (C'A). it foyr o Y WS
«syn') ¥y, por cada flecha q: i — j en CA' se pone una flecha

als I'—>3J% en C'A. (Este carcaj C'y no es, en general, conexo).

Teorema: Sea k un campo algebraicamente cearado y sea A una
k-dfgebra (indescomponible y bdsica) de dimensibn finita. Su-
pongamos que rad?*pA = 0 (i.e. R = F2). Entonces A es de tipo
finito &4 y s6Lo si La grdfica subyacente al carcaj separado
C'y de A es unibn ajena de grdficas como en el teorema prece-

dente. //

El problema general, para k-flgebras de dimensién fi-
nita con k algebraicamente cerrado se reduce, como vimos, a
encontrar la lista de los carcajes con relaciones (C,R) tales
que hay sdlo un nfimero finito de clases de isomorfia de repre
sentaciones inescindibles en mod(C,R). Este problema sigue
abierto hasta la fecha; para terminar nuestro apéndice, men-
cionaremos algunos de los avances que se han logrado en esta

direccién.

Recientemente, Ch. Riedtmann anuncié que ha obtenido

ya la lista de todos los (C,R) autoinyectivos de tipo finito.
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También J. Waschbllsch, con técnicas diferentes, ha obtenido
resultados similares. Ambos trabajos permanecen afin sin publi

carse.

Teniendo en cuenta nuestro ejercicio 6.G, el '"caso
opuesto" al autoinyectivo es aquel en que A = kC/R es cocien-
te de hereditaria (i.e. cuando CA no tiene ciclos dirigidos);
también es el 'taso opuesto" desde el punto de vista de la di-
mensi6n homol6gica: las dlgebras autoinyectivas tienen dimen-
si6én homolbgica infinita (a menos que sean semisimples) y las
cocientes de hereditarias tienen siempre dimensién homoldgica
finita (ver el ejercicio 5.H.2). Este caso incluye al heredi-
tario que resolvid P. Gabriel, pero no ha sido resuelto mas

que en algunos otros casos particulares.

K. Bongartz ha probado recientemente que si (C,R) es
de tipo finito y C no tiene ciclos dirigidos entonces, si R no
contiene relaciones cero, R debe contener todas las posibles
relaciones de conmutatividad. La lista de todos los (C,R) de
tipo finito sin ciclos dirigidos y "completamente conmutati-
vos" habia sido ya encontrada por M. Loupias en [L]. Esta lis
ta coincide (sobre campos algebraicamente cerrados) con la d2
las fdlgebras R -hereditarias de tipo finito que fueron clasifi
cadas, en el contexto mis general de las dlgebras de Artin,
por R. Bautista en 1978.

Si, por el contrario, R tiene un sistema generador de

relaciones cero (aunque C tenga ciclos dirigidos), el proble-
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ma ha sido resuelto aunque de manera menos concluyente: Si C
es un drbol, K. Bongartz y C.M. Ringel han encontrado condi-
ciones necesarias y suficientes para que (C,R) sea de tipo fi
nito y, en el caso general (C arbitrario, R generado por rela
ciones cero) E. Green y P. Gabriel, trabajando independiente-
mente, han reducido el problema (mediente técnicas topolfgi-
cas) al caso en que C es un drbol. Si hemos dicho "de manera
menos concluyente'" es porque las condiciones de Bongartz y
Ringel (en términos de conjuntos parcialmente ordenados) son,
en general, diffciles de verificar y la lista de los frboles
de tipo finito, desconocida afin, es mucho muy grande. Esto es,
en parte, la razén de que actualmente no se busca ya tanto ob
tener listas de &lgebras de tipo finito, sino obtener algo-
ritmos que decidan, en los casos concretos, si un flgebra es

de tipo finito o no.
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