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Problema 1:

Veamos primero que:

Anndr = {(.y) eR’[y=1}y
As1 NAy = {(LII, y) ERQ | xr = 1}

Entonces como B = (A1 N Aj2) U (A1 N Ass) tenemos que:

B = {(z,y)eR?|y=1lox=1}
Ahora veamos que
AnUAy = {(z,9)eR*|ze0, 1] oye[0,1]} vy
ApUAyp = {(z,y)eR*|ze[l,2] oyell, 2]}

Entonces como C' = (A17 U Ag1) N (A2 U Agg) tenemos que:
C = {(z,y)eR?|z=10y=10(z€0,l]yye[l,2) o (ye[0,1]yzell,2])}
Luego podemos ver que cualquier elemento (xq, yo) € B debe de tener 29 = 1 0 yo = 1, por lo que (xg, yo) € C.
Por lo tanto B C C.
Sin embargo, C' ¢ B pues (0,2) € C pero (0,2) ¢ B.
Problema 2:

Claramente f (x) no es suprayectiva en R como codominio, para todo intervalo pues la funcion sinz solo toma

valores en el intervalo [—1, 1]. Entonces en los siguientes ejercicios se tomara como dominio el intervalo [—1, 1]



(a) En el intervalo [—2, 2] f no es inyectiva pues por definiciéon de la funcién sin x podemos probar que sinz es
inyectiva en el intervalo (—7, w) y como [—2, 2] C (—m, 7), entonces f es inyectiva. Vemos que [—g, g] C
[-2,2]y f (—g) =-1lyf (g) =1y como f es continua en el intervalo [—g, g} , por el teorema del valor

intermedio f toma todos los valores en el intervalo [—1, 1]. Por lo tanto f es suprayectiva en [—2, 2] .

(b) En el intervalo [0, 1] f es inyectiva siguiendo el mismo razonamiento que en (a). Pero no es suprayectiva porque

no existe = € [0, 1] tal que f (x) = —1 pues f (x) = —1 si y solo si x = 2n7 — F, con n € Z.

(c) En el intervalo [—1, 1] f es inyectiva siguiendo el mismo razonamiento que en (a). Pero no es suprayectiva

porque no existe = € [—1, 1] tal que f (z) = —1 pues f (z) = —1siy solo si z = 2n7m — 7, con n € Z.

(d) En el intervalo [—m, 7] f no es inyectiva pues f (—m) = f (7) = f (0) = 0, pero es suprayectiva pues [—g, g] C
[-m, 7]y f(=%3) =1y f(3) =1y como f es continua en el intervalo [, 7] , por el teorema del valor

intermedio f toma todos los valores en el intervalo [—1, 1]. Por lo tanto f es suprayectiva en [—m, 7] .

Problema 3:

Recordemos que para todo polinomio a,x", el lim,_,4., a,z™ tiende a +00 0 —o0.
)

Probemos entonces que para todo polinomio a,x™ + --- + a1 + ag, si

lim a,z2" — =+
xTr—r 00

= lim a2 +---+a1x+ag — +oo
T—r00

lim apz” — Zoo
r—r—00

= lim au2"+---+a1x+ag — Foo
Tr—r— 00

Aplicando la regla de L’Hopital n veces tenemos que:

, apx" i nla,
lim = lim
z—too apx™ + -+ + a1x + ag z—+oo nla,

=1 (1)

Por lo que ambos casos deben cumplirse para que se cumpla (1).

Ahora tomemos un polinomio f (z) = a,z™ + -+ + a1z + ag, con n impar y a,, # 0.

Si a, < 0 entonces

lim a,z" — -0y

Tr—r0o0
lim a,z" — oo
Tr— — 00
por lo que
lim ap2” +---+ax+ag — —00 (2)
T—r0o0
lim apz™+---+ax+ay — o0 (3)

r——00



Sea y € R, entonces por (2) existe z7 tal que y < x7 tal que y > f(z1) y por (2) existe zo tal que y > x5 tal
que y < f (z2). Luego como f (x) es continua en R por el teorema del valor intermedio existe zg € [z2, x1] tal que

f (zo) = y. Por lo tanto, la imagen de f (x) es todo R.

Analogamente, Si a,, > 0 entonces

lim a,z" — ooy

T—00
lim a,z" — —o0
r—r—00
por lo que
mlingoanx"+~~+a1x+ao — 00 (4)
wgrzlooanx”+-~'+a1m+ao - —00 (5)

Sea y € R, entonces por (4) existe 21 tal que y < x; tal que y < f (z1) y por (5) existe x5 tal que y > x5 tal que
y > f(z2). Luego como f (x) es continua en R por el teorema del valor intermedio existe z¢ € (x1, z2) tal que

[ (x0) =y

Por lo tanto, la imagen de f (z) es todo R si n es impar.

Ahora si n es par y a, # 0, tenemos dos casos nuevamente.

Si a, < 0 entonces

lim apz” — —o0
r—+oo

Por lo que

lim apz™ +---+ax+ag — —00 (6)
r—Foo

Como f (x) es continua, entonces por (6) existe z1 tal que f(x1) > f (z) para toda z € R, entonces el rango de f

es subconjunto de (—oo, f (21)]. Sea y € (—oo, f(x1)], si y < f (x1) tenemos 3 casos:

= Siy < x1, entonces existe x5 < y tal que f (x2) < y por (6), luego por el teorema del valor intermedio existe

xo € (x2, z1) tal que f(xg) = y.

= Siy > x1, entonces existe x5 > y tal que f (x2) < y por (6), luego por el teorema del valor intermedio existe

ro € (1, x2) tal que f(x9) = y.

= Si y = x1, entonces para x2 < y y x3 > ¥y, f(x1) es minimo absoluto en el intervalo [z3, z3] ¥y como f es

continua, entonces por uno de los tres teorema fuertes existe xy € [xg, J:g] tal que f (J:O) =y.

Por lo tanto, (—oo, f (x1)] es subconjunto del rango de f.



Analogamente Si a,, > 0 entonces

n

lim a,z2" — o
r—Fo0
Por lo que
lim apz™ +---+ax+ay — o0 (7)

rz—+o0

Como f (x) es continua, entonces por (7) existe x; tal que f (z1) < f (x) para toda x € R, entonces el rango de f

es subconjunto de [f (z1), 00). Sea y € [f (x1), 00), si y > f(x1) tenemos 3 casos:

= Siy < 1, entonces existe xo < y tal que f (x2) > y por (7), luego por el teorema del valor intermedio existe
Zo € (w2, 21) tal que [ (xg) = y.

= Siy > x1, entonces existe x5 > y tal que f (x2) > y por (7), luego por el teorema del valor intermedio existe
xo € (x1, z2) tal que f(xg) = v.

= Si y = x1, entonces para x2 < y y o3 > ¥y, f(x1) es minimo absoluto en el intervalo [z3, z3] ¥y como f es

continua, entonces por uno de los tres teorema fuertes existe xy € [acg, J:g] tal que f (J:O) =y.

Por lo tanto, [f (x1), 0o) es subconjunto del rango de f, concluyendo que todo polinomio de grado par tiene una

linea, media cerrada como rango.

Problema 4:

Probemos primero que si A y B tienen un orden lineal, A x B tiene un orden lineal.

Sean (a, b), (¢, d) € A x B. Supongamos que (a, b) # (¢, d). Si (a, b) £ (¢, d), entonces como A y B tienen ordenes
lineales, ¢ < ay (a# cod<b). Si a# centonces ¢ < a, pues A tiene orden lineal, por lo que (¢, d) < (a, b), si

¢ = a, entonces d < b por lo que (¢, d) < (a, b).

Ahora si (¢, d) £ (a, b), entonces como A y B tienen ordenes lineales, a < ¢y (a # co b < d). Si a # ¢ entonces

a < ¢, pues A tiene orden lineal, por lo que (a, b) < (¢, d), si ¢ = a, entonces b < d por lo que (a, b) < (¢, d).
Luego A x B tiene un orden lineal.
Probemos ahora que si A y B estan bien ordenados, entonces A x B esta bien ordenado.

Sea C C A x B, tal que C # (). Como C C A x B entonces existen subconjunto no vacios Ay C Ay By C B
tal que A; x By = C. Como A y B estan bien ordenados, entonces existen a; € Ay y by € B tal que para toda
reAyyeB,a <zyb <y.

Veamos que (aj, b1) < (z, y), para toda z € Ay y y € B;. Si a1 = x entonces (a1, b1) < {(x,y) sib; < yy

(a1, b1) = (z, y) si by = y. Por altimo si a; < z entonces (a1, b1) < (x, y). Por lo que C tiene un minimo, lo que

implica que A x B esta bien ordenado.O



Problema 5:

s (z,y) FE(u, v) si ysolosixz+y = u-+v. Esta relacion es de equivalencia pues es reflexiva, (z, y) E (z, y)
pues z + y = x + y, es simétrica, si (z, y) F (u, v) entonces z +y = u + v, asi que u+ v = x + y, por lo que
(u, vy E (x, y) y es transitiva pues si (z, y) E (u, v) y (u, v) E (w, z), entonces x +y = u+v = w + z, asi que

(x, y) E (w, z) . Y no es un orden de ningtn tipo porque no se cumple la antisimetria.

= (z, y) F {u, v) siysolosiz+y <u+wv. Esta relacion no es un orden parcial, pues no es antisimétrica ya que
(1, 2) F (6, —=3) y (6, —3) F'(1, 2), pero (1, 2) # (6, —3), por lo que no es un orden lineal. Ademas tampoco

es simétrica pues (1, 2) F (3, 3) no al revés.

w (z, y) G (u, v) siysolosi z+u < y-+v. Esta relacion no es transitiva pues (1, 1) G (1, 5) y (1, 5) G (1, —1),

pero es falso que (1, 1) G (1, —1). Por lo tanto, no es una relacién de equivalencia ni un orden parcial ni lineal.

Problema 6:
DEMOSTRACION:

Si X = ) claramente no existe f : N — X biyectiva, entonces supongamos que X # ().

Sea j € X, definimos P; := {x € X : j <z} y también definimos zp € P C X tal que zp < z para toda
zePyal € PC X tal que x < xp para toda xz € P . Notemos que como (X, <) y (X, >) estan bien ordenados,

entonces para cada P C X, xp y ¥ existen y son tnicos. Definiendo la funciéon h : N x X — X como:

xp, siy#a’

X siy=a¥

hn,y) =

por el principio de regresion existe g : N — X tal que g(n+1) =h(n, g(n)) y ¢(0) = zx.

Probemos que para toda n € N, tal que g(n) # 2%, g(n) < g(n+1) . Veamos que Py, # 0 pues al menos

zX € Py Por definicion recordemos que para toda x € Py, g(n) < x, como existe zp,.,, € Pyn), entonces
9(n) < p,,, = gn+1). (1)

Si no existe n € N tal que g(n) = ¥

, entonces el rango de g no tendria un maximo pues si suponemos que
g (m) es el maximo del rango de g y g (m) # a2, entonces por (1), g (m) < g (m + 1), contradiccion. Pero el hecho

de que el rango de g no tenga un elemento maximo es una contradiccion con que (X, >) esté bien ordenado.

Entonces debe existe n € N, tal que g (n) = x%. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar el n mas peque-
no que cumple esto.

X

Sizx =z, entonces la cardinalidad de X es 1, por lo que no existe f : N — X biyectiva.

X qan—1
, entonces podemos tomar m € {i},_,

Supongamos que zx < . Sea y € X, como g(0) = zx y g(n) = =
més grande tal que g (m) <y < g(m + 1), ya que al menos m puede ser 0 y a lo mas va a ser n — 1. Si g(m) < y,
entonces y € Py(,,) y ademas y <g(m +1) =zp, , porlo que y = zp

o = 9 (m 4+ 1). Asi g[ {i};_, es suprayec-
tiva. (2)



Luego por (1) y (2), gl {i};_, es biyectiva, lo cual implica que X tiene cardinalidad finita, por lo que no pue-
de existir f : N — X biyectiva.

Problema 7:

Para demostrar el problema 7 demostraremos dos lemas.

Lema 1: Unidn contable de conjuntos contables es contable.
DEMOSTRACION:

Primero demostremos que si tenemos un conjunto {S,} de conjuntos contables, entonces S = S,, es con-

neN neN
table. Sea f, : N — S, la funcién suprayectiva que existe gracias a que cada S,, es contable. Sea g : Nx N — §
definida como ¢ (¢, j) = f; (j). Claramente g es suprayectiva pues para x € S; existe m € N tal que f; (m) = «z,

entonces ¢ (i, m) = x.

Como ya vimos en clase, existe h : N — N x N biyectiva entonces hog : N — S es suprayectiva pues es com-

posicién de funciones suprayectivas. Luego S es contable.

Lema 2: §i X es un conjunto contable infinito, entonces X tiene la misma cardinalidad que N.

DEMOSTRACION:

Como X es contable, entonces existe f : N — X suprayectiva. Definamos para cada z € X su pre-imagen
I(z) = {neN: f(n)=2z}. Como [ es suprayectiva, I (x) # () para cada x € X, entonces por el axioma de
eex 1Nz}, si definimos f1 : J — X

como fi(n;) = x, entonces f; va a ser biyectiva ya que para cada x € X existe n, € J tal que f1 (n;) = x y si

eleccion, podemos tomar un elemento n, € I (x) para cada z € X. Sea J = J
fi(n) = f1(m), sea x = f1 (n) = f1 (m), entonces n, m € I (z) y por como se eligié J no queda mas que n = m.

Ahora bien, como J C N y N esta bien ordenado, entonces J estd bien ordenado (esto se sigue practicamente
de la definicion de bien ordenado). Sea j € J, definimos P; := {z € J: j < x}, notemos que para toda j € J,
P; # ) pues J C N es infinito. También definimos zp € P C J tal que xp < z para toda = € P.

Definiendo h : N x J — J como h(n, y) = xp,, (notemos que la funcién h esta bien definida pues para cada
y € J, P, # (), entonces como .J esta bien ordenado, existe una y solo una xp, ), por el principio de recursion, existe

g:N— Jtalqueg(n+1)=h(n,g(n)) cong(0)=u=z,.

Probemos que g es biyectiva. Basta probar que ¢g(n) < g(n+ 1) para toda n € N. Por definicién recordemos que

para toda z € Py(,), g(n) <, como zp, . € Py, entonces g(n) <zp,,, =g(n+1).

(n)

Ahora probemos que g es suprayectiva. Sea K :={x € J: z ¢ IM (g)} y supongamos que K # (.

Como J \ (P, U{zk}) C {i}ffo_l es finito, pues su cardinalidad es menor igual que la de {i}fjo_l y ademaés
como J\ (P, U{xk}) # 0 pues al menos z; € J\ (P, U{xk}), podemos tomar n € N tal que es el nimero mas
grande que cumple g (n) € J\ (Py, U{zk}) (ndtese que g(n) < xx) ya n es al menos 0 y a lo méas zx — 1. Por
() o < Tk, entonces g(n+1) < zk, por lo que g(n+1) € J\ (P, U{zK}),

contradiciendo que n era el més grande que cumplia eso. Sizp,

definicién, g (n +1) = zp,,,, si zp,
>z, como Tk € Py, entonces también deberia

cumplirse que TP, < Tk contradiccion. Como J tiene un orden lineal, entonces g (n+ 1) = Tp,,, = Tk € K,



contradiciendo la definicién de K. Por lo tanto, K = () lo que implica que g es suprayectiva.

Luego go fi : N — X es una funcién biyectiva, por lo que X tiene la misma cardinalidad que N.H

DEMOSTRACION PROBLEMA 7

Sea B C X \ 'Y un subconjunto contable infinito, entonces por el lema 2 existe una funcion f : B — N biyectiva,
ademaés por el lema 1, BUY es contable e infinito entonces también existe una funcion biyectiva g : N — BUY.

Luego go f: BUY — B es biyectiva,

Ahora definamos h: X \' Y — X como

x size(X\Y)\B

h(z) = ‘
(gof)(x) sizeB

Por lo que h es biyectiva, asi que X \ Y tiene la misma cardinalidad que X. U

Problema 8:

Sea E = {[a;, bi]},c; una cadena de X. Veamos que {a;},.; esta acotado inferiormente, de lo contrario existirian
J, t € I tal que a; > a; + 3, lo cual implica que [a;, b;] N [a;, b;] = 0, contradiciendo que E es una cadena. Analoga-
mente {b; };.; estd acotado superiormente. Luego existe un infimo a y un supremo b tal que para toda e > 0 existen

i,j€ltalqueuna; —e<ayb; >b—c.

Veamos que b; — a; < 2, de lo contrario b; ¢ [a;, b;] y a; € [a;, b;], por lo que [a;, b;] € [aj, bj] v [aj, bj] € [as, bil,

contradiciendo que E es una cadena. Luego:

b—a < —CL¢—|—bj—|—2€
< 2+42,Ve>0
<

=b—a 2

Claramente b —a > 0 si no E no serfa cadena. Por lo tanto, [a, ] € X y es una cota superior para la cadena E pues
para todoi € I, a < a; y b>b;, asi [a;, b;] C [a, b].U



