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Ejercicio 1:

Sea E = {z €[0,1]: 3n, m € N, z = 22}, demostremos que E es denso en [0,1]. Sea y € [0,1] y r > 0, demostremos que

existe x € Etalquez € (y —r, y + r). Recordemos que y se puede escribir como
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Como Y~°, % converge, entonces para r existe N, € N tal que N, 5+ <, luego como y > El 1 5
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asi que y — ZZ 12l<r,p0rloquezi:’1%€(y— r,yl C (y—r, y—l—r)yzz'lg}eE
Asi que E es denso en [0,1].

Ahora probemos que para , y € [a,b] y r € E se tiene que:

plra+(1—-r)y) < re(x)+1-r)p(y).
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Sea r = g, procedamos por induccién sobre n. Por hipétesis tenemos que para n = 1 se cumplira (1). Supongamos que

se cumple para n, demostremos que sigue siendo vélido para n + 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que > y, entonces Fwx + (1 — Qﬂn) y € [z, y] C [a, b], entonces debe cumplirse

que
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(%) ¢ (z) + (1 - ﬁ) ¥ (y)} + 1(,0 (y) . por hip. de induccién.



Por altimo sea A € [0,1] y z, y € [a, b], demostremos que

eAz+(1-=XNy) < dp@)+1-Ne(y).

Veamos que por la densidad de E en [0, 1], podemos formar la sucesion {rn eE:r,e ()\ — %, A+ %)}Zozl Entonces

por (1) tendremos que:

¥ (rnx + (1 - Tn) y) < T'n® (Z‘) + (1 - Tn) ¥ (y) ’ Vn €N
= lm o (rz+ 1 —m)y) < e (e)+ i (1-7)ey)
= ( lim Tnt + lim I-=r)y) < AXp(z)+ (1 =X e¢(y), por la continuidad de ¢
= oA+ (1=Ny) < Ap@)+1-Ne).

Ejercicio 2:

(a) Veamos que gracias a las propiedades aritméticas, para toda ¢ > 0, se tiene que t? < max {t", t°} < t" + ¢*. Luego
para toda z € X, |[f ()[I" < [[f (@)[I” + [If (2)]", asi que

/X I @7 dp < /X I @) du + /X 1 @) dy
=) < @()+e(r) <o
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Luego p € E.

(b) Sea A € (0,1), r, s € E y definamos p = Ar + (1 — \) s. Veamos que a := ; y b := 725 son un par de exponentes

conjugados porque % + % =1y ademés 1 < a, b < oo. Luego aplicando la desigualdad de Holder a g = |f |/\T y

h=|f|""*, tenemos que:
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Como log es creciente, entonces

logo(p) < log ((p ()" (2 (s)"")
= logp(Ar+(1-2)s) < log ((p(m)"/") +log (0 ()"")

= 2log (p(r) + %IOg (¢ (s)
Alog (¢ (r)) + (1 = A)log (¢ (s))

Ahora sea {p,} una sucesion en E que converge a p € E. Luego {p,} U {p} es cerrado, y como p < oo, entonces



{pn} esta acotada superiormente e inferiormente. Digamos que a = inf (p,,, p) y b = sup (px, p), y al ser {p,} U {p}

cerrado, entonces a, b € E. Siguiendo el mismo razonamiento que en el inciso a) tenemos que

FP < 1A+ 1A

Pero [ (\f|a + |f\b) dp= [ 1f1"+ [« |fI” dpu < oo, entonces |f|* + | f|” es Ly y para cada n € N, S5 LfIPmdp < oo
asi que cada |f|’" también son L1, por lo que podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada obteniendo

que:

lim ¢ (p,) = lim/lf\p”du
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Asi, ¢ es continua en E.

(d) Gracias al inciso b) sabemos que log ¢ es una funcién convexa en E. Asi que para p = Ar + (1 — \) s, tenemos que

log[lfll;, = log(p)
< Aloge(r) + (1 —X)logp(s)
= Mog lfI7 + (1 - A log| ]
S plogllfl, < Arlog|fll, + (1 - A) slog ],
Ar 1—MN)s
S logllf]l, < plogf||r+(p)10g||flls @)

(1-X\)s

Ahora veamos que % + =

= 1, entonces por (2) tenemos que:
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max {log [| fl,. , log |[f[l}

Luego como log es creciente, tenemos que || f||, < max {[[ ||, [ fll,}-

Por ultimo, si g € L" () N L® (1) entonces||g||,., |9l < oo, asi que méx {[|g||,, [|g]|,} < oo, asi que gracias al

resultado anterior tenemos que [|g||, < max {[|g[|,., [lg]l;} < oo, por lo que g € L? (). Por lo tanto

L (p) O L* (p) C© LP(p).

Ejercicio 3:

(a) Definamos p = £ > 1, entonces 9 () = z” es una funcién convexa en [0, co) gracias a que ¢ es creciente. Definamos



g=|f|" € L' (n), entonces podemos aplicar la desigualdad de Jensen a g y 1, lo que da como resultado:

w(/xgdu) < /Xwogdu
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Ejercicio 4:
Veamos que como || f,, — f]| » — 0 entonces {fn} es una sucesion de Cauchy con limite f, entonces por el teorema 3.12 del
Rudin, existe una subsucesion {f,, } de {f.} tal que {f,,} converge que f puntualmente y — c.t.p. Pero como f,, — g en

1—c.t.p, entonces f,, — gen pu—ct.p. Sea E los puntos donde f, no converge a g y F' los puntos donde f,,, no converge
a f, entonces f = g salvoen EUF, pero u(EUF) < u(E)+ p(F)=0.

Por lo tanto f =g p—c.t.p.

Ejercicio 5:

Como fg > 1 entonces /fg > 1. Ademas al ser \/f y /g funciones medibles positivas también, entonces podemos aplicar
la desigualdad de Cauchy-Schwarz en ellas. Asi que:

{/Qfdu} {/diu] > /Q\/fgdu
> dp
Q
= p@)=1
du- | gd .
= [ fdu /qu > 1
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