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Problema 1:
DEMOSTRACION:

Primero probemos que e es una métrica.

» Sean <$7 y>7 <’U,, U> 6R2 ,6((.’1), y>v <u7 U>): |{L‘—u|+|y—’U| ZOSiysolosiac:uyy:v, ya que |£L’—U|y|y—’U|
son no negativos. Luego (z, y) = (u, v) si y solo si e ({x, ¥}, (u, v)) = 0. (aqui se prueba (1) y (4) de la definicion

de métrica)
» Sean (z, y), (u, v) € R? entonces e ((z, y), (u, v)) = |z —u|l+ |y —v| = Ju—z| + |[v — y| = e (u, v), (x, y)).
= Sean (z, y), (u, v), (n, m) € R?, entonces

8(<.’L‘, y>7 <u7 U>) = \x—u|+\y—v|
= |z —ul+]y—v

[t —n+n—ul+|y—m+m—o|

IN

|z = nf+ |y —m| +|n —ul + |m — 0|

e((z, y), (n, m)) +e((n, m), (u, v))

Por lo tanto, e es una métrica.
Sea 74 la topologia metrizada por d y 7. la topologia metrizada por e, probemos que son la misma.

Sea U € 74, entonces existen bolas abiertas By ((z;, ¥i), r;) C R?, con i € I, definidas con la métrica d tal que

Uier Ba (x4, ;) = U. Veamos que:

12> (@—2)’+(y—v) = (o—al+ly—wl)’ - 2]z —zilly — il (1)

s/ri+2|z—xlly—vi| > |z — x|+ |y — yi| porque todo es positivo. (2)

Sea (o, yo) € U, entonces existe una bola By ((xi, y;) , 7:), con i € I, tal que (xo, yo) € BY ({z;, yi), 1), tomemos la bola

abierta B, ((xl, Yi), /12 + 2w — 2] [yo — yz\) con la métrica e (esta bien definida pues /72 + 2|z — z;| [y — vi| > 0 ya



que 72 > 0), entonces porque (1) implica (2), (zo, yo) € Be <<xl, yi), /17 +2]x0 — 24 [yo — yz|>, y ademés para toda

(z, y) € B, ((xl, Yi) s \/7"12 + 2|z — x| lyo — yl|>, (z, y) € Bg ({x4, yi), i), porque (2) implica (1), luego

B, <<l”n Yi) s \/7"12 + 2]z — 4 [yo — y1> C  Ba((xi, yi), i),V (xo, ¥o) € Ba (x4, vi) , 1)

- U el yiezlo—alln-ul) = Balw), )

(%0, Yo)EBa({xi, yi), m3)

U = U B () ot 2l - ol - u)
el
(x0,y0)€Bg({xs, v5), i)

Como U es unién de bolas abiertas con la métrica e, entonces U € 7. . Por lo tanto 74 C 7,

Ahora tomemos V' € 74, entonces existen bolas abiertas B ((z;, v;), r;) C R?, con i € I, definidas con la métrica e tal

que J;c; Be (24, ;) = V. Veamos que:

12> (o -zl +ly—wl)? = (@—2)"+@—v) +2)z— 2y - vil (3)

/2 =2z —z|ly — vl > \/(I*%’)QJF(Z/*?/Z')Q )

En (2) todos los ntimeros reales porque 12 — 2 |z — x;| |y — yi| > (z — )2+ (y— ) > 0.

Sea (g, yo) € V, entonces existe una bola B, ({z;, y;), 7;), con i € I, tal que (zo, yo) € B ((xi, yi), 7:), tomemos la

bola abierta By ((xi, yi), V12— 2T — 24| |y — yz\) con la métrica d (estd bien definida pues \/r? — 2]z — x| |y — yi| > 0

ya que rf — 2|z — x| |y — yi| > 0), entonces porque (3) implica (4), (zo, yo) € By ((:rl, Yi) s \/rf —2zo — x4 |yo — yl|),

y ademas para toda (z, y) € B, ((acz, Yi) s \/rf —2zo — x4 |lyo — yl|>7 (x, y) € Bg({x4, yi), Ti), porque (4) implica (3),
luego

By <<£Uu Yi) s \/7“12 —2|xo — x4 lyo — yz|> C  Be({wi, yi), 7i) ¥ (20, Yo) € Be ({Ti, yi) » 74)

= U By (<$ia Yi) s \/7’12 = 2|zo — @il [yo — yi|> = Be (i, yi), i)

(0, Yo)EBe ({1, yi), Ts)

=V = U By ((»”Cm Yi) \/rf = 2|z0 — 4| [yo _yi|)

i€l
(20, 90)€Be({=i vi),7i)

Como V es unién de bolas abiertas con la métrica d, entonces V € 74 . Por lo tanto 7. C 74.

Luego 7, = 74, con lo que d y e metrizan la misma topologia.



Problema 2:
DEMOSTRACION:

Recordemos que para cualesquiera 3 conjuntos A, B, C,

C\(B\4) = (CNAU(C\B) (5)

AN(B\C) = (AnB)\C (6)
Probemos que el complemento de 0A es cerrado, i.e. X \ (OA) es abierto. Veamos que

X\ (04A) = X\ (4\intA)
= (XnintA)U (X \4) por (5)
= intAU (X \A)

Como A es cerrado, entonces X \/_1 es abierto y ademas como el int A es union de abiertos, entonces int A, X \/_1 € 7. Luego
(X \ fl) Uint A € 7 por definicién de topologia, por lo que (X \ fl) Uint A = X'\ (0A) es abierto, por lo tanto 9 A es cerrado.

Falta demostrar que 04 = 9 (X \ A)

Primero probemos que para todo conjunto A, 9A = (X \ int A) N A. Veamos que:

AN(X\intAd) = (AnX)\intA por (6)
= A\intA
= 0A

Ahora, probemos que para toda A C X:
X\A = int(X\A) (7)

Como X \ A es abierto y estd contenido en X \ A, pues A C A, entonces por definicién de interior, X \ A C int (X \ A).
Para la otra contencion, como X \ A es disjunto con A y int (X \ A) C X \ A, entonces int (X \ A) es dijunto con
A, ademas como X \ int (X \ A) es cerrado y A C X \ int (X \ A), por que int (X \ A) es disjunto con A, entonces
X\Ac X \int (X\A),porloque X\ ADX\ (X\int (X\A))=int (X\A), por que el complemento del comple-
mento es el conjunto original. Por lo tanto, X \ A = int (X \ A).

Luego esto nos implica que
X\intA = X\ A4 (8)
ya que:

X\intA = X\int(X\(X\A)
X\ (X\XVA)) por (7)

(X\4)



Como ya vimos, podemos escribir 0 (X \ A) = (X \int (X \ A))N (X \ A), entonces:

DIX\A) = (X\int (X\4)N (XY A
— (XA (X\T) N (X intA), por (1) ¥ (9
= AN(X\intA)
= 0A

Por lo tanto, 04 = 0 (X \ A).

Por altimo probemos que 9 (AU B) C A U 9B y daremos un contraejemplo para 0 (AU B) D 0A U 0B. Para esto,

necesitamos algunos resultados previos:

= Como para cualquier A, B C X, tenemos que A C Ay B C B, entonces AUB C AU B, pero AU B es cerrado
porque es unién finita de cerrados, entonces por definicion AU B C AU B. Ademéas como AUB D Ay AUB D B,
entonces AUB D> Ay AUB D B, luego AUB D AU B. Por lo tanto:

AUB = AUB (9)

» Para cualquier A, B, C C X, probemos que (AU B)\C C (A\ C)U(B\ C). Seax € (AU B)\C, entonces z € AUB,
pero x ¢ C. Como z € AU B, entonces x € A pero a C 0 2 € B pero no a C, entonces x € A\ C oz € B\ C, por
lo que z € (A\ C)U (B\ C), asi que:

(AUB)\C c (A\C)U(B\C) (10)

s Para cuales quiera A, B, C' C X, probemos que:

C\int (AUB) C C\int(A) (11)

Basta probar que int (AU B) D int (A). Sea x € int A, entonces existe un abierto U tal que x € U y U C A, pero
esto implica que U C AU B, por lo que z esta en int (AU B).

Ahora si probemos que 9 (AU B) C 0A U 0B.

(AU B)\ int (AU B)

(AUB) \ int (AU B) por (9)

[A\int (AUB)] U[B\int (AU B)] por (10)
[A\int (A)] U [B\ int (B)] por (11)

= 0AUOB

9 (AU B)

n N

Si definimos X = R con la topologia usual, A =[0, 2] y B =1, 3], 9 (AU B) = {0, 3}, pero 0AUIB = {0, 1, 2, 3}. Por
lo tanto 9 (AU B) # AU 0B.U



Problema 3:

DEMOSTRACION:
Denotemos a la topologia relativa de la topologia metrizada por d en S de X como 7x, a la topologia en X metrizada por

d como 74 y a la topologia de S metrizada por d como 7. Tenemos que probar que 7x = 74.

Sea U € Tx, entonces existen bolas B (z;, r;) € T tales que

(UB(:z:i, ri)> Nx = U

el

Tomemos u € U, entonces existe I,, C I, tal queu € B (x;, 1), con i € I,,. Por el axioma de elecciéon tomemos un i, € I,

y definamos B (u, r;, — d(x;,, u)). Veamos que r;, — d (x;,, u) > 0 pues r;, > d(x;,, u).

Es claro que cada u € U, B (u, r;, — d (x;,, u))€ 74, pues cada v € X. Ademas:

U B(u, 1, —d(x;,u)) D U
uelU

Probemos ahora que:

U B(u, r;, —d(z;,,u)) C U
uclU

Sea y € U,cy B (u, 13, —d (4, u)), entonces existe u € U, tal que y € B (u, r; — d (x;, u)), entonces

d (y7 xiu) < d (yv u) +d (U, xiu)
< 1y, —d(z, u)+d(u, z;,)
= ’riu

Luego y € B (z;,, 7i,) C (U;es B (i, 73)), pero como y € X, entonces y € (U;c; B (i, ;) N X = U, por lo que:

U B(u, r;y, —d(z;,,u)) C U
uelU

Por lo tanto

U = UB(u,riu—d(%u’U))ETd

Ya tenemos que 7x C 74. Probemos ahora la otra contencion.



Sea V' € 74, entonces existen B (z;, r;), con z; € X e i € I, tal que

V = UB(JEi, Ti)

il
= <UB(I25TZ)>ﬂX7
il
pues V C X, pero (Uiel B (x4, ri)) € 7, entonces V = (Uiel B (x4, rz)) N X € 7x. Luego 7x D 74. Por lo tanto 7x = 74.U
Problema 4:
DEMOSTRACION:

Sea (S, d) un espacio métrico separable, por la proposicion 2.1.4, (S, d) es segundo contable con 7 la topologia metrizada

por d, lo cual quiere decir que existe una base B para la topologfa 7 contable. Definamos: B := {B (z;, r;) C S| i € I C N}.

Sea X C S,y sean 7x y 74 como en el ejercicio anterior.

Veamos que Bx := {B(x;, r;) N X | i € I C N}, es una base contable para 7x. Claramente (B (x;, ;) N X) € T7x por

definicion y Bx es contable porque podemos definir una funcién biyectiva f : B — By como:

f(B (ZL’Z, T’Z)) = B(CE“ n)ﬁX

Sea U € 7x, entonces existen V' € 7 tal que VN X = U, pero como B es base 7, entonces existe Iy, C I tal que:

V = U B (l’i7 Ti)

iely
=U = (U B(l‘i,T,’)>ﬂX
i€ly
= U (B(l‘“ ’I“i)ﬂX)
i€ly

Pero para cada i € Iy, (B (z;, r;) N X) € Bx. Luego Bx es una base contable para 7x, lo cual implica que X es segundo

contable con Tx.

Por el ejercicio anterior sabemos que 74 = Tx, entonces tenemos que un espacio métrico (X, d) segundo contable con
T4, asi que podemos utilizar nuevamente la proposicién 2.1.4 para asegurar que X es separable con 74 que es igual a la

topologia relativa.

Por lo tanto, X es separable con la topologia relativa.

Problema 5:

DEMOSTRACION:

Gracias a que QN [a, b] es denso en [a, b] y Q° N [a, b], veamos que para cualquier particion (zg, 1, ..., ) del intervalo
[a, b] (notese que si ¢ # j entonces z; # x;), podemos tomar irracionales y; € [z;_1, x;], para cada i = 1,2,...,n. o
irracionales y; € [x;_1, x;], para cada t =1, 2,..., n.



Veamos que {S (1g, u)},; con I lared de refinamiento no converge a ningtin punto. Tomemos la vecindad B (b —a, b*T“)

de b — a, para cualquier particion (zg, x1, ..., ) € I del intervalo [a, b], podemos tomar racionales y; € [x;_1, z;], para

cada i =1, 2, ..., n. Luego:
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Asi que {S (lg, u)},; no converge a b — a.

Ahora si nos tomamos la vecindad B (0, b*?“) de 0, para cualquier particion (xg, 21, ..., ) € I del intervalo [a, b], podemos

tomar irracionales y; € [x;_1, z;], para cada i = 1, 2, ..., n. Luego:

(1) (zi — 1)

|

Z [ (i) (zi — 1)

Asi que {S (lg, u)},; no converge a b — a.

Ahora en general, si tomamos B (:r, %), con x # 0, veamos que para cualquier particiéon (zg, 21, ..., Z,) € I del intervalo
[a, b], podemos tomar racionales y; € [x;_1, x;], para cada i = 1, 2, ..., n. Luego:
n n

Do) (@i—wia) = Y (0) (@i —wia)

i=1 1=1
_ ||
= 0¢B <x .

Asi que {S (1g, u)},; no converge a para toda 2 € R. Por lo tanto, no es 1g no es Riemann integrable en [a, b].0

Problema 6:
DEMOSTRACION:

Primero veamos que 7 es una topologia.
s Por definicién, X, § € 7

» Ahorasi U, V € 7, entonces X \ (UNV) = (X \U)U (X \V), pero como X \ Uy X \ V son finitos, entonces su
union es finita. Luego UNV € 7

= Sean U; € T, con i € I, entonces

x1(Ue) = ()



pero cada X \ U; es finito, entonces su interseccion arbitraria es finita. Luego (J;; Us € 7.

Ahora para cada z € X, X \ {z} € 7, pues {z} es finito, luego por definicion {x} es cerrado porque su complemento es

abierto.

Por tltimo veamos que 7 no es metrizada alguna métrica. Sean x, y € X distintos y {x;},. una sucesion tal que todos

sus elementos son diferentes entre si y diferentes a « y y (esto se puede hacer gracias a que X es infinito).

Para cualquier vecindad N, que contenga a x, existe un abierto U C N, tal que € U, entonces X \ U es finito.

Como X \ U es finito, existe z; € {z;} tal que para toda i > j, z; € U. Luego {xl}leN C N, por lo que {z;},y

1€N?
converge a x. Analogamente se prueba que {z;} icy converge a y.

Si 7 fuera metrizada por d, entonces nos tomamos B (x, w) que es vecindad de x, entonces para algin j; € N,
{z }ng ( d(z’y)) y para B (y, d(z, y)) que es vecindad de y deberia existir jo € N tal que {z; }zef\f CcB ( ('"’32’ y)>.
Ahora si nos tomamos j := maz {j1, j2} tenemos que {z; }zeN CB ( ( ) y {z; }%{1 CB (y, d(mT’y)), pero esto es

una contradiccion pues B (:c, d(z, y)) y B (y, Az, )> son ajenas.

Por lo tanto 7 no es metrizable.



