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Ejercicio 1:
Sea X un conjunto infinito y supongamos que existe una o — algebra contable infinita F := {B;},.y de X. Si {B; \ B1},;,, es

un conjunto infinito, definimos A; = Bf, si no, {B; \ Bf},., debe ser infinito, de lo contrario F no serfa infinito y definimos

Ay =Bj. Sea I) :={i € N: B;\ A; # (0}. Recursivamente, definimos:

Bi\Aj_1, coni=if{l;_1}, si {B;\ Ajfl}ielj,l es infinito.
BZC \ Aj—l con ¢ = inf {Ij—l} si no.

A, =

j =

Veamos que gracias a que F es infinito, F' := {Ai}?; es un subconjunto de F por que A; € F, entonces por induccién si
Aj_1 € F,luego B; \ Aj_1 € F, coni=inf{l;_1} por propiedades de la o — dlgebra, y ademéas F’ es un conjunto disjunto
a pares por como se definieron las A;’s. Sea f : 27 — F, tal que f (C) = Ua,cc Ai- Como F' es contable, entonces f (C) es
unién contable de elementos de F' C F para toda C € 27, luego f (C) € F asi que [ esta bien definida. Ademas f es inyectiva
si f(C1) = f(C3), entonces UAiecl A; = UAieCQ A;, pero como F’ es un conjunto disjunto a pares, para cada A; € C1, A; € Cy

y viceversa, entonces C; = Cs. Esto implica que ’2}- " < | F|, generando una contradiccion porque 27 " tiene la cardinalidad del

continuo al ser conjunto potencia de un conjunto contable infinito y F un conjunto contable.

Ejercicio 2:
Para probar que f es medible, tomemos U C R abierto y probemos que f~!(U) es un conjunto medible. Veamos para cada

g € QNU existe rq > 0 racional tal que B (g, ry) C U y como QN U es denso en U,

U B(q,rq) = U.

qeQNU

Si demostramos que cada B (g, r4) es medible, con ¢ € Q N U, entonces:

U Y (B(q,ry)) = f 1 (U),es medible al ser uniéon contable de conjuntos medibles.
qeQNU

Demostremos entonces que cada bola B (g, r4) es medible, con ¢ € QNU. Veamos que para todo racional ¢1 y q2, {z: f(z) > ¢1}
y X\ {z: f(x) > ¢} ={x: f(x) < g2} son medibles, entonces {z: f(x) >q}tnN{z: f(z)<g@}={x:qg > f(x)>q} es
contable porque es interseccién contable de conjuntos medibles y como f~1 (B (q, r;)) = {z : ¢+ 7, > x > q—r,}, entonces:

ey = Ulesarnozaon- 1

n
neN

Luego como ¢ — 14 — %, g+, € Q entonces f~1 (B (g, 4)) es medible al ser unién contable de conjuntos medibles. Por lo tanto
f~H(U) es medible. Asi que f es medible.™



Ejercicio 3:
Para resolver el inciso a), definamos F+ y F— los conjuntos tal que f (z) = oo y f(z) = —oo respectivamente. De la misma
manera definamos G+ y G— los conjuntos tales que g (z) = 0o y g (x) = —oo respectivamente. Probemos que estos conjuntos

son medibles.

Como g~ ((n, o)) := {2z € X : g(x) > n}, entonces (), oy 9" ((n, 00)) es medible porque es interseccién contable de conjuntos

medibles. Pero (o9~ * ((n, 00)) = G+, entonces G+ es medible. Analogamente se deduce que G—, F+, F— son medibles.

Tomemos Y = X \ (G + UG — UF 4+ UF—), entonces Y va a ser el conjunto donde sus conjuntos medibles toman valores finitos
para f y g. Luego va a estar bien definida la funciéon h := f — g en Y, pues es resta de dos valores finitos y va a ser medible

porque es resta de dos funciones medibles.

Ahora para a), el conjunto {x: f(z) < g(z)}, se puede ver como la unién: h=* ((—oo, 0)) U (F +\G+) U (F — NG—), pero
h=1((—o0, 0)), es un conjunto medible porque (—oco, 0) es un abierto en R y h es medible y por propiedades de la sigma algebra
(F +\G+) y (F — NG—) también lo son. Luego su unién es un conjunto contable, asi que h =1 ((—oco, 0))U(F + \G+)U(F — NG—)

es medible.

De igual manera, veamos que {x : f (x) = g ()}, se puede ver como la uniéon: h =1 ((—oo, 0) U (0, o0))U(F +NG+)U(F — NG—),
y h™1 ((—o0, 0) U (0, 0)) es medible porque h es imagen inversa de un abierto y h es medible y la intersecciéon de conjuntos
medibles es medible, entonces (F + NG+) y (F — NG—) son medibles, luego h~! ((—o0, 0) U (0, 00)) U (F +NG+)U (F — NG—)

es medible porque es unién de conjuntos medibles.

Por ultimo para el inciso b), sea f,, una sucesion de funciones medibles y sea F' C X el conjunto de las z tal que f, (z) converge

a un valor finito cuando n — co. Definamos f sobre F' como:

[ = lim sup fp,

n—oo

entonces f es medible por proposicién vista en clase y

flp (@) = lm f,(z)

n—oo

porque si lim, .~ fn () = y, quiere decir que dado = € F, para todo £ > 0, para el intervalo abierto (y — e,y + ¢€), existe N. € N
tal que f, () € (y — e,y +¢€), para toda n > N.. Ahora, supongamos que f (x) = z, entonces tenemos que z = lim, o by,
donde b,, = sup {f (z), fns1 (x),...}, pero para cada k > N, by € [y — &,y + €], entonces z € [y — €,y + €] porque el infimo de

un compacto esta en el compacto, y como es para todo € > 0 entonces z = y.

Por otro lado, como f — f,, también es una funcién medible por otra proposicion vista en clase, entonces si nos tomamos (f%, l),

(f = fa) 7" (=%, 1) es un conjunto medible y ademas:

r’or

porque si ¢ € F entonces f () = lim, o frn (x), lo cual indica que para toda r € N, existe NV, € N tal que para toda n > N,,

If () — fn ()] < %, luegox € U, ey (f — fn)f1 (f%, %),ycomoesparatodar € N, se tiene que v € (1, oy Upen (f — fn)71 (f%, %)



Por lo cual F C ﬂreN Unen (f = fn)fl( 1.1), ahora si ¢ € oy UneN (f—1fn) (—%, 1) entonces para todo r € N,

v € Upen (f — fu) (=1, 1). Luego existe n, € N tal que z € (f — f,,)~ (f%, 1), lo cual quiere decir que existe y € (-1, 1)

tal que (f — fn,) (z) = f(x) = fa, () = y. Ahora dado € > 0 existe r € N tal que L < ¢, entonces |f (z) — fn, (z)] < ¥

para j > r, tenemos que ’f x) — fo, (x )‘ < % < % < e, asi que f(x) = lm, o frn (z). Por lo tanto z € F, lo que implica que
1

(x)
F= ﬂrENUnéN f fn) ( % F)

Como |J,,en (f — fu) ! (=1, 1) es unién contable de conjuntos contables, entonces es contable, y (", cxy Upen (f — fn) ™~ (—f 1)

r)r

es interseccién de conjuntos contables, entonces es contable. Luego F' es contable.

Ejercicio 4:
Primero probemos que M es una o — dlgebra. Como X¢ = () es a lo mas contable, entonces X € M. Ahora si E € M, entonces

E es contable o E° es contable, entonces (E€)° = E es contable o E¢ es contable, luego E€ € M. Si E =
I C N tal que E; es a lo mas contables, para toda i € I, asi que E; es no contable con ¢ € N\ I . Asi que:

neN FE,,, entonces sea

i€l 1€N\T

Si N\ I =), entonces F es unién contable de conjuntos contables, E es contable. de lo contrario

(ﬂ E;) n| () Ef

i€l 1€N\T

Por lo que E°¢ C (ﬂzeN\ 1 B ) pero cada Ef es contable, entonces E° es subconjunto de unién contable de conjuntos contables.

Asi que E € M pues es a lo méas contable. Por lo tanto M es una o — algebra.

Ahora probemos que p es una medida en M. Sea A € M y {A;},.y un conjunto disjunto por pares tal que | J;cy 4; = A. Si A

es a lo mas contable, entonces cada A; debe ser contable pues A; C A, entonces

> n(A

€N

I
o

= p(4)

Si A no es contable, entonces A¢ lo es, por lo que al menos existe un A; es no contable. Si existieran A;, A; no contables con
i # j, entonces Af y Aj son contables, entonces su union A7 U A es contable, pero como A4; y A; son disjuntos, A7 U Aj = X,

lo cual es una contradiccion con que X era no contable. Luego solo existe un A; que no es contable. Asi que:

> u(A

i€EN

Il
—

= pu(4)

Con esto demostramos que i es contable aditiva y por definiciéon g no puede tomas valores negativos, asi que p es una medida.

Sea f: X — R, es medible si para toda z € R, f~* (R \ {z}) es contable o (f~* (R\ {m})) es contable, pero (f~1 (R '\ {a:}))p =
71 (z), asi que para toda x € R, f~!(z), f~' (R\ {z}) € M. Ahora si tomamos B = {z € R: f~! (z) no es contable},



entonces

/dep = sup/Xsd,u
sw<§)um&0,
i=1

con s funcién simple tal que 0 < s < f. Pero el sup (Y., a; p (4A;)) se alcanza cuando n — oo y s~* (z) no es contable, para

cada x € B, pues asi a; pu(A4;) = -1 = z inferiormente, que es el valor maximo que podria tener. Luego sup (3> 1, a; 1 (4;)) =

Ywexpu(f7H(x)) =Y cp @ pues

1 size B

0 siz e B¢

p(f @) =

por definicién de p. Por lo tanto:

/deu = Zx.D

z€EB

Ejercicio 5:

Como

m g ({z € X |fy(2) = f(z)[ 2 e}) = 0,

para toda € > 0, entonces dado ¢ > 0, existe N. € N tal que para toda n > N, u(x € X : {|fn (2) — f(2)| > €}) < &2

Particularmente, para cada %, con j € N, existe N;-1 € N tal que

p(rex iy @-rw|=3}) < i

v
I

Sea,

claramente si n > m, y @ € A,, existe i > n > m tal que |fy, (z) — f (z)| > 1, entonces z € A,,, asi que A,, D> A4, (1), lo cual



implica que p (Ap) > 1 (4;,) . Sea

entonces por sub-aditividad tenemos que

p(A) < 24+ P4
= D+~
Jjzi
i—1
j=1
Asi que

p(Ad) = pl)4

i>1
= lim p(A4;), por (1)

j—o0

= 0, por (2)
Asi que A es de medida 0. Si tomamos x € X \ A, entonces fi, (x) — f () porque la sucesion original convergfa.

Sea & > 0. Veamos que siempre podemos tomar j € N tal que j72 < ey x ¢ A;, porque x ¢ Ay (1).

Luego para todo i > j, x ¢ A; por (1) nuevamente, asi que

N

|fri () = f ()]

IA
.
5

Por lo tanto, { fkj} converge uniformemente a f en X \ A. Asi que { fkj} converge casi uniformemente a f.H

Problema 6:

(a) Claramente f es acotada en [a, b] por que para toda x € [a, b], tenemos que

m(P)

[f (@) = f(@)[+[f (=) = f ()] < sup Do (@) = f (zr-)] < oo
k=1

Luego [f (z)| = [f (b)| < |f (x) = f (b)] < o0, asi que |f (z)| < oo.

Ahora probemos que existen funciones g y h crecientes acotadas tal que f = g — h.

Definamos g (z) = supp, ;n:(f[a’m]) |f (zr) — f (xk—1)|, donde P es particion del intervalo [a, 2| six # ay g (a) =0 . Veamos



que z, y € [a, b si a # x < y, entonces:

m(Pa, )

g@) = swp S |f(wn) — f ()]
Pla,z) =1
m(Pla, a))

< swp Y |f (k) = f )|+ 1 () = f ()]

Pla,zl g4
m(Pla, y1)

< swp Y |f (@) = el
Pla, ] k=1

asi que g () < g (y). Por lo que g es creciente en [a, b], ademés como:

m(Pla, 1))
g(b) = sup S (@) = f (k)]
la;d] =1

< o0

porque f es de variacion acotada, entonces 0 < g (z) < ¢ (b) < oo, para toda x € [a, b, asi que g es acotada.

Ahora definamos h = g — f, como f y g son acotadas, entonces h es acotada, ademas si z, y € [a, b], con x < y, se tiene que

m(Pla, a])
g@)+fy)—flz) = sup ST f (k) = fla)| + Fy) - f(2)
la,z]  p=1
m(Pra, 1)
< sup o > |f () = f )|+ 1f (@) - f ()]
Pla,a]  p—1
m(Pla,y))
<  sup Z |f () = f (zr—1)]
Pla,yl g1
= g(y)

Il
>
—~~
Y

\
>
"
~

Asf que h es creciente en [a, b]. Luego f = g — h.

Por otro lado, para toda funcion s : [a, b] — R acotada creciente tenemos que para toda € > 0, existe z. € [a, ¢) tal que

8 (Te) + € > Sup,epq, o) {5 (7)}, luego para toda = € (z., c):

e+ sup {s(x)} > s(=x)

z€la,c)
> s(z.)
>  sup {s(z)}—c¢
z€la,c)
=o00> lim s(z) = sup {s(zx)} > —oc.
T—cT z€la,c)

De forma analoga, para toda € > 0, existe x. € (c, b] tal que s (z.) — & < Inf,¢(c 5 {5 (7)}, luego para toda z € (c, x.):



inf {s(z)}—¢

z€(c, b]

=o00> lim s(zx) =
xz—ct

A
®
N
>

IA
»
=
~

< if {s(x)}+e
z€(c, b]

inf > —00.
zéft,b]{s(”“")} 00

Por lo tanto los limites lim,_, .+ s (x) , lim,_,.— s (z) existen.

Luego:

lim f ()

T—ct

lim f(x)

r—Cc~

Asi que ambos limites existen. O

inf {g(x)} — inf {h(x)}

z€(c, b] z€(c, b]

lim g (z) — lim h(x)

Tr—c— Tr—c—
sup {g(x)} — sup {h(z)},
z€la,c) z€la, c)

(b) Sea f : R — R una funciéon monotona creciente. Gracias al inciso (a) sabemos que para toda ¢ € R, lim,_,.+ f (z) =

infoee, o) {f (2)} vy limgy_,— f(x) = SUPge(a, ) {f (x)}, asi que existen, tomando [a, b] tal que ¢ € (a,b). Definamos D :=

{ceR: lim,_,.+ f (x) # lm,_,.- f ()}, que es el conjunto de discontinuidades de f, entonces:

> f(c+1)

= xel{lcfb]{f(x)}

> sup {f(2)}
z€la,c)

= M f@

> f(e—1)> -0

Para cada ¢ € D, definimos I, = (supwe[a,c) {f(x)}, mfpeien {f (x)}), asi que por el axioma de eleccién podemos tomar

gc € 1. N Q. Definamos g : D — Q, tal que g (¢) = ¢.. Sea ¢, d € D y sin pérdida de generalidad tomemos ¢ > d, entonces

lim f ()

z—ct

>

v Vv

V

lim f ()
lim f ()

Asi que I.N Iy = 0, por lo que g, # gq. Luego g es inyectiva, que implica que |D| < |Q|, de manera que D es a lo més contable.

Si f es monotona decreciente, para toda ¢ € R, podemos tomar [a, b] tal que ¢ € (a, b) y dado cualquier € > 0, existe z. € [a, ¢)



tal que f(z.) —e < infycpq, ) {f (2)}, luego para toda x € (., c):

it {f@)}-c < f)

z€la,c)
< flze)
< i (@}t
= acli>nc’l* flx) = mef[f‘llfc) {f (@)}

De forma analoga, para toda € > 0, existe z. € (c, b] tal que f (2c) +¢& > sup,e(. 5 {f (¥)}, luego para toda = € (c, x.):

sup {f(z)}+e > f(x)

z€(c, b]
> f(=x)
> sup {f(x)}—¢
z€(c, b]
= lim f(z) = sup {f(2)}.
T—C z€(c, b]

Por lo tanto los limites lim,_, .+ s (x) , lim,_,.— s (z) existen.
Sea D :={ceR: lim,_,.+ f(x) # lim,_,.— f (x)}, que es el conjunto de discontinuidades de f, entonces:

-0 < f(e+1)
< lim f(x)

r—ct

= sup {f(2)}

z€(c, b]

< of {f(z)}

z€la,c)

= lim f(z)

Tr—c

< fle—=1)<

Para cada c € D, definimos I, = (supxe(c, b] {f (x)}, infq o) {f (3:)}), asi que por el axioma de eleccion podemos tomar ¢, € I.NQ.
Definamos g : D — Q, tal que g (c) = g.. Sea ¢, d € D y sin pérdida de generalidad tomemos ¢ > d, entonces

lim f(x) < lim f(x)

z—ct T—c™

IN
&H
/~
(o)
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(o)
|
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~
/~
QL
_|_
(e}
o |
QL
S~

2
< I
< Jm s@
< lim f(x)
T—Cc™

Asf que I, NIy = 0, por lo que g, # qq. Luego g es inyectiva, que implica que |D| < |Q|, de manera que D es a lo mas contable. O



