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Problema 1:

Definimos a µ ([a, b)) := g (b)− g (a), entonces como g es creciente, µ va ser la medida especificada. Sea λ la medida
de Lebesgue deR.
Si definimos a µa (A) = 2λ (A) , y µc (A) = µ (A)− 2λ (A) , claramente µ (A) = µa (A) + µc (A). Además µc es una
medida positiva porque para todo intervalo [a, b), g (b)− g (a)− 2 (b− a) ≥ 0 por como se definió g.

Probemos que µa � λ y µc⊥λ. Sea A ⊂ R tal que λ (A) = 0, entonces µc (A) = 2λ (A) = 0. Luego µa � λ.

Veamos que

µc ((0, 1)) = µc

(⋃
n>3

[
1

n
, 1

))

≤
∑
n>3

µc

([
1

n
, 1

))
=

∑
n>3

[
g (1)− g

(
1

n

)
− 2λ

([
1

n
, 1

))]
=

∑
n>3

[
(2 + 1)−

(
2

n
+ 1

)
− 2

(
1− 1

n

)]
= 0,

entonces µc ((0, 1)) = 0.

Probemos que µc se acumula en {0, 1}, esto es que para todo E boleriano tal que E ∩ {0, 1} = ∅ se tiene que
µc (E) = 0. Sea E boleriano tal que E ∩ {0, 1} = ∅ entonces:

Veamos que:

E ⊂
∞⋃
n=1

[−n, −n+ 1) ∪ (0, 1) ∪
∞⋃
n=1

[
1− 1

n
, n+ 1

)

pero
⋃∞
n=1 [−n, 0)∪(0, 1)∪

⋃∞
n=1 (n, n+ 1] es un conjunto de borel porque es unión contable de elementos de borel,

así que es medible. Luego:

µc (E) ≤ µc

( ∞⋃
n=1

[−n, 0) ∪ (0, 1) ∪
∞⋃
n=1

[
1− 1

n
, n+ 1

))
(monoticidad)
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= µc

( ∞⋃
n=1

[−n, 0)

)
+ µc ((0, 1)) + µc

( ∞⋃
n=1

[
1− 1

n
, n+ 1

))

≤
∞∑
n=1

µc ([−n, 0)) + µc ((0, 1)) +

∞∑
n=1

µc

([
1− 1

n
, n+ 1

))
(subaditividad)

=

∞∑
n=1

(µ ([−n, 0))− 2λ ([−n, 0)))

+

∞∑
n=1

(
µ

([
1− 1

n
, n+ 1

))
− 2λ

([
1− 1

n
, n+ 1

)))

=

∞∑
n=1

(g (0)− g (−n)− 2 (n)) +

∞∑
n=1

(
g (n+ 1)− g

(
1− 1

n

)
− 2

(
n− 1

n

))

=

∞∑
n=1

(2n− 2n) +

∞∑
n=1

(
2n+ 2− 2 +

2

n
− 2n− 2

n

)
= 0

Por lo que µc (E) = 0. Así que µc se acumula en {0, 1}.

Por último veamos que λ se acumula en R\ {0, 1}, pero esto es cierto porque para cualquier conjunto de Borel E,
tal que E ⊂ {0, 1}, entonces

λ (E) ≤ λ ({0, 1})

= 0

entonces λ se acumula en R\ {0, 1} y se sigue que µc⊥λ.@

Problema 2:

Como F : R→ R, basta probar que para cualquier puntox ∈ R y cualquier sucesión en R tal que {xn}n∈N → x se
tiene que F (xn)→ F (x). Definamos fn = fχ(−∞, xn), entonces es claro que fn (y) = f (y) para toda y ∈ (−∞, xn),
sea y ∈ (−∞, x), entonces existe N ∈ N tal que para toda n > N , xn ∈ (y, x+ (x− y)) = (y, 2x− y), así que como
y ∈ (−∞, xn), fn (y) = f (y), luego fn → f en (−∞, x). Como µ ({x}) ≤ Cλ ({x}) para alguna C > 0, entonces
µ ({x}) = 0.

Así que fn → f en c.t.p. en (−∞, x]. Además como f es integrable, entonces |f | es integrable y |fn| ≤ |f | en
(−∞, x], así que por el teorema de convergencia dominada:

F (x) =

ˆ x

−∞
fdµ = ĺım

n→∞

ˆ x

−∞
fndµ

= ĺım
n→∞

ˆ x

−∞
fχ(−∞, xn)dµ

= ĺım
n→∞

(ˆ xn

−∞
fχ(−∞, xn)dµ+

ˆ x

xn

fχ(−∞, xn)dµ

)
= ĺım

n→∞

ˆ xn

−∞
fdµ

= ĺım
n→∞

F (xn)

Luego F es continua en toda x ∈ R.@
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Problema 3:

Como para toda n ∈ N, fn ≥ −h, entonces −f−n ≥ −h lo que implica que f−n ≤ h. Luego por teorema visto en clase,
si |f−n | = f−n ≤ h = |h|, con h ∈ L1 y f−n medible, entonces f−n es integrable, lo cual quiere decir que

´
X
f−n dµ <∞

, así que
ˆ
X

fndµ =

ˆ
X

f+n dµ−
ˆ
X

f−n dµ

está bien definida porque no nos puede quedar ∞−∞.

Ahora bien, es claro que ĺımn→∞ f−n = f−, entonces como f−n ≤ h y f−n , h ∈ L1, por el teorema de la convergencia
dominada tenemos que f− es integrable, lo cual quiere decir que

´
X
f−dµ <∞ , así que

ˆ
X

fdµ =

ˆ
X

f+dµ−
ˆ
X

f−dµ

está bien definida porque no nos puede quedar ∞−∞.

Por último, veamos que fn ≥ −h implica que fn + h ≥ 0, dando lugar a que fn + h ∈M+. Luego:
ˆ
X

hdµ+

ˆ
X

fdµ =

ˆ
X

(h+ f) dµ

=

ˆ
X

ĺım ı́nf
n

(h+ fn) dµ

≤ ĺım ı́nf
n

ˆ
X

(h+ fn) dµ aplicando el lema de Fatou

= ĺım ı́nf
n

(ˆ
X

hdµ+

ˆ
X

fndµ

)
=

ˆ
X

hdµ+ ĺım ı́nf
n

ˆ
X

fndµ

⇒
ˆ
X

fdµ ≤ ĺım ı́nf
n

ˆ
X

fndµ@

Problema 4:

Primero observemos que f (s) = s
1+s es no decreciente en [0,∞] porque f ′ (s) = (1+s)+s

(1+s)2
= 2s+1

(1+s)2
> 0 para toda

s ∈ [0,∞) y como f ′ es continua en [0,∞), entonces f ′ (∞) = ĺıms→∞ f ′ (s) = 0.

Supongamos que fn → f en medida, entonces para ε > 0, existe N ∈ N tal que para toda n > N y α > 0,
µ (En (α)) < ε

2 , con En (α) = {x ∈ X : |fn (x)− f (x)| ≥ α}.

Veamos que (En (α))
c

= {x ∈ X : |fn (x)− f (x)| < α}, entonces como f (s) = s
1+s ≥ 0 es no decreciente para

toda s ∈ [0,∞]tenemos que por teorema visto en clase (si |f | ≤ |g| ⇒
´
X
|f | dµ ≤

´
X
|g| dµ) :

ˆ
(En(α))

c

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ ≤
ˆ
(En(α))

c

α

1 + α
dµ (1)

ˆ
En(α)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ ≤
ˆ
En(α)

dµ (2)
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0 ≤
ˆ
E⊂X

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ (3)
ˆ
En(α)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ ≥
ˆ
En(α)

α

1 + α
dµ (4)

Como µ (X) < ∞, y α
1+α → 0 si α− → 0, podemos tomar α > 0 suficientemente pequeña tal que tal que

α
1+αµ (X) < ε

2 . Luego para toda n > N , tenemos que:

∣∣∣∣ˆ
X

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ

∣∣∣∣ =

ˆ
En(α)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ+

ˆ
(En(α))

c

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ por (3)

≤
ˆ
En(α)

dµ+

ˆ
(En(α))

c

α

1 + α
dµ por (1)y (2)

= µ (En (α)) +
α

1 + α
µ ((En (α))

c
)

= µ (En (α)) +
α

1 + α
µ ((En (α))

c
)

≤ µ (En (α)) +
α

1 + α
µ (X)

< ε

Así que q (fn − f)→ 0 cuando n→∞.

Ahora supongamos que q (fn − f) → 0 cuando n → ∞, entonces para todo ε, α > 0, existe N ∈ N tal que
para todo entero n > N ,

∣∣∣´X |fn−f |
1+|fn−f |dµ

∣∣∣ < ε α
1+α , luego:

ε
α

1 + α
>

∣∣∣∣ˆ
X

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ

∣∣∣∣
=

ˆ
X

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ por (3)

=

ˆ
En(α)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ+

ˆ
(En(α))

c

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ

≥
ˆ
En(α)

|fn − f |
1 + |fn − f |

dµ por (3)

≥
ˆ
En(α)

α

1 + α
dµ por (4)

=
α

1 + α
µ (En (α))

⇒ ε > µ (En (α)) ∀n > N, pues α
1+α>0

Por lo tanto fn → f en medida.@

Problema 5:

Veamos que si µ es la medida que cuenta y A ∈ 2X , tal que µ (A) = 0 obliga a que A = ∅, luego λ (∅) = 0, porque
el vacío es contable por vacuidad. Así que λ� µ. Pero no existe f ∈ L1 (M) tal que:

λ (E) =

ˆ
E

fdµ,
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porque si existiera entonces tomando y ∈ X, tenemos que:

0 = λ ({y}) =

ˆ
{y}

fdµ

=

ˆ
X

f (x)χ{y} (x) dµ

= f (y)χ{y} (y)

ˆ
X

dµ

= f (y)µ ({y})

= f (y)

Luego f (y) = 0 para toda y ∈ X, así que

λ (X) =

ˆ
X

fdµ

= 0

contradicción porque λ (X) =∞ al ser X no contable.@
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