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Problema 1:

Definimos a p ([a, b)) := ¢ (b) — g (a), entonces como g es creciente, u va ser la medida especificada. Sea A la medida
de Lebesgue deR.

Si definimos a pg (A) = 2A(A), v pe (A) = p(A) — 2X (A), claramente p (A) = pg (A) + pe (A). Ademés p, es una
medida positiva porque para todo intervalo [a, b), g (b) — g (a) — 2 (b — a) > 0 por como se defini6 g.

Probemos que g, < Ay peLA. Sea A C R tal que A(A) = 0, entonces p. (A) = 2X (A) = 0. Luego pg < A.

Veamos que
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entonces /. ((0,1)) = 0.

Probemos que p. se acumula en {0, 1}, esto es que para todo E boleriano tal que E N {0, 1} = 0 se tiene que
1o (E) = 0. Sea E boleriano tal que £ N {0, 1} = ) entonces:

Veamos que:

pero | J;2, [-n, 0)U(0, 1)U, (n, n+ 1] es un conjunto de borel porque es union contable de elementos de borel,

as{ que es medible. Luego:
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Por lo que p. (E) = 0. Asi que p. se acumula en {0, 1}.

Por ultimo veamos que A se acumula en R\ {0, 1}, pero esto es cierto porque para cualquier conjunto de Borel E,
tal que F C {0, 1}, entonces

A(B)
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entonces A se acumula en R\ {0, 1} y se sigue que po 1 \. U

Problema 2:

Como F': R — R, basta probar que para cualquier puntox € R y cualquier sucesion en R tal que {z,}, .y — 2 se
tiene que F' (x,) — F'(x). Definamos f, = fX(—o0,,), entonces es claro que f,, (y) = f (y) para toda y € (—o0, x,,),
sea y € (—oo, x), entonces existe N € N tal que para todan > N, z,, € (y, z + (z — y)) = (y, 2z — y), asi que como
y € (=00, Tn), fn (y) = f (y), luego f,, — f en (—oo, x). Como u ({z}) < CA({x}) para alguna C' > 0, entonces

n({z}) =0.

Asi que f,, — f en c.t.p. en (—o0o, x]. Ademas como f es integrable, entonces |f| es integrable y |f,| < |f] en

(—o0, ], asi que por el teorema de convergencia dominada:
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Luego F es continua en toda x € R.O



Problema 3:

Como para todan € N, f,, > —h, entonces —f,7 > —h lo que implica que f,; < h. Luego por teorema visto en clase,

si|f|=fn <h=|h|,conhe L'y f, medible, entonces f, es integrable, lo cual quiere decir que [ f, du < co

/andﬂ = /Xfi[du—/xf;du

esta bien definida porque no nos puede quedar co — cc.

, asi que

Ahora bien, es claro que lim,, o, f,, = f~, entonces como f,” < hy f., h € L', por el teorema de la convergencia

dominada tenemos que f~ es integrable, lo cual quiere decir que [ [ Tdp < oo, asi que
/ fdp = / frdp — / fdu
X X X

esta bien definida porque no nos puede quedar co — oc.

Por tltimo, veamos que f,, > —h implica que f,, +h > 0, dando lugar a que f,, +h € M™T. Luego:
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Problema 4:
Primero observemos que f (s) = s es no decreciente en [0, 00] porque f’(s) = (21':‘2;28 = (fj_t)lQ > 0 para toda

s € [0,00) y como f’ es continua en [0, 00), entonces f’ (c0) = lim,, o f' (s) = 0.

Supongamos que f, — f en medida, entonces para € > 0, existe N € N tal que para toda n > Ny a > 0,
1 (En () < 3, con By () ={z € X : [fu(z) - [ (z)] = a}.

Veamos que (E, ()" = {z € X : |f, (z) — f(z)| < o}, entonces como f(s) = 135 > 0 es no decreciente para
toda s € [0, coJtenemos que por teorema visto en clase (si |f| < |g] = [y |fldu < [y |9l dp)
‘fn - f‘ / a
————du < dp (1)
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— 0 si a- — 0, podemos tomar a > 0 suficientemente pequena tal que tal que

Como i (X) < oo, vy 95

1-%04/‘ (X) < 5. Luego para toda n > N, tenemos que:
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Asi que ¢ (f, — f) = 0 cuando n — cc.

Ahora supongamos que ¢ (f, — f) — 0 cuando n — oo, entonces para todo &, « > 0, existe N € N tal que
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Por lo tanto f,, — f en medida.Ht

Problema 5:

Veamos que si y es la medida que cuenta y A € 2% tal que p (A) = 0 obliga a que A = (), luego A () = 0, porque
el vacio es contable por vacuidad. Asi que A < . Pero no existe f € L' (M) tal que:

| rn.



porque si existiera entonces tomando y € X, tenemos que:

fdu
{y}

f (@) xqyy (@) dp
X

f @) xgy W) /X dp

fwr{y})
()

0=A({y})

Luego f (y) = 0 para toda y € X, asi que

A(X) /X fdu

= 0

contradiccién porque A (X) = oo al ser X no contable. U



