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Ejercicio 1:
Seaa € Ry E, = {z € R: ¢(z) < a}, probemos que E, es abierto. Sea x € E,, entonces existe £ > 0 tal que ¢ (r) + ¢ < a.

Luego como :

pr) = ggg{w(w, 8},

existe d > 0 tal que:

pl)+e > @(x,9).

Veamos que (x — 0, t 4+ 6) C E. Sea t € (x — 0, x + ), entonces existe d; > 0 tal que (¢t — 1, t + 1) C (z — 6, z + ), luego:

e(t) < @(t, )

= sup {If (r) = F(s)I}
r, s€(t—01,t+d71)

< sup  {[f(r) = ()}
r, s€(x—4, x+0)

= p(x,9)

< px)+e

< o

Por lo que t € E,, lo que implica que (x — 0,  + §) C E. Asi que F, es abierto.

Ahora supongamos que f es continua en z. Asi que para todo € > 0 existe § > 0 tal que f((z -0,z +9)) C B(f(z), £/2).

Luego:
2 (SC) < @ (I7 5)
= sup {1f(r)=f(s)|}
r, s€(z—3J, +0)
<

sup ){If(x) —f)+I1f (@)= F O}

r,s€(x—0, x+0
< g/24¢/2=¢

Como es para toda € > 0 se concluye que ¢ () = 0.

Ahora supongamos que ¢ () = 0, entonces para todo & > 0 existe § > 0 tal que ¢ (x) +& =€ > ¢ (z, §), luego

sup  {[f(r)—f()]} < e

r, s€(x—0, x+0)



= |f@)=f(s) < e Vse(z—0,z+9)

Por lo tanto f es continua en z.
Ejercicio 2:
Definamos Kj = [0, 1] e inductivamente construimos K, al quitar el intervalo abierto de tamafio 272" de en medio de todos los

intervalos de K,,_1. Demostremos que esto siempre se puede hacer para todos los intervalos de K,, .

Por la simetria de la construccion, todos los intervalos de K, van a medir lo mismo, asi que digamos que miden c¢,. De-
mostremos por induccién que ¢,—q > 3-272". Claramente sicy =1 > 3-272 = %. Supongamos que ¢,_1 > 3-272", demostremos
que ¢, >3- 27241,

Como
5
3 > 3
=3(27") > 5(27)
=Ch1 > b (2727171)
5 —2n
= ;@™
_ —2n §
= (272 [ 5+ 1]
— 3( —QTL—l) + (2—2n)
= — (277 > 3(27h)
N Cn—1 —2(2—2n) S 3 (272(n+1)) ,
pero ¢, = ﬂ por construccién, asi que ¢, > 3 - 2-2(n+1),

Ya que hemos demostrado que nuestra construccion tiene sentido, definamos K = ﬂneN K,,. Por construccion, K,, tiene 2"

intervalos, asi que a K,,_1 se le tuvo que restar 271 . (2*2”) para obtener K, y asi consecutivamente, por lo que:

n

1,
p(Ka) = (0,1 =Y 52
i=1
n
1
- 1_Zgi+1
i=1
n—1
1 1 1 1
i=0 21+ +2 2n 2n+l
1 _2% +1+1 L 1 aplicando serie geométrica
_ _ - - = ican i rica.
1-3 2 v e P g

Luego p (K) = limy, 0o p (Ky) = % Ademas como cada K, es cerrado porque su complemento son los abierto que retiramos

union (—oo, 0) y (1, 0o), entonces K es cerrado al ser interseccion de cerrados en R, y como K también es acotado, se tiene que

K es compacto.

Por tltimo, K es totalmente disconexo porque si existiera un intervalo (a, b) en K, entonces deberia existir una n suficien-

temente grande tal que 272" < b — a para la cual tenemos que partir el intervalo (a, b), lo que genera una contradiccion.



Ejercicio 3:
La construccion es analoga al del ejercicio anterior. Definamos Ky = [0, 1] e inductivamente construimos K, al quitar el intervalo
n

abierto de tamano (ﬁ) de en medio de todos los intervalos de K, _1. Demostremos que esto siempre se puede hacer para

todos los intervalos de K,,_1.

Por la simetria de la construccién, todos los intervalos de K,, van a medir lo mismo, asi que digamos que miden c¢,,. Demostremos

n
por induccién que ¢, > 3 (ﬁ) . Claramente como:

1 > ¢
=1 > 3-—2¢
=1+2 > 3¢
3e
=1 > 1
1+ 2¢ (1)
= > 3 °
C .
0 1+ 2

n n+1
Supongamos que ¢,—1 > 3 (ﬁ) , demostremos que ¢, > 3 (ﬁ) .

Como:
1 > 1
152z por ()
n+1 n
€ €
=3
<1 + 25) (1 +2¢
o 2 (1—f2£)
B 2
 3(ex) —(52)
B 2
< Cn-1— (leE)
2
pero ¢ _ on=()" o truceio { 3. (= nH
n 5 por construccion, asi que ¢, > Ttoe .

Ya que hemos demostrado que nuestra construccion tiene sentido, definamos K = () K,,. Por construccion, K, tiene 2"

neN

n
intervalos, asi que a K,,_; se le tuvo que restar 271 . (1 f%) para obtener K,, y asi consecutivamente, por lo que:

uK) = w(O0)-Y (15 ) 2

1—1
€ €
— 1 _ ’L*l
<1+25) ; (1+2€>
n—l 1
_ 1 € € ;
(1 +25) = (1 +25>
n—1
1— ( 2e )
= 1 c I2e aplicando serie geométrica
1+ 2 2 » ap & '
1 - 1+2e



Luego

p(K) = lim p(K,)

n—oo

n—1
2¢e
, 1 (1+28)
lim —_—
n—o00 1— 2¢e
1+4+2¢

= 1— <
1+ 2¢

-z ()
- - 14+2e—2¢
L+2e +1-f2s

= 1—e.

Tomemos @ = [0, 1] \ K. Claramente u(Q) = 1 ([0,1]) — u(K) = ¢, ademas por el ejercicio anterior, vimos que K es total-

mente disconexo porque si existiera un intervalo (a, b) en K, entonces deberia existir una n suficientemente grande tal que
n

(ﬁ) < b— a para la cual tenemos que partir el intervalo (a, b). Ahora si nos tomamos z € [0,1] y un intervalo (a, b) C [0, 1]

que contenga a x entonces debe existir y € @ tal que y € (a, b), de lo contrario (a, b) C K contradiccion con que K es disconexo.

Por lo tanto @ es denso en [0, 1].

Ejercicio 5:

= Como queremos que log (1 + e') < ¢+, esto es si y solo si 1 + e! < e porque a exponencial es una funcién creciente, al

ser también una funciéon siempre positiva, podemos dividir entre e! sin cambiar la desigualdad, entonces

1+e < eoft
(3

1
—+1 < €
e

Como log también es una funcién creciente, entonces e% +1<e® s log(e™t+1) < c. Ahora para 0 < t < oo, el méximo
valor que puede tomar log (¢! 4 1) es cuando ¢ — 0, gracias a que log es continua y creciente, asi que basta con que

¢ > lim;_,olog (e7t + 1) = log 2.

= Sea X C [0, 1] tal que si z € X, f(x) > 0. Entonces por el inciso anterior viendo a t = nf (z) tenemos que:
/ log (1 + e"f(”’)) dx < / (log 2+ nf (x))dx
X X

/Xlo,gde—I—/an(a:)dx

1
/Olodex—l—/an(x)dx
log 2 d
og —|—/an(x) x

IA

1
n—oo N n—oo N

1
= lim f/ log (1 —s—e"f(m)) dr < lim — [log 2+/ nf (x) dx]
b's b's

lim
n—oo M n—oo n

/Xf(x)dx




Ademsés sabemos que para todo € > 0, existe N € N suficientemente grande tal que para toda n > N se tiene que
log (1 + e”f(x)) +e>log 2+ nf (z) por que en el inciso anterior vimos que log 2 es la constante mas pequefia que acotaba

al lado izquierdo. Luego para toda n > Nse sigue que:

/X {log (1 + e"f(‘”)> + z—:} dz

v

/ (log 24+ nf (z))dx
b'e

— /Xlog 2dx+/an(fE)d9«“

1 1
= lim 7/ [log (1 + e"f(‘”)) —1—5} dz lim — {/ log 2dx +/ nf (z) dw}

Y

1 1 log 2dx 1
= lim f/ log (1 +e"f(“3)) dr + lim 7/ eder > lim IXL + lim 7/ nf (x)dz
n—oo N n—oo N Jx n—o00 n—oo N [y
1
lim f/ log (1 —|—e”f(””)) de > / f(z
n—oon [y
ya que 1im,,_, o M’Tg%x = 0 porque [y log 2dz es una constante y lim, o0 + [y edz = lim, o0 £ [ dz = 0. Por lo tanto
m nf(ﬂc)
lim — [ log (1 +e dz f
n—oo N X
Ademas, si definimos g, (z) := %ﬁm para x € [0, 1] \ X, entonces h,, (z) := W converge puntualmente a h (x) :=
, log(l—&-e”f(”)) log(1+e“m””°° "f(m>) . . . P
lim,, o0 — = T— = 0 para toda z € [0, 1]\ X. Luego por ele ejercicio de la tarea pasada el limite

puede entrar a la integral y obtenemos que:

1
lim — / log (1 + e”f(m)) dr = lim hy (z) dx
(0, 1INX

n—,oo N n—roo [07 1]\X

/ lim h, (z)dx
[O, 1]\X n—oo

= 0.
Concluyendo tenemos que lim,, oo % fol log (1 +enf (””)) dx existe y
e nf(@) ! nf (@) i L nf (@)
lim — log (1 +e ) de = lim — log (1 +e ) dr+ lim — log (1 +e ) dx
n—oon Jfy n—oo N noo M Jlo, 1\ X

/f ) dz.



