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Problema 1: El retrato fase de un sistema ẋ = f(x) se obtiene al bosquejar las órbitas del sistema,
mostrando el comportamiento cualitativo de las soluciones. Sea ε > 0, x1, x2 escalares, r2 = x21 +x22

y considera el sistema
ẋ1 = −x2 + εx1(1− r2)

ẋ2 = x1 + εx2(1− r2).

El espacio fase de este sistema es R2. Si x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, verifica que el sistema es equivalente
a

θ̇ = 1

ṙ = εr(1− r2).

Encuentra el retrato fase del sistema.
Problema 2: Analiza el retrato fase de las soluciones del sistema

ẋ1 = x2(x
2
2 − x21)

ẋ2 = x1(x
2
2 − x21).

Problema 3: Muestra un ejemplo de un sistema bi-dimensional que tenga una órbita cuyo conjunto
límite ω sea no vacío y disconexo.
Problema 4: La forma más conocida de la ecuación de Hill es la ecuación de Mathieu

y′′ + (a− 2q cos(2t))y = 0.

Para a = 1, q = 0, la base de soluciones es cos(t), sin(t). Para q ≈ 0, podemos encontrar soluciones
de la forma

x(t) = cos(t) + qC1(t) + q2C2(t) + . . . ,

con
a = 1 + α1q + α2q

2 + . . . .

Sustituyendo las expresiones de arriba en la ecuación, igualando las potencias y removiendo términos
no periódicos, muestra que podemos encontrar la primer solución periódica de la ecuación de Mathieu
dada por

x(t) = cos(t)−1
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a = 1 + q − 1

8
q2 − 1

64
q3 − 1

1536
q4 + . . .

1


