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Resumen

En este reporte se presenta el material que se trabajé durante la estancia del II Verano de la Investigaciéon
Cientifica, organizado por la Unidad Cuernavaca del Instituto de Matematicas de la UNAM, mismo que se
llevé a cabo del 26 de junio al 11 de agosto de 2017.

El proyecto de investigaciéon que se realizd, se enmarca dentro del area de sistemas dindmicos. En particular,
se estudiaron los conocimientos preliminares para abordar el estudio de la Teoria Ergddica, cuyo objetivo
es describir la dindmica de las transformaciones que preservan medida. Es bien sabido que algunos sistemas
dindmicos pueden presentar un comportamiento cadtico por lo que hacer predicciones a largo plazo sobre su
comportamiento es imposible. Sin embargo, en ocasiones la Teoria Ergddica puede predecir el comportamiento
promedio de un sistema, incluso si el sistema es caético.

En vista de lo anterior, con el material que aqui se presenta, se tienen las bases para abordar el tema de
Ergodicidad y llegar a uno de los teoremas principales de la teoria Ergddica, a saber, el Teorema Ergodico
de Birkhoff.

Aprovecho también para agradecer el apoyo del Dr. Angel Cano quien me asesoré durante este verano. De
igual manera, agradecer y reconocer a los organizadores del evento, al Dr. Carlos Villegas, al Dr. Marcos
Lopez y al Dr. Gregor Weingart por la excelente organizacién del evento, la amabilidad y atencién que me
brindaron a cada momento.

Por dltimo, y no por eso menos importante, quiero reconocer la amabilidad y hospitalidad de cada una de
las personas que conforman el Instituto de Matematicas, Unidad Cuernavaca, por hacer de esta estancia una
experiencia tan agradable.

Marina Lizeth Rojas Salazar

Instituto de Ingenieria y Tecnologia
Universidad Auténoma de Ciudad Juérez
Ciudad Juérez, Chihuahua, México.
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Capitulo 1

Transformaciones p-invariantes

Muchos fenémenos naturales son modelados por sistemas dinamicos que preservan una medida invariante.
Histéricamente, un ejemplo que impulsé el estudio de este tipo de transformaciones es el de los sistemas
Hamiltonianos. Dichos sistemas describen la evolucién de sistemas conservativos en Mecanica Newtoniana,
es decir la energia mecénica es una cantidad que se conserva al ser descrita por una integral del movimiento.
Asi, los sistemas Hamiltonianos preservan la medida conocida como medida de Liouville [5]. De aqui que
estos sistemas nacen para formalizar la descripcién de problemas mecanicos, por lo que son estudiados tanto
en Mecanica Hamiltoniana como en Sistemas Dinamicos.

En general, es sumamente complejo entender y predecir el comportamiento que tendran las érbitas de un
sistema dinamico. Sin embargo, a partir del estudio de medidas invariantes o lo que es equivalente, a través
de transformaciones que sean invariantes bajo alguna medida definida en el espacio, es posible obtener
informacién detallada y de ninguna manera trivial, sobre el comportamiento de un sistema a través del
tiempo.

En esta seccion definimos de manera formal la invarianza de la transformacion T bajo la medida p, ambas
definidas en un espacio X. Ademas, mostraremos algunos ejemplos de transformaciones que preservan medida.

1.1. Transformaciones que preservan medida

Comenzamos recordando que un espacio de probabilidad (X, B, 1) esta conformado por tres elementos; un
conjunto X, una c-algebra B y una medida de probabilidad u, con la propiedad de que pu(X) = 1.

Luego, recordamos la definicion de una funciéon medible a continuacion,

Definicién 1.1.1. Sean (X1,B1) y (X2,B2) espacios medibles. Se dice que la funcién f : X7 — X5 es
medible si se satisface que f~!(Bs) C By.

En palabras, una funcién se dice medible si la pre-imagen de cualquier conjunto medible del contradominio,
es medible.

Ahora bien, sabemos que toda transformacién, digamos 7', es una funcién, por lo que hablar de transforma-
ciones medibles, tiene sentido. Definimos ahora, cuando T resulta invariante bajo medida;

Definicién 1.1.2. Sea (X, B, i) un espacio de probabilidad y T': X — X una transformacion medible. Se
dice que T preserva la medida con respecto a 1 o que T es p -invariante, si para todo A € B, se tiene que

p(T~1A) = p(A) .

De manera que T va a preservar medida siempre que la medida de la pre-imagen bajo T" de cualquier conjunto
medible sea igual a la medida del conjunto.
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Al tener la anterior definicién uno podria cuestionarse sobre la aparicién de la pre-imagen T~! en lugar de
T. Es suficiente con decir que el hecho de utilizar T~! garantiza que nuestra definicién esté bien definida.
Basta observar que si T es medible entonces para todo B € B, se satisface que su pre-imagen también es
medible, es decir T~!(B) € B. Note que lo anterior, en general, es falso si consideramos en nuestra definicion
a T, dado que puede pasar que conjuntos medibles sean mapeados en conjuntos no medibles.

Ahora consideremos que el caso en que la transformaciéon T es invertible, entonces se verifica facilmente que
T—! tambien preserva medida.

Con lo anterior, es posible dar una condicién necesaria y suficiente para la invarianza de T bajo u. De manera
que si T es invertible, entonces T' preserva medida si y solo si para todo A € B

H(TA) = u(A).

Observemos que aqui, la invertibilidad de T es la que garantiza y permite definir la preservaciéon de la medida,
solamente en términos de 7'

Hasta ahora hemos considerado el caso en que T : X — X, pero naturalmente podemos extender de manera
analoga los resultados al caso en que T : (X1,B1,11) — (Xo,Bs, u2). Asi, si T es medible, decimos que
preserva medida si para todo A € Bs, se tiene que

(T~ A) = pa(A).

Recordemos que un sistema dindmico consiste de un espacio X y una regla la cual determina la evolucién de
sus puntos en el tiempo. De aqui, el tiempo puede ser continuo o discreto. Nosotros estudiaremos aquellos en
los que el tiempo es discreto. En este sentido, haremos referencia a las iteraciones de T': X — X, escribimos
T =To...oT (n-veces) para denotar la n-ésima iteracion de T'.

El siguiente teorema provee otra caracterizacion de preservacion de medida de una transformacion, en tér-
minos de la semi-algebra que genera la o-algebra del contradominio.

Teorema 1.1.1. Sean (X1,B1, 1) y (Xa, Bo, u2) espacios de probabilidad y T : X1 — Xo una transforma-
cion. Supongamos que So es una semi-dlgebra que genera a Ba. Entonces, T es medible y preserva medida si
y solo si T~YA € By y u(T~1A) = pa(A), para todo A € Ss.

Demostracion:
Counsidere C como el siguiente conjunto:
C={BeBy:T'BeByu (T 'B)=p(B)}

Asi, Sy C C C By. Probemos que C es una clase monotona.

(o]
Ahora, sean E; € C tales que Ey C E5 C .. .. Si consideramos a E como E = |J E;, entonces
i=1

1=

T-'E= | T 'E;,

=1
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lo cual prueba que T~ 'E € B;. Ademas observe lo siguiente:

m(T7'E) = m(|JT7'E)
=1

= lim (T E,)

n—roo

= lim ps(E,)

n—oo

= .U2(U En)
= ﬂ2(E>7

oo
entonces E € C. Luego, sean F; € C tales que Fy D Fy, D ..., y considere F' = (] Fj;, entonces se tiene:
i=1

T-'F = T"'F,

=1

por lo que T~'F € B;. De manera similar tenemos que:

p(T7'F) = (T F)
=1

= lim u (T7'F,)

n—oo
= lim po(F,)

n—oo

= ,UQ(n Fn)
= p2(F).

Por lo tanto, F' € C. Entonces C es una clase monétona que contiene a So, pero por el teorema de la Clase
Monoétona sabemos que By es la clase monétona mas pequena que contiene a S, de manera que By C C.
Entonces se sigue que B2 = C y por lo tanto T es invertible y preserva medida.

En el siguiente proposicién probamos la desigualdad triangular de la diferencia simétrica de conjuntos medi-
bles. Sabemos que si A y B son conjuntos medibles, entonces por definicién tenemos las siguientes igualdades

AAB = (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A).

Proposicién 1.1.2. Muestre que si A, B y C' son conjuntos medibles y 11 es una medida, entonces:
w(AAB) < u(AAC) + u(CAB).

Demostracion:

Observe que solo necesitamos probar la contencién de conjuntos, es decir, solo tenemos que verificar que
AAB C (AAC) U (CAB), y el resultado es inmediato por la subaditividad de u. Sea © € AAB, entonces
xe€(A\B)oze (B\A).

En un primer caso, consideremos que = € (A '\ B), entonces se sigue que © € Ay x ¢ B. Luego, si z ¢ C
entonces ¢ € AAC y habremos terminado este primer caso. Si suponemos que z € C, tenemos que = ¢ AAC,
y dado que z ¢ B se sigue que x € (C'\ B), es decir x € CAB. Y en cualquier situacion « € (AAC)U(CAB).
De manera andloga se hace la demostracion para el caso en el que suponemos que z € (B\ A).
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Dada un &lgebra que genera una o-algebra, podemos encontrar una relacién entre sus respectivos subcon-
)
juntos por medio de la diferencia simétrica. Expresamos el resultado en el siguiente lema.

Lema 1.1.3. Sea (X,B,pn) un espacio de probabilidad, y A un dlgebra que genera a B. Entonces para
cualquier A € B y para cualquier ¢ > 0, existe C € A tal que u(AAC) < e.

Demostracion:
Considere el conjunto D como sigue;

D = {A € B : para cualquier € > 0, existe C' € A tal que u(AAC) < €}.

De manera que A C D C B. Probemos que D es una clase mono6tona, para esto en primer lugar considere
o0
A C Ay C .. talque A; € Dysea A= |J A,. Por lo tanto, tenemos que

n=1

n(A) = lim p(A,).

n—oo

De manera que dado € > 0, existe N € N tal que
€
HAAAY) = [u(4) - u(Ay)] < 5
y como Ay € D, entonces existe C € A tal que

W(ANAC) < %

Entonces, por la proposicién 1.1.2; tenemos la desigualdad siguiente

HAAC) < p(ADAN) + (A AC) < e,

lo cual prueba que A € D.
De manera analoga probemos que si F; O F; O ... € D entonces F' = (] F,, € D. Tenemos que u(F) =

n=1

lim,, 00 (Fy), de manera que dado € > 0, existe M € N tal que
€
WEAFy) = |p(F) — p(Far)| < B
Luego, dado que F); € D, entonces existe D € D tal que

,[L(FMAD) <

N ™

Y asi, tenemos que
WEAD) < p(FAFy) + p(FvAD) <e.

De manera que F' € D. Por lo que hemos probado que D es una clase monétona contenida en A, y por el
teorema de la Clase Moné6tona 77, sabemos que B es la clase monotona mas pequefia en A, entonces B C D.
Lo cual prueba B = D y concluye la demostracion.

Entonces el lema nos dice que para cada conjunto A de la o-algebra B, existe un elemento generador en el
algebra A, tal que su diferencia simétrica tiende a cero. Podemos pensar en una superposicion entre cada
conjunto de B y los conjuntos generadores.
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1.2. Ejemplos

Esta seccién la dedicaremos a presentar algunos ejemplos de transformaciones que preserven medida.

1.2.1. Traslaciones

En primer lugar consideraremos las traslaciones, que son transformaciones definidas sobre R. De manera
intuitiva es claro que si tomamos un intervalo y lo movemos en la recta, no estamos modificando su "longitud",
solo estamos cambiando su posiciéon.

Para formalizar y particularizar la idea anterior, sea X = [0,1) con la o-édlgebra de Borel B y la medida de
Lebesgue A y sea 0 < 0 < 1, tal que definimos T': X — X como:

Tr=xz+4+0modl=x+6—|z+6|

Entonces T es medible, dado que para todo [a,b) € X, se tiene:
T a,b) = [a—60,b— 0)mod].
Por otro lado, observe que

MNTa, b)) = MJa — 0,b— 0)mod1)

y de aqui, se pueden considerar dos casos:
i)Si a — 0 > 1, ya que entonces b — 6 > 1, por lo que [a,b) ¢ X. Entonces tenemos que

AT a,b)) = (b—0 —a+ 0)modl = (b— a) = \a,b).

ii)Sia—60 <1yb—0>1,es decir cuando T~ 1[a,b) es la unién disjunta de [a — 6,1) y [1,b — 6)modl. De
manera que tenemos

Ma—=0,1)=1—a+0y AX[1,0—0))=b—0—1,

por lo que

MNT a, b)) = M[a—0,1)) + A([1,b — 6))
= A[a, b))

De manera que lo anterior prueba que 7T preserva la medida de Lebesgue. Es decir, la medida, en este caso
la longitud, de los intervalos permanece invariante bajo la traslacion.

1.2.2. Multiplicacién por 2 médulo 1
Sea (X, B, \) como se defini6 en el ejemplo anterior 1.2.1 y considere T': X — X como:
2z st 0<x<s3

Tx =2x mod 1 =

Sea un intervalo de la forma [a, b), entonces:
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lo cual prueba que T es medible.
Luego observe que ademis,

AT~ a,b)) = M([2, %) + A([“52, B21)) = A([a. b))

por lo que T preserva medida.
De aqui, si consideramos las iteraciones de T entonces obtenemos la expansiéon binaria de los puntos en el
intervalo [0, 1), es decir, si definimos la funcién a; como sigue:

0 si 0<z<3
ayp =

1 si 3<x<1
entonces es posible asociar una sucesion infinita de 0’s y 1’s a cada punto del intervalo, y tenemos que
Tx = 2z — a1 (x). De modo que si n > 1, entonces a,(z) = a;(T" ).
Sea x € X arbitrario pero fijo, entonces' Tz = 22 — a;. Reescribiendo tenemos que
ar Tx

2+2

Luego, observe que
T?z = 2Tz — a1 (Tx) = 2Tz — ay
y despejando nuevamente, tenemos que:

as T3z
2 2

Tr =

Por lo que si repetimos el proceso tenemos que para toda n > 1,

n
a; _ Tz
:cfZ—if 5=~ — 0 cuando n — oo,

n
aq
2t
i=1

y asi x = es decir, = se puede asociar a una sucesioén de ceros y unos.

1.2.3. Transformaciéon del panadero

Este ejemplo es la version en dos dimensiones del ejemplo anterior 1.2.2. De manera que tenemos el espacio
de probabilidad X = [0,1)? con la o-dlgebra producto de Lebesgue B x B y la medida producto de Lebesgue
A XA

Definimos T : X — X como:

(2z, %) si 0<z<i

(2e-1,4Y si L<a<i

1
2

En la siguiente imagen, se ilustra la accién de la transformacion T sobre el espacio X = [0,1)2.

INotacion: an = an(z).
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Claramente esta transformacion es reversible, basta con realizar las operaciones inversas. Ademés T es
medible y preserva medida. Para probar lo anterior vamos a considerar 3 casos respecto a [a,b) X [c, d):

m) c< 3yi<d
En el caso 1), tenemos que T es medible, ya que

Ta,b) x [c,d) = [g, g) x [2¢,2d),
y T preserva medida dado que

N a,b) % [eyd)) = N[5, 3) % [26,2d)) = N([a,b) x [e,d).

De manera similar, en el caso 11) tenemos que 1" es medible dado que

1 b+1
T a,b) x [e,d) =[5, ) x e~ 1,24 - 1),
y T preserva medida;

a+1 b+1

N(Ta,b) x [e,d)) = N*(] )

) X [2¢ —1,2d — 1)) = X*([a, b) x [¢,d)).

Para el dltimo caso, el caso 111), basta considerar que [a,b) X [c, d) se puede expresar como unién disjunta de
otros intervalos de la misma forma, entonces

0,) % [esd) = {[a 8] x e, )} Ul 8] x [5,0)}.

Por lo que [a,b] x [c, %) estd en el primer caso y por lo tanto T preserva su medida. Analogamente para

[a,b] x [%,d), ya que éste estd en el segundo caso y también T preserva su medida. Y por ser disjuntos
tenemos que

N o, ) x [esd) = N2([a. 6] e, 5)) + A2([a. 8] %[5, )

— ¥2([a,b) x [c,d)).

Y asi, en cualquier caso, T' es una transformacion medible y que preserva la medida producto de Lebesgue.



Capitulo 2

Recurrencia

En esta seccion enunciaremos y demostraremos el Teorema de Recurrencia de Poincaré. Dicho teorema afirma
que si consideramos un sistema dindmico conservativo entonces sus movimientos o dicho propiamente, sus
orbitas, son aproximadamente periddicas. Esto es que, después de un tiempo ¢, las soluciones en un sistema
dindmico se aproximaran tanto como se quiera a las condiciones iniciales.

Ernst Zermelo, légico y matematico aleméan, expresé la paradoja de recurrencia, argumentando que el teo-
rema de Poincaré contradice las hipotesis de la mecanica estadistica. En la seccion siguiente daremos una
prueba del teorema de Recurrencia y luego ejemplificaremos la supuesta paradoja.

2.1. Teorema de Recurrencia

Consideremos (X, F, u) un espacio de probabilidad y sea T una transformaciéon u-invariante. Dado x € B,
con B € F, decimos que = es B-recurrente si existe k € N tal que T*z € B.

Teorema 2.1.1 (Teorema de recurrencia de Poincaré).

Sea (X, F,u) un espacio de probabilidad y T : X — X wuna transformacion p-invariante. Sea B € F, si
w(B) > 0, entonces casi toda x € B es B-recurrente.

Observacion 2.1.1. Recordemos que el hecho de que alguna propiedad se cumpla para casi toda x € B, refiere
a que el conjunto de aquellas x donde la propiedad no se cumple, es un conjunto de medida cero.

Demostracién:

Sea A el conjunto de los puntos que no son B-recurrentes, es decir:
A={zx € B:Tkz ¢ B,vk > 1}.

De modo que el teorema queda demostrado si probamos que p(A) = 0.

Observemos que por ser T medible, tenemos que

Luego, como A C B, entonces:
ANT*FAC ANT*B =10, Vk > 1.

Ademsés, la familia de pre-imégenes T~ ™A es disjunta dos a dos. Como T preserva medida, tenemos que
w(T~™A) = u(A) para todo n > 1.
Supongamos que p(A) > 0, entonces:
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L= n(X) 2 (U TH4) = 3 p(d) =

lo cual es una contradiccion, por lo tanto p(A) = 0 y el teorema queda demostrado.

|
Luego, vamos a considerar el conjunto D como sigue:
D = {z € B: T*z € B para un ntmero finito de k > 0},
entonces D es el conjunto de puntos en B tales TFx € B, con i = 1,2,...,n, es decir que regresan un

nimero finito de veces a B. En este sentido, podemos reescribir a D de una manera mas conveniente como:

o0
D ={x € B:T"%gz € A, para algin kg > 0} C | T~*A.
k=0

De aqui, basta observar que como T preserva medida y por el resultado anterior sabemos que u(A) = 0,
entonces p(D) = 0. Por lo que, como consecuencia del teorema anterior y su prueba, tenemos que casi toda
x € B regresa a B infinitas veces bajo iteraciones de T'. Es decir, existe una infinidad de niimeros enteros
distintos, digamos ni,ns,..., tales que si x € B, entonces T"ix € B.

Si consideramos un sistema periodico, entonces el Teorema de Poincaré se sigue de inmediato, dado que sin
haber recorrido todo el espacio, el sistema vuelve a su estado inicial. En este caso, el tiempo de recurrencia
corresponde al periodo del sistema.

Por otro lado, existen sistemas los cuales recorren todo o casi todo el espacio, éstos se conocen como sistemas
ergodicos. Es en estos sistemas donde aparece la paradoja de recurrencia. Para ejemplificar la supuesta
paradoja propuesta por el matematico Ernst Zermelo, mencionaremos el ejemplo que se encuentra en el
articulo Poincaré, la mecdnica cldsica y el teorema de la recurrencia [4], de la revista Mexicana de Fisica.
Consideremos una caja que contenga un gas y un espacio vacio, tal que estan separados por una pared.
Si perforamos la pared, estamos seguros de que el gas escaparé, lo sorprendente es que el teorema de la
recurrencia nos garantiza que si esperamos un tiempo apropiado ¢, el gas volvera a su espacio original.

"La paradoja de recurrencia” [4]

En la vida diaria, esto nos dice que no deberiamos preocuparnos por un pequeno agujero en un tanque de
gas, solo necesitamos ser pacientes y esperar durante algin tiempo, para que el gas vuelva a acumularse en
el tanque. Obviamente ésta situacién no ha sido observada, de aqui que se puede pensar que el Teorema de
Recurrencia representa una contradiccion.

Sin embargo, no es el caso. Lo que sucede es que no se ha esperado el tiempo suficiente. En nuestro ejemplo,
el tiempo de recurrencia, segin estimaciones, sobrepasa la edad del universo. De manera que en muchos de
los sistemas que representan situaciones cotidianas, los tiempos de recurrencia suelen exceder la edad del
universo.

Aunque también, debemos mencionar la existencia de sistemas cuyo tiempo de recurrencia es pequefio como
el caso del periodo de un péndulo de un reloj.
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Cabe mencionar que se cree que el teorema resulté del estudio que Poincaré realizaba sobre la estabilidad
del sistema solar. Se piensa que al no poder resolver el problema de los tres cuerpos, llegé al resultado de
recurrencia, tal vez fue por esto que a estos sistemas ergddicos, decidié nombrarlos sistemas estables en el
sentido de Poisson.

2.2. Transformaciones inducidas

En esta seccién partiremos de un espacio de probabilidad con una transformaciéon que preserva medida
y a partir de estos elementos definiremos un nuevo sistema, es decir, vamos a definir un nuevo espacio de
probabilidad con una nueva transformacion que conservara las propiedades de ser medible y preservar medida.

Antes de comenzar la construccion, vamos a definir el primer retorno de un punto x. Sea (X, F, 1) un espacio
de probabilidad y sea T una transformacion p-invariante. Por el teorema de recurrencia de Poincaré, sabemos
que si A C X tal que pu(A) > 0, entonces casi toda = € A regresa a A y de hecho lo hace una infinidad de
veces bajo iteraciones de T'.

Asi, consideremos = € A, entonces el primer retorno, na(x), de z a A se define como

na(z) :=inf{n >1:T"x € A}.

El teorema de recurrencia nos dice que n4(x) es finito en A, salvo en un conjunto de medida cero. Por lo que
removemos de A dicho conjunto, digamos C, en el cual n(z) = oo y sin pérdida de generalidad, denotamos
nuevamente por A al conjunto restante. Es claro que al ser C' C A un conjunto de medida cero, el conjunto
A no se ve afectado si lo removemos.

Para iniciar la construccion de nuestro nuevo sistema, vamos a considerar la o-dlgebra F N A sobre A, la
cual es la restriccion de F a A. Ademas, definimos la medida g4 en A, tal que para todo B € FN A,

De manera que tenemos que pa es también una medida de probabilidad. Entonces tenemos nuestro nuevo
espacio de probabilidad, (A, F N A, ua). Por ultimo, definimos la transformacién inducida T4 : A — A como

Tyx = Tma@) g,

En el siguiente proposicion, demostraremos que la transformacion T4 es medible en (A, F N A, pa).

Proposicion 2.2.1. La transformacion Ta es medible respecto a la o-dlgebra F N A.

Demostracién:

Para demostrar la medibilidad de T4, basta probar que VS € F,
T,'(S) c FnA.
Por lo que
T,1(S)=AT,'S
=A(T"@)~'s

=A( fj (T*)~1s
k=1

oo
De aqui, como T es medible, entonces |J (T%)~1S € F, y por lo tanto T4 es medible.
k=1
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Hasta aqui, solo queda por demostrar que la transfromacién T4 es p4-invariante. En la siguiente proposicién
damos la demostracién de este hecho.

Proposicién 2.2.2. La transformacion Ta es pa-invariante.

Demostracién:

Sea k € N, definimos Ay y By como sigue:

A, ={ze€A:n(x)=k}
Br={re X\A:Tx,... TF o ¢ Ay Trx € A}.

Dados los conjuntos anteriores, tenemos que A puede verse como la unién de todos los Ag, esto es

A= G Ap.
k=1

Ademaés, uno puede deducir facilmente que la pre-imagen de A esta dada como
T 'A=A,UB;
y expresar a la pre-imagen de cada B,, como

T'B,=A,11UB,1.

Tomemos C, tal que C € FN A. Como T es p-invariante se sigue que u(C) = u(T~1C). Para probar que T4
es ji4-invariante, habremos de probar que

wC) _ w(T;i'0)
1(A) u(A) 7

entonces solo basta probar que
W(T3'C) = p(T10).
En primer lugar, observemos que
oo o0
T,'c=J17"C =] AnT*C,
k=1 k=1

donde los conjuntos A, N T~"C son disjuntos dos a dos, entonces se sigue la siguiente igualdad
w(TiP0) = 3 w(Ay NT=F0).
k=1

Por otro lado, utilizando repetidamente las igualdades que obtuvimos al inicio de la demostraciéon sobre A,
y las pre-imagenes de A y B,, respectivamente, llegamos a que
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pT~10) = u(ANT'C)

(AANTO)+ (B NTC)

(ANT'O)+ (T B, NT72C)

(ALNTIC) + u(Ay NT2C)) + (B N T2C)

I
I
I

WAy NT7*C) + (B, NT™"C).
k=1

De aqui note que los conjuntos B, N T~"C también son disjuntos dos a dos. Considerando que estamos en

o0
un espacio de probabilidad y que |J B, NT"C C X, entonces
n=1

1>u(U BonT"C) = S w(B, NT"C).
=1

n n=1

o0
De manera que Y u(B, NT~"C) es convergente y se satisface que
n=1

lim p(B,NT~"C)=0.

n—oo

Por lo tanto, si n tiende a infinito,

W(T-1C) = EIM(Ak NT-kC).

Entonces, tenemos que
p(T1C) = 3 (A, NT+C) = u(T;C)
k=1

lo cual concluye la demostraciéon del teorema.

2.3. Transformaciones integrales

Ahora dado (A4, F,v) un espacio de probabilidad y S una transformacién que preserva la medida v, ahora
vamos a construir un nuevo espacio de probabilidad (X,C, 1) y vamos a definir sobre él una transformacion
T invariante bajo u, de modo que dicha construccién nos llevard a considerar a S como la transformaciéon
inducida en X cuyo retorno es f. Estas construcciones nos van preparando para abordar el tema de ergodi-
cidad.

La construccién se muestra a continuacion;

Tomemos f € L'(A,v) tal que f es positiva y toma valores enteros. Entonces

1) Se define al espacio X como sigue

X ={(y,1):ye Ay 1<i< f(y),i €N}
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11) La o-algebra C es generada por conjuntos de la forma

(B,i) ={(y,4):y € By f(y) > i}

donde BC A,Be FyieN.

111) La medida p esta dada por

<
—
X

#Byi) = Ja f(y)dv(y)

y luego extenderla a todo X.

1v) Finalmente, definimos 7' : X — X como

(y,i+1) si i+1< f(y)
T(y,i) =
(Sy,1) st i+ 1> f(y).

Proposicion 2.3.1. La medida p es de probabilidad.

Demostracion: En primer lugar, consideremos los conjuntos A,, como

An:{yeAf(y):n}7

asi, los conjuntos A,, son disjuntos dos a dos.

Dado lo anterior, es posible expresar al espacio X como

De manera que

1 o0
—wnl;/An“”

=1

Decimos que el espacio de probabilidad (X, C, u,T), es un sistema integral de (A, F,v,S) bajo f. Probemos
que la transformacion T preserva la medida p y para esto, note que es suficiente probarlo para los subconjuntos
medibles de A.
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Proposicion 2.3.2. La transformacion T es p-invariante.

Demostracion:

Sea B C A tal que B € F y sea i > 1. Entonces consideremos los siguientes dos casos:
Caso 1: Sii > 1, entonces T~1(B,i) = (B,i — 1) y asi

(T (B,1)) = u((B,i — 1)) = m (B0,

Caso 2: Si i = 1, consideremos los conjuntos A,, como

An:{yeA:f(y):n}v

0
entonces es claro que A = |J A,. De manera que
n=1

T-Y(B,1) = U (4, N S~'B,n),
n=1

donde los conjuntos (A, N'S~1B,n) son disjuntos dos a dos. Asi, tenemos que

> y(A, N S~1B)
Ja fy)dv(y)

entonces 1" preserva la medida p.
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