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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo principal de la teoria de los sistemas dindmicos es entender el com-
portamiento eventual de un proceso iterativo. Con iterar nos referimos a repetir un
proceso sucesivamente. En dinamica, el proceso que se repite es el de aplicar una
funcion. En esta primera parte, recordaremos algunos de los conceptos basicos de la
teoria de los sistemas dindmicos y presentaremos algunos ejemplos.

A partir de aqui, consideraremos a (X, d) como un espacio métricoy a f: X — X
como una funcién continua.

1.1. Definiciones elementales

En este trabajo, es de gran interes el comportamiento de un punto bajo el proceso
iterativo de una funcién, es decir, dado un xq € X, queremos saber lo que sucede
con los puntos xg, f(xo), f?(x0), ..., [*(xg) cuando n es suficientemente grande. La
forma en que determinaremos el comportamiento de estos puntos es observando sus
orbitas.

Definicién 1.1. Sea z € X, decimos que 7" (z) = J,,», ["(2) es la érbita positiva
de z. -

La érbita positiva de x es entonces el conjunto {z, f(z), f?(z), .., f*(x),...}.

Ejemplo 1.2. Sea x = 3, y consideremos la funcién f(x) = z? + 1. Entonces los
primeros puntos de la érbita de x son:

x = 3
flx) = f(3)=10
fAx) = f(10) =101
Flz) = F(101) = 10202

Ejemplo 1.3. Podemos considerar el circulo como el grupo cociente
R/Z ={z+7Z|z € R}
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De manera equivalente, podemos ver el circulo como
St={z€C||z| =1} = {exp2mif |# € [0,1)}

Pondremos nuestra atencién en las rotaciones en el circulo. Sea a € [0,1) fijo.
Definimos
T:R/Z —R/Z
r — x+ a(mod 1)
Esto es equivalente a exp 2mifl — exp 27i(0 + «). Esta funcién actia en el circulo,
rotandolo por un angulo «.

Figura 1.1: Rotacién por un angulo .

75(0)

T7(6)

En la Figura 1.1 se muestran algunos puntos de la 6rbita positiva de 6 al aplicarle
una rotacién por un angulo a.

Ejemplo 1.4. Consideremos ahora el plano complejo, y la funcién f(z) = 22. Sea

z =re donde |z| = r, entonces la érbita de z es re?? r2e? piedid p8e80

Figura 1.2: |z] < 1 Figura 1.3: |z| > 1
f(z) = r2e® f(z) = r2e?
z=re _
f2(z) = et FAz) = rtet? e =re”

f&(z) — 7,8681'6'

Ejemplo 1.5. Sea T, la funcién del panadero, definida de la siguiente manera

(Qx, %) si x € |0, %)
T(v,y) =
(22 —1,¥) size i1

Veamos el comportamiento del cuadrado unitario bajo 7.
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(1,1) . (1,1)
Figura 1.4: [0, 1)? Figura 1.5
(1,1) . (1,1)
Figura 1.6: T([0, 1]?) Figura 1.7
(1,1)

Figura 1.8: T2([0, 1]?)
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Ejemplo 1.6. Consideremos el espacio
Yo ={s=(sos152---)|s; =00 1},

al cual llamaremos el espacio de sucesiones en los dos simbolos 0 y 1. A los elementos
en Yo, en ocasiones los llamaremos palabras. o es un espacio métrico definiendo la
distancia entre dos puntos s = (sgs182--+) y t = (totite - - - ) de la siguiente manera:

sk — bl
d[S,t] = Z Q—k
k>0

El siguiente resultado sobre la métrica en ¥ lo demuestra Devaney. Lo presentamos
aqui sin prueba.

Proposicién 1.1. Sean s,t € X9, y supongamos que s = ty para k = 0,1,...,n.
Entonces d[s,t] < 1/2". De manera reciproca, si d[s,t] < 1/2", entonces s = ty
para k < n.

Este resultado nos da una manera sencilla de saber si dos puntos en ¥, son
cercanos, esto es, dos sucesiones son cercanas entre si, si sus primeras entradas
corresponden.

Definicion 1.7. La funcién shift o : 39 — 35 esta dada por

0'(808152 o ) = (815253 cee )

La funcién shift “borra” la primera entrada en una sucesién, y recorre todas las
demés un lugar a la izquierda. En la métrica definida, o es una funcién continua.

Entonces los primeros puntos de érbita positiva de s = (sps1s2--+) en Xy bajo
o son

s = (soS182-+")
o(s) = (s15283--+)
0%(s) = (s95354---)
o3(s) = (s35485--")
o'(s) = (s48586--)

Notemos que la 6rbita positiva de un punto la obtenemos al iterar repetidamente
la funcién. De manera similar podemos hablar de 6rbitas negativas al fijarnos en las
preimagenes de un punto dado. Entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicion 1.8. Sea r = x¢ un punto en X, una Orbita negativa de = es una
sucesion v~ (z) = {zx}0__, donde f(zy_1) = xy, para k < 0.
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Es posible que no existan 6rbitas negativas de z, incluso si existe una, no necesa-
riamente es tinica. En el caso en que f es un homeomorfismo, siempre existen orbitas
negativas. Asi, una drbita negativa es el conjunto de puntos =, f~(z), f~%(z), ....

Ejemplo 1.9. En la funcién del ejemplo 1.2, f(z) = 2%+ 1, consideremos xy = 343.
El primer punto de una érbita negativa de xy lo obtenemos al resolver

flzoy) = a2, +1 =343,
de donde z_; = £3+/38. Si tomamos z_; = 3v/38, podemos obtener x_, al resolver
flz_g) = 2%, +1=3V38,

asi, z_ys = +1/3v/38 — 1. Si tomamos x_, = v/ 3v38 — 1, con el mismo razonamiento
podemos encontrar x_3,x_4,.... De aqui es claro que la 6rbita negativa de xq = 343
no es unica.

Ejemplo 1.10. En el caso de la funcién del panadero, la érbita negativa se ve de
la siguiente manera

(1,1) (1.1)

Figura 1.9: [0, 1]? Figura 1.10

(1,1) 1,1)

Figura 1.11 Figura 1.12

Ahora que sabemos cuédles son las érbitas positivas y negativas, podemos dar la
siguiente definicion.

Definicién 1.11. A la sucesién y(x) = {z;| j =0,£1,£2,...} tal que g =z € X
y f(zj_1) = x;, la llamamos la érbita completa de .
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Tomando en cuenta los ejemplos anteriores, podemos ver que la érbita completa
corresponde a la unién de una orbita negativa y la érbita positiva.

Ejemplo 1.12. Sea s = (010011---) € ¥5. Algunos puntos de la érbita completa
de s son

o3(s) = (011101---)
o?(s) = (001110---)
o(s) = (100111---)

s = (010011---)
o '(s) = (101001---)
o 2(s) = (010100---)
o 3(s) = (001010---)

1.2. Tipos de orbitas

“Entender el comportamiento eventual de un proceso iterativo” se reduce a estu-
diar las érbitas de los puntos en un sistema dindmico. Como veremos a continuacion,
existen distintos tipos de drbitas, cada uno de gran importancia. Probablemente, el
tipo de érbita mas importante sea la de un punto fijo, el cual definimos de la siguiente
manera.

Definicién 1.13. Decimos que un punto z € X es un punto fijo de f si f(z) = =.

Ejemplo 1.14. Sea T como en el ejemplo 1.5. Los puntos fijos de T', los obtenemos
de resolver T'(z,y) = (z,y). Recordemos que
(22, %) size|0,3)
T(z,y) =
(22 —1,1%2) siz e[, 1]

Tenemos dos casos; (22, %) = (z,y) y (22 — 1, HTy) = (z,y). Sabemos que (2z,%) =
(z,y) siy sélo si 2 = x y § = y. De aqui se sigue que z = 0 y y = 0. Luego,

(2:1:—1,1+Ty):(:B,y)siysélosiQx—lzxyHTy:y.Deaquiqueleyyzl.

Por lo tanto, los puntos fijos de la funcién del panadero son (0,0) y (1,1).

Ejemplo 1.15. Consideremos Y5, como en el ejemplo 1.6, con la funcién shift
0: Y9 — Yo, Sabemos que

0(505152 ) = (518983 ).
Por lo tanto, los puntos fijos de ¢ son las sucesiones tales que
0(803182 U ) = (818233 .. ) = (308182 . )’

es decir, queremos que s; = Sg, So = S1, S3 = S2,..., Sy = Sp_1,.... Por la definicién
de los elementos en Yy, tenemos dos opciones:
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Si sqg = 0, entonces s1 =0, s5=0,..., 5, =0, ...
Sisg=1, entonces 1 =1,s,=1,..., 5, =1, ...

Por lo tanto, los puntos fijos de o son (000---) y (111---).
El siguiente tipo de érbitas son las érbitas de puntos periédicos.

Definicién 1.16. Sea z € X. Diremos que x es un punto periédico de periodo n
si f*(x) = x, para algun n > 0.

Ejemplo 1.17. Recordemos, del ejemplo 1.3, que para o € [0,1) fijo, T: R/Z —

R/Z rota un punto en el circulo por un dngulo «. En este ejemplo se tienen dos

casos; que « sea racional, o que « sea irracional. Tenemos que T'(x) = x4+ a(mod 1).
Supongamos que o = £ € Q, p, ¢ € Z, (p,q) =1y q+# 0. Entonces

T z)=x+ q(g)(mod 1) =x+p(mod 1) = x.

De aqui se sigue que todos los puntos son periédicos de periodo gq.

Suponiendo que « es irracional, se puede demostrar que cada punto z € R/Z
tiene 6rbita densa (la érbita de x es densa si: para todo y € R/Z, y para todo € > 0,
existe un n € N, tal que d(T™(x),y) < €) y que T no tiene puntos periédicos.

Ejemplo 1.18. Consideremos nuevamente

(2z,%) size|0,3)

T(z,y) =
(22 —1,5Y) siz e[, 1]

Calcular los puntos periédicos de periodo n es equivalente a resolver T"(z,y) =
(x,y). Sea n = 2, tenemos los siguientes casos:

Si0 <z <3, entonces T(x,y) = (22, %).

= Ahora, si 0 < 2z < %, entonces

T*(z,y) =T <2a:, %) = <4m, %) = (z,v)

siy sélosidr =y ¥ = y. Esto implica que (z,y) = (0,0), el cual es un punto
fijo.

= Pero, si % < 2z <1, entonces

T2(z,y) =T (21:, %) = (4x -1, 2TTQ> = (z,9)

siysélosiéla:—l:xyszy:

periodico de periodo n = 2.

y. De aqui se sigue que (z,y) = (%, %) es punto

Si i <z <1, entonces T'(z,y) = (2z — 1, Y.
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s Ahora,si 0 <2r —1< %, entonces

1 1

1I+y
= =

W

siysélosidr—2=uxy y. De aqui que (z,y) = (%, %) es punto periédico

de periodo n = 2.

= Pero, si % < 2x —1 <1, entonces

1
T*(x,y)=T <2rc -1, %) = (437 -3, 3%y> = (z,9)

34y _

siysélosidr —3 =y > =y. Esto implica que (z,y) = (1,1), pero (1,1)

es punto fijo.

B il ver que (4 2) = (2,5) v aue 7(2,3) = (2,2). Por o tanto {(3,1). (1, )}

es una orbita periédica de periodo n = 2.

El razonamiento utilizado en el ejemplo anterior, puede ayudarnos a calcular los
puntos periédicos de cualquier sistema, aunque en la mayoria de los casos resulta
muy complicado resolver algo de la forma f"(z) = x cuando n es muy grande.

También podemos notar que la érbita de un punto periédico tiene un nimero
finito de elementos.

Ejemplo 1.19. Consideremos ¥, con la funcién shift 0. Para encontrar las érbitas
de periodo n = 3 necesitamos encontrar las sucesiones que cumplan

0'3(8()8182"') = g2(313253...) = 0'(325354...) = (533435...> = (505132...)’

es decir, queremos los elementos de >y, tales que sg = s3, 51 = S4, So = S5, S3 = Sg,

S4 = S7,.... Las sucesiones, en Y, que tienen esta forma, son las siguientes:
x1 = (000000---)
ro = (001001---)
rs = (010010---)
xy = (011011---)
rs = (100100---)
r¢ = (101101---)
r7; = (110110---)
rg = (111111---)

Como vimos en el ejemplo 1.15, x1 y xg son puntos fijos. Notemos que o(z3) = x3,
o(x3) = x5,y o(x5) = xo. Por lo tanto {z,, x3, x5} es una dérbita periddica de periodo
n = 3. Ademés o(x4) = 7, 0(x7) = x4, y 0(vs) = x4. Por lo tanto, otra drbita de
periodo n = 3 es {xy4, 27, T}

Para Y5, con la funcién shift o, los puntos periddicos de periodo n tienen la
forma

(805182 ©S8p-150S1 " " Sp—1"" )

Capitulo 1 Sergio Vargas 9
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También podemos encontrarnos con puntos que por si solos no son ni puntos fijos ni
puntos periédicos, pero que algiin punto de su érbita si lo sea. De aqui la siguiente
definicién.

Definicion 1.20. Sea x € X. Decimos que = es eventualmente peridédico de
periodo n si ¥ no es periédico pero existe un m > 0 tal que f"*(x) = fi(x), para
todo 7 > m. Es decir, f(x) es periédico para i > m.

Ejemplo 1.21. Consideremos f: R — R, de tal manera que f(z) = 2% Sea z = 1.
Entonces x = 1 es punto fijo de f, pues f(1) = 1. Ahora, tomemos = = —1, entonces
f(=1) = (=1)* = 1,y f3%(=1) = f(1) = 1. Por lo tanto, z = —1 es un punto
eventualmente fijo para f.

Ejemplo 1.22. Para la funcién shift ¢, un punto eventualmente fijo tiene la for-
ma (SgS1 -+ Sp_150SnSn "), ¥y un punto eventualmente periédico tiene la forma

(3031 © o SnSn1Sn42 t Sndm—1Sn4+1Sn42 " 7 )

1.3. El conjunto w—limite

Los conjuntos que nos describen la dindmica de un sistema son los conjuntos
limite. A continuacién daremos su definicién formal y probaremos algunas de sus
propiedades que nos seran de gran utilidad més adelante.

Definicién 1.23. Sea 7" (z) = J,>, f"(¥) la érbita positiva de x € X. El conjunto
w—limite de x es el conjunto

w(z) ={y e X| f*(x) — y, para algin ny — oo}.

El conjunto w—limite es entonces el conjunto de puntos limite de las subsucesio-
nes de la orbita de x.

Ejemplo 1.24. Consideremos f : X — X, una funcién continua, y sea € X un
punto fijo de f. Sabemos que la érbita de un punto fijo es la sucesién constante
{z,z,x,...}. Es claro que w(z) = {z}.

Ahora, sea y € X un punto periédico de periodo n de f. La orbita de y es
Y(v) = {Yo, Y1, - Yn—1, Yo, Y1, -.. }, donde y,, = f™(y), n > 0. En el caso de las 6rbitas
periédicas, es claro que w(y) = v(y). Méas atn, w(y) = w(y,) para toda n > 0.

Ejemplo 1.25. Consideremos f como en el ejemplo 1.4. Sea z = re??, donde |z| = 7.
En el caso en el que r < 1, sucede algo similar a lo que se muestra en la figura 1.2.
Como r < 1, tenemos que ™ — 0 cuando n — oo, por lo tanto, w(z) = {0}.

Ahora, si r > 1, sucede algo similar a lo que se muestra en la figura 1.3. Como
r > 1, tenemos que r" — 0o, cuando n — oo, por lo tanto w(z) = oo.

A continuacién, presentamos algunas propiedades del conjunto w—limite con su
demostracion.

Proposicién 1.2. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. Entonces para todo x € X, se tiene que w(x) # <.
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Demostracion. Sea x € X. Como X es compacto, entonces es secuencialmente com-
pacto, es decir, toda sucesién tiene una subsucesion convergente. Asi, la sucesion
{f™(x)}n>0, es decir, la 6rbita de z, tiene una subsucesiéon que converge, digamos a
yo € X. Por lo tanto yy € w(z). |

Proposicién 1.3. Sea f : X — X una funcion continua. Para todo x € X, w(z)
es cerrado.

Demostracion. Si w(x) = &, entonces no hay nada que probar.

Supongamos que w(x) # &. Sea 9 € X y {yn}n>1 una sucesién contenida en
w(zo) tal que lim, o yn = yo. Basta ver que yg € w(zg), pues sabemos que un
conjunto es cerrado si y sélo si contiene todos sus puntos limite.

Tenemos que {y, },>1 converge a o, entonces para £, = 1, existe n; € N tal que
d<yn17y0) < %1

Como y,, € w(zy), existe k; € N tal que

f51(x0) € B (35 ) € Blyo,21):

Para ey = %, existe ny € N, ng > ny tal que d(yn,, %) < 2.

Como y,,, € w(xp), existe ky > k; tal que

€2

—) C B(yo, €2)-

ka(x(J) €B (ym? 9

Siguiendo este razonamiento, encontramos una sucesién creciente de naturales
{k;} tal que para cada j,

. 1
fY(x0) € B(yo,gj), € = 3

Por lo tanto, yo € w(zy). |
Es claro que cuando X es compacto, w(z) también lo es.

Proposicién 1.4. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una funcion
continua. Para todo v € X, se tiene que f(w(z)) = w(x), es decir, w(x) es invariante

bajo f.

Demostracion. Probamos la doble contencién. Primero tomemos xg € X y conside-
remos su conjunto w—limite, w(zy). Sea yo € f(w(zp)). Entonces existe 2y € w(xo)
tal que f(z9) = yo. Ademds, existe una sucesiéon de nimeros naturales {n;}2, tal
que

lim ™ (x0) = zo.
1— 00

Asi, por la continuidad de f, tenemos que

lim fritH (@o) = f(20) = wo,
es decir, yo pertenece a w(xg). Entonces f(w(xg)) C w(xg).
Ahora consideremos yy € w(xp), y tomemos una sucesién de nimeros naturales
{n;}2, tal que
lim f™ (20) = yo.

1—00

Capitulo 1 Sergio Vargas 11
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Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que cada n; es mayor o igual que
2. Dado que X es compacto, y contiene a la sucesién {f™!(x)}22,, existen una
subsucesion de {n; — 1}22, y un punto z; € X tales que

lim £ (20) = 2.
j—o00

Asi zp € w(zp). Ademés
flz0)=f (h’m f”ijl(xo)) = lim f™i(x) = yo.
j—00 J—00

Entonces yy € f(w(zo)), es decir w(xg) C f(w(zo)). [ |

Proposicién 1.5. Sea f : X — X wuna funcion continua, donde X es un espacio
métrico compacto. Sea xog € X y sea U C X una vecindad de w(xg). Entonces existe
N €N tal que para todon > N, f*(xy) € U.

Demostracion. Sea U un conjunto abierto tal que w(zg) C U. Como U es abierto,
X\U C X es cerrado, y por lo tanto compacto. Si

A={neN|f"(xo) € X\U}

tiene cardinalidad finita, entonces existe una sucesion creciente n; < no < ---,
n; € N, tal que las iteraciones f"(z() permanecen en X\U.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que { " (zg)} converge a un punto
yo € X\U. De aqui se sigue que yy € w(xg), lo cual es una contradiccién, pues

Yo ¢ U
Por lo tanto A es finito. [ |

La proposicién 1.5 nos dice que lim,,_,o, d(z,,w(z)) = 0, donde x,, = f"(x).

Resumiendo, si (X, d) es un espacio métrico compacto y f: X — X es una funcién
continua, entonces el conjunto w—limite de x € X es no vacio, compacto, invariante
bajo f, vy lim, o d(z,,w(z)) =0, donde x,, = f"(x).

De manera similar, si consideramos ahora las érbitas negativas, podemos definir
el conjunto de los puntos de acumulacién de las subsucesiones de una érbita negativa.
A este conjunto lo llamaremos a—limite.

Definicién 1.26. Sea v~ (z) = {zx}}___, donde f(zx_1) = x1, una érbita negativa
de x = z¢p € X. El conjunto a—limite de z( es el conjunto

a(z) ={y € X | z,, — y, para algin n; — —oo}.

Las mismas propiedades que presentamos para el conjunto w—Ilimite se cumplen
para el conjunto av—limite. Es decir, si (X, d) es un espacio métrico compacto y f :
X — X una funcién continua, entonces el conjunto a—limite es no vacio, compacto
e invariante bajo f.

12 Capitulo 1 Sergio Vargas



Capitulo 2

Conjuntos Internamente Cadena
Transitivos

En su intento por describir los conjuntos de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias a un nivel topolégico, Conley introduce el concepto de cadena
recurrencia. Se ha encontrado relacién entre el concepto de cadena recurrencia y
la estructura de los conjuntos atractores. La teoria que se ha desarrollado a partir del
trabajo de Conley ha sido muy 1til en varios campos. Por ejemplo, Hirsch introduce
el concepto de conjuntos Internamente Cadena Transitivos, y con estos caracteriza
la propiedad de persistencia uniforme.

En este capitulo, desarrollaremos la herramienta necesaria para definir los con-
juntos Internamente Cadena Transitivos, daremos algunos ejemplos y hablaremos
de su relacién con los conjuntos w—Ilimite y a—limite.

Como en el capitulo anterior (X, d) es un espacio métrico, y f: X — X es una
funcién continua.

2.1. Conjuntos Cadena

La palabra cadena nos sugiere que necesitamos alguna manera de relacionar
puntos, o en este contexto, conectarlos. Por eso damos la siguiente definicién, que
serda fundamental al hablar de los conjuntos Internamente Cadena Transitivos.

Definicién 2.1. Sea {z1,...x,,}, m > 1, una sucesion finita de puntos en X, de tal
forma que, para cualquier € > 0, d(f(z;),z;41) < &, 1 <i < m — 1. Decimos que la
sucesion {xq,...x,, } es una e—cadena que conecta z; con Z,.

Ejemplo 2.2. Sea z € X, sea f: X — X continua. Consideremos {x; = z, ...,z },
con x; = fi7l(x), 1 <i < m, es decir, los primeros m puntos de la érbita positiva de
x. Sea e > 0 arbitrario. Es claro que {z1 = x, ..., x,, } es una e—cadena conectando
con Ty, pues f(x;) = x;41. Por lo tanto d(f(x;),x;41) =0 <e¢e, paral <i<m— 1.

Maés atun, supongamos que 1 = x es un punto periédico de periodo m. Por un
argumento similar al anterior, la érbita peridédica de = es una e—cadena que conecta
x1 con x;, para 1 < ¢ < m. Es decir, podemos conectar a x; con cada punto de su
orbita, incluso consigo mismo.

Ejemplo 2.3. Sea ¢ = 1/2", por la proposicién 1.1, dos puntos s,t € 3y cumplen

13



Tercer Verano de la Investigacién en Matematicas 2018

con d[s,t] < 1/2" = ¢, si s, = t; para todo k < n. Sea {s1, ..., s5} con

$1 (0100100010 - - - )
sy = (1001000101 ---)
s3 = (0010001011 ---)
s¢ = (0100010111 --)
ss = (1000101101 ---)

Entonces, con la funcién o, {si, ..., s5} es una 1/2°—cadena que conecta s; con ss.

Ejemplo 2.4. Sea X C R? con la métrica usual, dado por X = X |J X5, donde
Xi={(n,0):n>1} y Xo={(n,1/n):n>1}
y definimos f: X — X por
f(n,0)=(mn+1,0) y f(n,1/n)=(1,0).

Sea (m,0) € X y sea € > 0. Por la Propiedad Arquimedia existe n > m lo suficien-
temente grande, de tal forma que 1/n < . Consideremos la sucesién

{(m,0),(m+1,0),...,(n —1,0),(n,1/n)}

Tenemos que d(f(m,0),(m +1,0)) =0 < ¢, pues f(m,0) = (m + 1,0). De aqui es
facil ver que

d(f(m,0),(m+1,0)) =d(f(m+1,0),(m+2,0)) = ... =d(f(n—2),0),(n—1,0)) = 0.
Ademas
d(f(n—1,0),(n,1/n)) = /(n —n)2+(0—1/n)2=+/1/n2=1/n < ¢.

Por lo tanto, la sucesion

{(m> O)? (m + 1, 0)7 T (n -1, 0)7 (nv 1/”)}
es una e—cadena que conecta (m,0) con (n,1/n).

En sistemas dindmicos, la idea de un punto recurrente, es que en algin momento,
bajo iteraciones, la 6rbita vuelve o se aproxima al mismo punto. En este contexto
definimos algo similar con la ayuda de las e—cadenas.

Definiciéon 2.5. Sea z € X. Decimos que = es un punto cadena recurrente
si para cualquier ¢ > 0 existe una e—cadena que conecta a x consigo mismo. Al
conjunto de puntos cadena recurrente de X bajo f lo denotamos R(X, f).

Ejemplo 2.6. Consideremos las rotaciones en el circulo R/Z. Recordemos del ejem-
plo 1.17 que en el caso de una rotacién por un angulo racional, todos los puntos son
periédicos, entonces, por el ejemplo 2.2, todos los puntos son cadena recurrente.

En el caso de una rotacion por un angulo irracional, sabemos que las orbitas
son densas, por lo tanto, una e—cadena que conecte un punto consigo mismo, es la
orbita del punto bajo T'. Esta e—cadena puede ser muy larga, pero por el Principio
del Buen Orden, podemos asegurar que existe la mas pequena.

14 Capitulo 2 Sergio Vargas
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Ejemplo 2.7. Sea X = X, [J X3, como en el ejemplo 2.4. Recordemos que
Xi={(n,0):n>1} y Xo={(n,1/n):n>1}
y que f: X — X esta definida por

f(n,0)=(n+1,0) vy f(n,1/n)=(1,0).

Sea (m,0) € X y sea € > 0. Por la Propiedad Arquimedia existe n > m lo suficien-
temente grande, de tal forma que 1/n < €. Entonces, la sucesion

{(m,0),(m+1,0),...,(n —1,0),(n,1/n),(1,0),...,(m,0)}

es una e—cadena que conecta (m,0) consigo mismo. Es decir, cada (m,0) € X; es
un punto cadena recurrente.

El siguiente resultado puede resultar muy importante al momento de buscar el con-
junto de puntos cadena recurrente de un conjunto.

Proposicién 2.1. El conjunto R(X, f) es cerrado y R(X, f) C f(X).

Demostracion. Seay € X un punto de acumulacién de R(X, f). Sea e > 0, entonces
por la continuidad de f en y, existe un > 0, de tal manera que si z € X es un
punto con d(y,z) < d, entonces se cumple que d(f(y), f(z)) < 5. Sin pérdida de
generalidad podemos tomar ¢ < 5.

Consideremos z € B(y,0) N (R(X, f)\{y}). Como z € R(X, f) podemos encon-
trar una §—cadena, {21 = 2, 22, ...2m—1, Zm = 2}, que conecta z consigo mismo. De
aqui que d(f(2),zi41) < 5.

Veamos que y € R(X, f), es decir, veamos que para cada € > 0 podemos encon-
trar una sucesion finita, {y1 = y, Y2, ..., Yn—1,Yn = y}, tal que, parai =1,...,n — 1,

d(f(yi), yir1) <e.

Notemos que

ademas,

e €

A (o) ) < d(F ). 2) +dz0) < 5+ 5 =2
Por lo tanto, {y1 = y,y2 = 22, .., Yn—1 = Zm—1,Yn = Y} €s una e—cadena que conecta
y consigo mismo. De aqui que R(X, f) es cerrado.

Por construccién, tenemos R(X, f) C f(X), y por lo tanto R(X, f) C f(X),

pero R(X, f) = R(X, f) por ser cerrado. Entonces R(X, f) C f(X). |

Es posible que todos los puntos de un conjunto sean cadena recurrente. En esos
casos utilizaremos la siguiente definicion.

Definicion 2.8. Sea A C X. Decimos que A es un conjunto cadena recurrente
si todos sus puntos son cadena recurrente, es decir R(A, f) = A.

Capitulo 2 Sergio Vargas 15
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Ejemplo 2.9. Siguiendo con el ejemplo de las rotaciones en R/Z. Para el caso en
que el angulo es racional, vimos en el ejemplo 2.2 que todos los puntos son cadena
recurrente. Por lo tanto, R(R/Z,T) = R/Z.

Sea x € R/Z. En el caso en el que el dngulo es irracional, vimos que las érbitas
son densas, es decir, para todo y € R/Z, y para todo € > 0, existe un n € N, tal
que d(T™(z),y) < e. De aqui que existe un k, de tal manera que d(T*(z),z) < ¢.
Asi {xy = 2,..., 21 = T*Y(2),2,, = ¥} es una e—cadena que conecta a  consigo
mismo. Pero esto se cumple para cualquier x. Por lo tanto R(R/Z,T) = R/Z.

Ejemplo 2.10. En el ejemplo 2.7, notemos que f(X) = Xj. Por la proposicién 2.1,
tenemos que X; C R(X, f) C f(X) = Xy, pero X; es cerrado en X, por lo tanto
R(X, f) = Xy, es decir X; es un conjunto cadena recurrente en X.

Hasta ahora, unicamente hemos pedido que existan e—cadenas que conectan
puntos, y no hemos pedido ninguna condicién para los puntos de dichas sucesiones.
La palabra internamente, nos da una idea de lo que pediremos para las e—cadenas.
De aqui la siguiente definicién.

Definicién 2.11. Sea A C X no vacio e invariante bajo f, es decir, f(A) = A.
Decimos que A es un conjunto Internamente Cadena Recurrente (ICR) si cada
punto z € A es cadena recurrente a través de puntos de A.

Ejemplo 2.12. Sea f: X — X una funcién continua, y sean xy, s € X dos puntos
fijos de f. Sea A = {x1,22}. Es claro que, para todo € > 0, una e—cadena que
conecta x; consigo mismo, ¢ = 1,2, es la sucesién constante {z;, z;, ..., x;}. De esta
manera r1 y Xz son puntos cadena recurrente a través de puntos de A, por lo tanto

A es ICR.

Ahora, tenemos todas las herramientas que necesitamos para definir los conjuntos
Internamente Cadena Transitivos. Para esto, necesitamos que se cumpla una condi-
cion mas fuerte que enunciamos a continuacion.

Definiciéon 2.13. Sea A C X no vacio e invariante bajo f. Decimos que A es un
conjunto Internamente Cadena Transitivo (ICT) si para cualquier par a,b € A
y para todo ¢ > 0 existe una e—cadena, de puntos en A, que conecta a con b.

Ejemplo 2.14. Consideremos las rotaciones en el circulo. En el caso de que el
angulo de rotacion sea irracional, sabemos que cada punto tiene o6rbita densa. Sea
xn, = f"(x), n > 0. Entonces {x1,zs, ..., T, } es una e—cadena que conecta a x; con
T

Ejemplo 2.15. Es claro que las 6rbitas periddicas son también conjuntos ICT.

Una pregunta que nos podemos hacer inmediatamente es jqué relacion existe entre
los conjuntos ICR e ICT? La respuesta es la siguiente:

Proposicién 2.2. Sea A C X un conjunto ICT para f, entonces A es ICR.

Demostracion. Sean a,b € A. Como A es ICT, existen dos e—cadenas en A; una
que conecta a con b, y otra que conecta b con a, digamos {z1 = a, ..., Tp_1, T,y = b},

y {2} = b,...,2!,_|, 2}, = a}, respectivamente. Entonces {z1 = a,...,xp_1,2] =
b, ...,z 4,2, = a} es una e—cadena en A que conecta a consigo mismo, y de manera
similar, {z} = b,...,2,,_,,21 = a,...;Tpm_1,T, = b} es una e—cadena en A que
conecta b consigo mismo. Por lo tanto A es ICR. ]
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El reciproco es falso, como podemos ver con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16. Sea f: X — X una funcién continua, y sean zq,xs € X dos puntos
fijos de f. Sea A = {x1,22}. En el ejemplo 2.12, vimos que A es ICR, pero no hay
forma de conectar x; con x5 a través de puntos de A. Por lo tanto, A no puede ser

ICT

Queremos saber qué necesita un conjunto ICR para ser ICT. Resulta que los con-
juntos ICT cumplen con una propiedad que no todos los conjuntos ICR tienen.

Definicién 2.17. Sea M C X compacto e invariante. Decimos que M es invarian-
temente conexo si no es la union de dos conjuntos no vacios, cerrados, disjuntos
e invariantes.

Ejemplo 2.18. Consideremos el circulo con las rotaciones. Sabemos que el circulo es
conexo, por lo tanto no es la union de dos conjuntos no vacios, cerrados y disjuntos.
Mas atin, no es la union de dos conjuntos no vacios, cerrados, disjuntos e invariantes;
por lo tanto es invariantemente conexo.

De aqui, es claro que ser conexo implica ser invariantemente conexo. Pero el reciproco
no se cumple.

Ejemplo 2.19. Sea A = {a,b} C X y sea f una funcién continua, de tal manera
que f(a) =by f(b) = a. Es claro que {a},{b} es una separacion de A, es decir, A es
no conexo. Pero f(a) = b,y b ¢ {a}, por lo tanto {a} no es invariante. Similarmente
para {b}. Por lo tanto, A es invariantemente conexo.

Antes de responder la pregunta de qué necesitan los conjuntos ICR para ser ICT,
veamos el siguiente resultado que relaciona los conjuntos ICT con los invariante-
mente conexos.

Recordemos la métrica de Hausdorff. Sean A y B dos subconjuntos compactos
de X, no vacios. La distancia de Hausdorff entre A y B se define como

dy (A, B) := max(sup{d(z, B) : x € A},sup{d(z, A) : x € B})
Proposicién 2.3. Todo A C X compacto e ICT es invariantemente conexo.

Demostracion. Sea A C X compacto e ICT. Supongamos que A no es invariante-
mente conexo, es decir, que existen U y V' no vacios, disjuntos, cerrados e invariantes,
tales que A=UUYV.

Sean u € Uy v € V. Seae < 0, como A es ICT, existe una e—cadena,
{1 =u,...,x,, = v}, de puntos en A que conecta u con v.

Como U y V son disjuntos, dg(U,V) > 0. Tomemos ¢ < dg(U,V), y sea
k = min{n|x, € V}. Es claro que k > 1 pues x; € U, pero x; € V.

Por ser {z1, ..., £, } una e—cadena, tenemos que d( f(zx_1), %) < &, pero f(xg_1) €
U (pues U es invariante bajo f) y zx € V. Esto es una contradiccién, por la forma
en que tomamos ¢. Por lo tanto A es invariantemente conexo. |

Antes de demostrar el Teorema importante, demostramos el siguiente resultado, el
cual utilizaremos mas adelante.

Proposicién 2.4. Sea (X, d) un espacio métrico, y f: X — X una funcion conti-
nua. Sea A C X de tal manera que f(A) = A, entonces f(A) = A.
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Demostracion. Probemos la doble contenciéon. Por la continuidad de f, se cumple
que f(A) C f(A), pero f(A) = A. Entonces f(A) C A. Por otro lado, sea x € A,
entonces existe una sucesiéon {y,} de puntos en A, de tal manera que y,, — . Por la
continuidad de f, se cumple que f(y,) — f(z). Por la invarianza de A, f(y,) € A,
por lo tanto f(z) € A. De aqui se sigue que A C f(A). Entonces A es invariante
bajo f. [ |

Por lo anterior, notamos que la conexidad juega un papel importante en los conjuntos
ICT. Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Sea M C X compacto, conexo e ICR. Entonces M es ICT.

Demostracion. Sea M C X compacto, conexo e ICR. Consideremos a € M y € > 0.

Sea A = {x € M| existe una e—cadena conectando a con z}. Entonces A # &,
pues a € A. Sea z € A. Entonces existe una e—cadena {z; = a, ..., Zp_1,2m = 2}
que conecta a con z. Notemos que

0 d( (2 ), ) = d(f(z0m1), 2) < .
De aqui que existe una vecindad V de z, tal que para toda x € V existe una
e—cadena que conecta a con x. Entonces V' C A, y por lo tanto, A es abierto.

Ahora veamos que A es invariante bajo f. Tomemos z € A, como f es continua,
podemos encontrar y € A de tal forma que d(f(y), f(2)) < e. Como y € A, existe
una e—cadena que conecta a con y, {y1 = a,...,Yn—1,Yn = y}. Observemos que
{vh = a,....;yn = Y, Ynt1 = f(2)} es una e—cadena que conecta a con f(z), por lo
tanto f(A) C A. Esto implica que f(A) C A.

Sea e < 0, como f es uniformemente continua en M, existe § € (0,e/2) tal que, si
d(z, f(y)) < J, entonces d(f(x), f2(y)) < €/2.Seax € A, como M es invariante debe
existir y € M tal que f(y) = x. Ademas, existe una d—cadena en M que conecta
a y consigo mismo, digamos {y1 = vy, ¥2, ..., Yn = y}. Notemos que d(f(y),y2) < ¢
implica que d(f*(y), f(y2) < 5. Ademas, d(f(y2),y3) < < 5, y por lo tanto

9
+ -

d(f* () ys) < d(f*(y), f(y2)) + d(f(y2)95) < 5+ 3

N ™

Ast, {z = f(y),y3,-,yn = y, f(y) = z} es una e—cadena que conecta = consigo
mismo pasando por y. Dado que = € A, existe una e—cadena {z; = a,...,x, = =}
que conecta a con x. De aqui que {1 = a,...,x = f(y),ys,...,y} es una e—cadena
que conecta a con y. Asi, A C f(A).

Recordemos que f(A) C A. Como A es invariante, por la proposicién 2.4, A es
invariante, es decir f(A) = A, por lo tanto A C A. Es decir, A es cerrado.

Tenemos que A C M es abierto, es cerrado y A # &, pero M es conexo, por
lo tanto A = M. Entonces, para cada x € M podemos encontrar una c—cadena
conectando a con x. Como a y € los elegimos arbitrariamente, M es ICT. |

2.2. Conjuntos ICT y los conjuntos w—limite

Ya hemos visto algunos ejemplos de conjuntos ICT, y algunas de sus propiedades.
Ahora, lo que queremos hacer es caracterizar los conjuntos ICT.
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Proposicion 2.5. Sea M C X compacto y f: X — X una funcion continua. Dado
un & > 0, existe una d—vecindad, V de M, tal que si u,v € V con d(u,v) < 9,
entonces d(f(u), f(v)) < e.

Demostracion. Tenemos que f|,, es uniformemente continua. Por tanto, para todo
e < 0, existe d. < 0 de tal forma que si z,y € M son dos puntos con d(z,y) < J,
entonces d(f(x), f(y)) < £/3. Por otro lado, por la continuidad de f, para cada
e<0yxe M existe §, > 0 tal que f(B(x),0,) C B(f(x),e/3).

Para cada © € M y ¢ > 0, tomemos ¢, = min{d,,d./3}. Consideremos A =
{B(x,6!)}zem, entonces A es una cubierta abierta de M. Como M es compacto,
existe una subcubierta finita

=1

Sean a,b € U tales que d(a,b) < d./3. Entonces existe z1,x2 € M, tales que a €
B(x1,6},) y b € B(x2,6,,). Entonces

T2

0. 0. 0.
d(xy,x9) < d(xy1,a) + d(a,b) + d(b,x5) < 3 + 3 + 3 < 0,

por lo tanto d(f(x1), f(22)) < §. Por otro lado

e € ¢
A((a), f(8)) < d(f(a), fen)) +d(f (@), fa) +d( (), fB) < 5+ 5+ <
Como U es abierto, existe una ¢*—vecindad de M enteramente contenida en U. Sea
d = {0%,0./3}. Consideremos V' la d—vecindad de M. Entonces para u,v € V' con
d(u,v) < 6 se cumple que d(f(u), f(v) < e. |

En los preliminares definimos los conjuntos w—limite, y se comenté un poco
sobre su importancia en los sistemas dinamicos. Ahora, veremos la importancia de
los conjuntos ICT por su relacién con los conjuntos w—limite.

Proposicién 2.6. Sea f : X — X wuna funcion continua. Entonces el conjunto
w—limite (a—limite) de cualquier orbita positiva (negativa) precompacta es ICT.

Demostracion. Sea x € X, y supongamos que x tiene una orbita positiva precom-
pacta v (x) = {x,}, donde x,, = f"(z). Llamemos w al conjunto w—limite de x.
Entonces, w es no vacio, compacto, invariante, y lim,, o, d(z,,w) = 0.

Sea € > 0, por la proposicion 2.5, existe U, una d—vecindad de w, con la propie-
dad que para u,v € U con d(u,v) < ¢, se cumple que d(f(u), f(v)) < /3.

Tomemos dos puntos arbitrarios a,b € w, veamos que existe una €—cadena que
conecta a con b. Como lim,, ., d(x,,w) = 0, existe N > 0 tal que z,, € U para toda
n > N. Por lo anterior podemos encontrar k > m > N tales que d(z,, f(a)) < &/3
y d(zg,b) < €/3. Asi, la sucesién

{yO =a,Y1 = Tmy -y Yo—m = Lk—1, Yb—m+1 = b}

es una ¢/3—cadena en X que conecta a con b.
Ahora, para cada y; € U, i = 1, ...,k — m, podemos encontrar un z; € w tal que
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(

il ) < 0 < /3. Entonces, si tomamos zyp = a y 2r_m+1 = b, tenemos que para
=0,1,...k—m
d(f(2:), ziv1) < d(f(z), f(i) +d(f(Ye), yir1) + d(Wig1, Zig1)

Log L=
3 3

Por lo tanto {zo, ..., Zk_m+1} €s una e—cadena en w que conecta a con b. Asi, w
es ICT. Utilizando un argumento similar, lo podemos demostrar para el conjunto
a—limite de érbitas negativas precompactas. |

<

Wl ™

Hasta aqui hemos trabajado con oérbitas, y a partir de ellas hemos obtenido
conjuntos ICT y conjuntos w—Ilimite. La siguiente definicién serd de gran utilidad
para caracterizar los conjuntos ICT.

Definicién 2.20. Sea S : X — X una funcién continua. Una sucesién {x,} en X
es una pseudo-orbita asintdtica de S si

lim d(S(xy), Tpi1) = 0.

n—o0

El conjunto w—limite de {x,} es el conjunto de limites de subsucesiones.

Ejemplo 2.21. El ejemplo mas sencillo de una pseudo-érbita asintética es una
orbita. De aqui que:

1. Las drbitas de puntos fijos,
2. las orbitas de puntos periddicos,
son pseudo-érbitas asintéticas.

Una pseudo-orbita asintotica es entonces una sucesion que se comporta como si fuera
una Orbita. Asi, de manera similar a las érbitas precompactas, podemos decir lo
siguiente de los conjuntos w—Ilimite de las pseudo-orbitas asintoticas precompactas.

Proposicion 2.7. El conjunto w—Ilimite de cualquier pseudo-orbita asintotica pre-
compacta de una funcion continua S : X — X es no vacio, compacto, invariante e

ICT.

Demostracion. Sea Z, el conjunto de los niimeros enteros no negativos, y conside-
remos Z, = Z, U {oc}. Para cualquier funcién continua y estrictamente creciente,
¢ : [0,00) = [0,1), con $(0) =0y ¢(c0) = 1, podemos definir una métrica p en Z,
como

p(mi,ma) = [p(m1) — d(mo)|

para cualesquiera mq, ms € Z, . Entonces Z, es compactificado.
Sea {x, : n > 0} una pseudo-érbita asintética precompacta de S : X — X,y
llamemos w a su conjunto w—limite. Consideremos el subespacio

= ({oo} x X)U{(n,z,) :n >0}

del espacio métrico (Z, x Y,d), donde d = d + p.
Veamos que {(n,x,) : n > 0} tiene la topologia discreta. Sea (n,x,) € Y, y sean
g1 = p(n—1,n), g2 = p(n,n+1). Tomemos ¢ = min{ey, £2}. Veamos que B((n, x,,),€)
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tiene un solo punto. Sea (m,z,,) € B((n,z,),¢), entonces d((m, x,,), (n,z,)) < &,
por lo que p(m,n) < e. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n. Como
¢ es estrictamente creciente, se tiene que p(m,n) > p(n,n + 1). Asi

e>p(m,n) > pn,n+1) =¢cq > ¢,

por lo tanto m = n.
Consideremos la funcién g : Y — Y, definida de la siguiente manera

g(n,xn) = (n+1,2041)

g(OO, ZE) = (OO, S(l‘))

Como {(n,x,) : n > 0} tiene la topologia discreta, se sigue que g es continua en
{(n,x,) : n > 0} y, por la continuidad de S, también es continua en {oo} x X.
Ahora, tomemos U = B((o0, x), ). Sea (n,x,) € U, entonces

p(n,o0) <3y d(r,,a) <4,

por otro lado, por la continuidad de S, y el hecho de que {z,, : n > 0} es una
pseudo-Orbita asintética, se tiene que, para z € X y n > 0,

d(wni1, 5(x)) < d(wngr, S(2a)) +d(S(zn), S(x)) <,

por lo tanto g es continua.

Sea v*(0,29) = {(n,x,) : n > 0} la drbita positiva de (0,x¢) para g" : Y — Y,
n > 0. Entonces v+ (0,z,) estd contenido en el compacto Z, x {z,}, por lo que
v+(0, ) es precompacto en Y, y su conjunto w—limite, w(0, xg) = {00} X w, por la
proposicién 2.6, es invariante e ICT para g. Asi, por la forma en que definimos ¢, w
es invariante e ICT para S. |

El siguiente Teorema nos da una forma de encontrar conjuntos ICT a partir de
conjuntos ICT conocidos.

Teorema 2.2. Sean S, S, : X — X, n > 1 continuas. Sea {D,} una sucesion de
subconjuntos compactos de X, no vacios, con

lim dy(D,, D) =0,

n— oo
para algun subconjunto compacto D de X. Supongamos que para cadan > 1, D, es
invariante e ICT para S,. Si S, — S uniformemente en D U (>, Dn), entonces
D es ivariante e ICT para S.

Demostracion. Sea K = D U (J,~; D»), entonces K es compacto por ser la unién
finita de compactos. Ademas, una cubierta finita de K también es cubierta de D, y
por lo tanto una subcubierta finita nos da una vecindad de D que también contiene
D,, para n suficientemente grande.

Supongamos que S,, — S uniformemente en K, y que lim, o dg(D,, D) = 0.
Sea x € D, entonces existe z,, € D,,, tal que x,, — . Para probar la invarianza de D
en S, es decir S(D) = D, demostraremos la doble contencién. Como S, (D,) = D,,
n > 1, tenemos que S(x,) € D, pero S, (z,) — S(x), por lo tanto S(x) € D. Enton-
ces S(D) C D. Por otro lado, existe y,, € D,, tal que S, (y,) = x,. Podemos suponer
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que y,, — y € D para alguna subsucesion y,,. Entonces z,,, = S,.(yn,) — S(y) = z,
por lo que D C S(D). Asi, S(D) = D es decir, D es invariante para S.

Ahora veamos que D es ICT para S. Sea ¢ > 0 arbitrario. Como S|, es unifor-
memente continua, y por la convergencia uniforme de S, existe un § € (0,£/3) y
un numero natural N, tal que para n > N y puntos u,v € K con d(u,v) < §, se
cumple que

(S (1), S(v)) < d(Sp(w), S(u)) + d(S(u), S(v)) < £/3

Tomemos n > N fija, tal que dy(D,, D) < §. Por tanto, para cualesquier par de
puntos a,b € D existen puntos z,y € D,, tales que d(x,a) < § y d(y,b) < . Como
D,, es ICT para S, existe una d—cadena {z; = x, 22, ..., 2me1 = y} en D, que
conecta a x con y. Dado que D,, esta contenido en una d—vecindad de D, para cada
i = 2,...,m podemos encontrar un w; € D con d(wj,z;) < 6. Tomando w; = a 'y
Wma1 = b, tenemos que

d(S(wi), wiy1) < d(S(wy), Sn(2:)) + d(Sn(2i), 2it1) + d(Zig1, wirr)

g
< - 4+ 4§ 4+ 6 < ¢

3
para i = 1,...,m. Por tanto, la sucesién {w; = a, ws, ..., w11 = b} es una e—cadena
en D, para S, conectando a con b, es decir, D es ICT para S. |

Los tnicos conjuntos ICT que hemos visto son conjuntos w—limite, esto no es coinci-
dencia, pues bajo ciertas condiciones, los conjuntos w—limite son los inicos conjuntos

ICT.

Proposicién 2.8. Sea f : X — X wuna funcion continua, y sea M C X no
vacio, compacto e ICT. Entonces para todo € > 0 existe una e—cadena finita en
M, {y1, s Ym}, cOn Y1 = Ym, tal que \J;~, B(y;,€) es una cubierta de M.

Demostracion. Sea x € M y sea € > 0 arbitrario. Como M es compacto, podemos
encontrar una sucesién finita de puntos {x; = x,xa, ..., Ty, Tmy1 = ¢} en M, tales
que |J;~, B(z;,€) es una cubierta para M.

Como M es ICT, para cada 1 < ¢ < m, existe una e—cadena finita en M
conectando x; con z;,1, digamos

i i i _
{yl = T, Ya, "'7yni7 yni-l,-l - xi—i—l}-
Consideremos la sucesién

1 1 2 2 m m m
{ylv "'7yn17y17 "’Jyn27 ---73/1 7"'7ynm7ynm+1}'

Notemos que yi™" = zip1 = i, . De aqui, d(f(yh,), vi™") = d(f(yh,), vh, 1) <
€. Ademas, y' | = Ty = x. Asi {y%,...,y}tl,y%,...,yiQ,...,y{”,...,y;’jn,yffmﬂ}.

Notemos también, que todos los puntos de {z1 = x,Z9, ..., T, Tmy1 = T} aparecen
1 1 2 2 m m m m
en la e—cadena {yi, ..., ¥n Ui Unysr o Y15 s U s Y 1}, pero ;o Bz, €) ya
era una cubierta de M. Por lo tanto, las bolas de radio € con centro en los puntos
1 1 2 2 m m m :
de {Y1s s Yn, s Ul s Ungs - YT s s U > Y 1}, forman una cubierta de M. [ |

Finalmente, enunciamos el resultado mas importante de esta seccion, con el cual
caracterizamos los conjuntos ICT de la siguiente manera.
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Teorema 2.3. Un conjunto M C X, no vacio, compacto e invariante es ICT si y
solo st M es el conjunto w—Ilimite de alguna pseudo-orbita asintotica de f en M.

Demostracion. Sea M el conjunto w—limite de alguna pseudo-orbita asintdtica de
f en M, por la proposicién 2.7, la suficiencia se cumple.

Ahora, supongamos que M es no vacio, compacto, invariante e ICT. Para cada
entero positivo k, y € = 1/k, por la proposicién 2.8, existe una 1/k—cadena finita
en M {2} = x,25,....,2 , 2/, = x} conectando  con z, tal que las bolas de radio
1/k con centro en los puntos de {zf = z, 25, ..., 2/, zf |, = x} es una cubierta de M.

Consideremos la sucesién infinita

1 1.2 2 k k
{205 oy 20y 205 ey By ooy 215 ey s o )

Notemos que d(f(zi),zf“) = d(f(2 ), 2 1) = d(f(z),x) < 1/k. Por lo tanto,
{1,220, 2, 2F, o 2, ..} es una pseudo-Grbita asintética de f en My su

conjunto w—Ilimite es M. |

Como mencionamos antes, lo que se busca en los sistemas dindmicos es entender el
comportamiento eventual de un proceso iterativo, y esto se logra fijAndonos en los
conjuntos w—limite. En general, no es tarea sencilla encontrar conjuntos w—Ilimite,
de aqui la relevancia del Teorema 2.3, pues ahora sabemos que si encontramos un
conjunto w—Ilimite, encontramos un conjunto ICT, y si encontramos un conjunto
ICT, sabemos que podremos asociarlo al conjunto w—limite de alguna pseudo-orbita
asintética.
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