Breviario de la Did%&ctica de la Matem$tica

Michael Barot

Introducci@in

Estfis notas se elaboraron como material de apoyo para el cuBid§ctica
de las Matem@ticas len la Maestrfa en Docencia para la Educaciyfn Medio
Superior.

Las notas contienen una breve exposicifin de los diferentesias que se tratan
y se apoya en ejercicios bien seleccionados. Esto subraya la p@sagsumida
durante todo el curso de qu@o es posible hablar de la Did§ctica de las
Matem8ticas sin hablar de Matem§ticas , dicho en otras palabras: esta
asignatura no puede impartirse de manera tefrica sin caer erriga faltas
graves. Es por ello mismo que no cito ningun trabajo pedagfi@igeneral, ni
de la reciente corriente del llamado \constructivismo" que h&a cierto grado
se puede encontrar en este texto.

No es un libro de consejos de vestirse bien, de hablar claro, dedenila letra

al escribir en el pizarrfn o de mantener una cierta actitud, r& es un libro
donde se explican ciertos aspectos de las matem@ticas que stgvantes en la
\buena ensenanza" (la did@ctica) de las matem@ticas. Taifiim vale aclarar
gue con este texto no pretendo hacerle justicia a los numerosbstéiculos que
enfrenta un maestro en la realidad desde grupos de 60 alumnostataciones
insu cientes hasta programas de estudios deplorables. En ciegentido es
una propuesta de un ideal de lo que puede signi car la buena erseza de
a matem@tica, un ideal que tal vez en la realidad no se podrfganzar pero
{ creo { que bien se hace en tenerlo claro en el horizonte.

Agradezco aqu$ especialmente a Daniel Baumgartner y a GiarloaCopetti.
Hace m@s de dos dgcadas, el primero era un companero en ehiBa@to
y el segundo el maestro de matem@ticas que nos ensen$. Des{iddniel y
yo empezamos a estudiar matem@ticas y por falta de dinero eezamos a
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dar clase de matem@ticas en esta misma escuela. Fue un perfotivesante
y muy enriquecedor por las largas y frecuentes discusiones gobl \chmo
ensenar” entre los tres. Afin, hoy en dfia, separados por la videantenemos
contacto aunque con menor frecuencia, pero el tema sigue serd mismo
de antes: las matemf@iticas y su ensenanza. Es por ello que sin esbd se
puede decir, que la gran parte de este libro lo debemos a GiamgaCopetti
y a estas discusiones, que trat§ de transformar en algo escrito.

1 Patrones del pensamiento matemético

En 2004, Giancarlo Copetti me pas$h unas impresiones de acetatle una
charla que habfa dado a maestros de Bachillerato bajo el tfiulMotive
mathematischen Denkens", que se puede traducir como \Patrondsl| pen-
samiento matem@tico”. En ellas se presentaron tres patronesqye aquf se
aument® por uno. Estos patrones ocurren con frecuencia erpehsamiento
matem@tico y pueden ensefarse como estrategias para la sflucie proble-
mas. Despu®s de una breve explicaciin de los patrones estimbatratamos
de aclarar cu@l podrfla ser su lugar en el salfin de clase.

1.1 Presentacifin de los patrones
Especializacifin y generalizacifin.

De todos los patrones, &l de la especializacifin es tal vez @snsencillo.
Describe la idea de reducir una a rmaciin dada o una obsen@ti§ un caso
particular.

Para dar un ejemplo consideramos la firmula de Brahmaguptemétem$tico
indio, 598-668)

F="(si a(si b(si o(si d);

gue describe el §re& de un cuadrilftero con los ladog, b, cy d inscrito en
un cfrculo (dondes = w es la mitad del perffimetro del cuadril@tero).



B~~~ —C

Un caso particular ocurre cuandoA = D, es decir cuanda = 0. Entonces
obtenemos la firmula

F = P (si a(si b(si os

gue expresa el @rea de un triinguld ABC con los ladosa, by ¢ (donde
S= %’ sigue siendo la mitad del perfmetro dé ABC). Esta frmula se
conoce como ldrmula de Hern(Her®%n fue griego y vivih m$ o menos 10-70
d.C.).

La generalizaciyn describe el proceso opuesto al de la espieeicfn, en
donde se trata de obtener una formulacin general a partir denos pocos
ejemplos.

Si consideramos el desarrollo decimal de las siguientes franes

= 0:14285714285142857
=0:285714285¥42857
=0:4285142857
=1:000

~NI~N NIW NN N

(las cifras sobrerayadas indican la sucesifin de cifras que geetefin para
siempre y que forman ungperfodg, entonces podemos observar el hecho
interesante que%, % y % tienen el mismo perfodo y podrfamos pensar que
para cualquier nfimero entera, la fracciin % tiene este mismo perfodo. Esto
es una generalizacifin de los tres hechos observados ameente. Pero esta
generalizaciin es falsa: si es divisible entre 7 entonce§ seri un nfimero
entero y el perfodo consiste de una sola cifra: el cero. Asf quéerfiaque
modi car nuestra primera generalizacifin y en un segundo intenpodrfamos
pensar que? tiene el perfodo 142857 para cualquier nfimero entergue no
sea divisible entren. Esta segunda a rmaciin es verdadera, y alentamos al
lector de dar una prueba irrefutable de este hecho.
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Resaltamos de aquff que una generalizacifn no tiene que secdicomo tam-
poco tiene que ser cierta.

Analogfa.

La analogfa es un poco m@s difficil de captar que la geneediin. La analogfa
describe el proceso de obtener a partir de una a rmacifin u obsarifin otra,
gue contenga m@s o menos el mismo contenido pero en un &mbiferente.

Damos primero un ejemplo sencillo que tal vez por su visualiz&ni pueda
dar un poco de claridad. Para ello consideramos simplementeasn guras
geom®tricas. El cuadrado, por ejemplo, es un caso particutkr un rect§ngulo
y este a su vez un caso particular de un paralelogramo. >Qu% seifia cuer-
pos anfilogos en tres dimensiones? Cualquiera de las tres gupianas est§
delimitado por pares de segmentos paralelos. Pero un segmenbodelimita
un cuerpo en tres dimensiones, lo an§logo de segmento en dosdsiones
es la cara en tres dimensiones. Entonces tenemos que jarnos @erpos que
estin delimitados por pares de caras paralelos. >Cufintosgsanecesitamos?
En el plano son dos pares, para delimitar en dos direccionesedintes, pero
en el espacio necesitarfamos tres pares. Entonces nos jamos aralple-
pfpedos en el espacio, ya que son los cuerpos delimitados pes pares de
caras paralelos. El rectingulo tiene como caracterfisticaegos segmentos se
tocan en un §ingulo recto, as que el paralelepfpedo ragiflar es la analogfa
al rectingulo y el cubo la analogfa al cuadrado por tener togl sus guras
gue delimitan iguales entre si.

En un dibujo lo podrfamos mostrar as¥:

E :5 é;lij &

1 E

1 1
L1 L1 L1
A A A
I L1 L1

e = I = = A S = s i S = A s
=N CrEe L&+
=== e

Aquf signi ca A=analogfia, E=especializaciin y G=generalizéfin.
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Observamos que obtuvimos los cuerpos en el espacio que soncgafil a las
“guras planas al describir los §iltimos mediante propiedadegie mantienen
un signi cado en ambos @mbitos, en el plano y en el espacio: pogmplo
los cuerpos estfin delimitados; lo que delimita aparece en @&rel nfimero
de pares est@ dado por la dimensifn etc.

Estudiamos entonces las firmulas que nos dan el contenidd:§eea para
“guras planas y el volumen para guras del espacio. Para las gwalel ex-
tremo izquierdo (es decir paralelogramo y paralelepfpedenemos la misma
frmula:

contenido = basef altura

donde la base puede signi car dos cosas distintas pero anfilogados dos
casos. Para las dos guras de la columna en medio (es decir elfiagulo y la

caja) tenemos las firmulaaby abcsiay bson los lados del rectingulo & b

y clos lados de la caja. Observemos como estas firmulas se esjranigbara

la columna derecha para obtener firmulas anfilogasy a® que podrfamos
generalizar aa® donded es la dimensifin del espacio.

Damos otro ejemplo. La a rmacifin \existe exactamente un puotdel plano
gue equidista detres puntos que no se encuentran emna recta’ es an@loga
a la a rmacifin \existe exactamente un puntodel espacioque equidista de
cuatro puntos que no se encuentran emn plano'.

En el caso de los tres puntos en el plano es el circuncentro defingulo

formado por estos tres vgrtices. En el caso de los cuatro punts el es-
pacio este punto es el centro de la esfera circunscrita al tetdae con estos
virtices. Observamos que se modi caron diferentes partes dealamacifin

simultineamente. Por ejemplo, se aument® el nfimero de pomtde tres en
el plano a cuatro en el espacio; la razfn es que se aument® taedisifn por
uno.

La generalizacifin de estas dos a rmaciones al espacio de disifgmn serfa:
\existe exactamente un punto del espacio de dimensifinque equidista de
n + 1 puntos que no se encuentran en un subespacio de dimensifjn 1".

Simetrfa.

Bajo una simetrfla se entiende una transformacifin que no camhia objeto
dado o, dicho de otra manera, tambign la propiedad del obgetde no cam-
biarse bajo ciertas transformaciones.
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Ast, las guras que est@in en el dibujo anterior m8s a la deredienen mayor
simetrffa que aquellas a la izquierda. Al re°ejar un cuadrado peu diagonal
se obtiene el mismo cuadrado mientras en un rectingulo que na seadrado
esto no es asf: el rectingulo re°ejado no est§ en la misma posigfie el
rect@ngulo original.

no es un eje eje de simetria
de simetria R
e 4
. - rd
} / s
”“‘ //
//’ //
- - ’

La letra | no cambia al re°ejarla verticalmente u horizontalnente. La letra

S se puede rotar por 180y se ve igual que antes. Muchos animales son
sim§tricos respecto a una re°exiin en un plano. En todas estasiationes,
la simetrffa es un mapeo geom®trico, como una re°exiin o untaoifn, que
deja invariante al objeto.

Pero existen simetrfflas muy distintas a las geom$tricas. Porrej@o no cam-
bia la ecuaciffnxy = 1 al intercambiar las dos variablesx y y. Por ello,

el punto (x;y) es una solucin de la ecuacifiry = 1 si y solamente si
(y;X) es una solucifin tambign. Esto signi ca que el conjunto de soloices

S = f(x;y) j xy = 1g es sim®trico respecto al mapeo que manda un punto
(X;y) en (y;x). Pero este mapeo es justamente la re°exifin en la diagonal
y = X. Resumiendo podemos decir que la simetrffa de la ecuacn= 1
signi ca geom®tricamente la simetrffa de re°exifin del conjuntle soluciones
S.

Observamos que la ecuacifry = 1 tampoco cambia si sustituimos si-
mult§neamentex porj x yy porj y. Esta sustitucin corresponde geom®tri-
camente a una rotacifin por 180con el centro el origen del plano cartesiano.
Por ello, la simetrffa de la ecuacifin corresponde a la simetrgmgtrico del
conjunto de soluciones.



Si visualizamosS entonces reconocemos sin problema estas simetrfas ya que
S es una hip®rbola.

Invariancia.

La invariancia est§l intimamente relacionada con la simetrfaPara ver un
ejemplo consideramos el conjuntM de todos los paralelogramos del plano.
Adem@s consideramos ciertas transformaciones que por caret®eun buen
nombre las llamamos \enchuecamientos”. Un enchuecamiento@sa trans-
formacifin que en un sistema de coordenadas apropiado se ve como

(y) 7V (x+.y1y)

donde , es algfin escalar. La siguiente gura muestra un tfpico enchue-
camiento.

H 1 [ ol O
! i Hy H [ ?1@ o
A FTIE Enchuecamientor—
— Hi = O &
A i Y s O
A A oy =0 O O
N | 1 R s A

Cada enchuecamiento manda un paralelogramo en nuevamenteparalelo-
gramo, que puede ser distinto del original. Asf obtenemos unmé&ifnM !
M vy si variamos los enchuecamientos obtenemos varias de estagifanes.

Claro es que los enchuecamientos cambian los §ingulos y lssadcias. Por
ello, la circunferencia de los paralelogramos varfa bajs lenchuecamientos.
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El §irea, en cambio, no varfa bajo un enchuecamiento, un hedje se de-
muestra ficilmente para triingulos que tienen un lado pdedo a la direccifn
del enchuecamiento (la direccifin est@ dada por un haz detescparalelas que
no se cambian bajo la transformacifin). Como cada polfigono gadlividirse

en triingulos con bases horizontales, podemos generalizainvarianza del

firea bajo enchueacmientos a polfigonos en general. Afirsnt®n la idea de
axhaustar @reas delimitadas por curvas con polfgonos se ebé que enchue-
car no cambia el fea de guras cualesquieras.

Por ello, el §rea es un invariante de los paralelogramos bagl enchucamiento
y es imposible obtener un paralelogramo de otro mediante vasi enchue-
camientos si ho comparten la misma §rea. Esto nos conduce a lagumta si
es posible obtener un paralelogramo de otro mediante una seaie enchue-
camientos si sabemos desde antes que los dos paralelogramnostrtiéa misma
firea. Si esto es el caso, entonces el invariante se llasompleto Dejamos la
averiguacifn en este caso al lector interesado para dedicar@oun segundo
ejemplo.

En un circuito est@in instalado diez focos \sensibles al tacto"Si se toca
un foco todos los dem$is cambian su estado: los apagados se mhemey
los encendidos se apagan. S%lo el foco que se toc%h permanmese estado,
tal como lo muestra el siguiente ejemplo donde se toc% el prinfeco a la
izquierda.

ANk N/ . N . . Ny \ Ny,
antes B [ D I A B R A N A NN
NS TN N TN IS TN
N Qs N l/ . . A/
- NN VT < N Q7
despugs - '= I 1= 0 i el e

71N\ 7N TN TN
Al principio todos los diez focos estfin prendidos y se debe asstar la pre-
gunta de chmo habrfla que tocar los focos tal que al nal todast®n apagados.

La respuesta es fécil: se pueden apagar todos los focos si se @adafoco una
sola vez (no importa en qu§ orden), porque entonces cada foambia nueve
veces de estado. Sin embargo no funciona ese mismo truco si loniateos
con once focos. Si el lector hace unos intentos podr llediifmente a la idea
de que posiblemente no sea posible apagar todos los focos. Corwlely un
nfimero nito de estados, a saber'®, serfa fécil programar una computadora
para averiguar si eso es posible o no. Pero serfa algo insatisfactoa que
no obtuvieramos ningfin conocimiento a fondo del problema.



Es m@s ffcil si nos aclaramos que estamos buscando a un invégiaes decir
a una propiedad que no cambia al tocar un foco en cualquier sati$n. El
lector que ha jugado un poco con este problema se percatarflidamente que
siempre hay un nfimero impar de focos prendidos y no es difflidmostrar que
la paridad de los focos prendidos (es decir la propiedad ddlmero de focos
prendidos de ser par o impar) no cambia al tocar un foco, sin imgar en
gue sitauciin estemos. Con ello queda tambi®n demostrado gaeer efecto
imposible apagar todos los focos ya que no podemos llegar deitaacifin
inicial donde este nfimero es impar a la situaciin nal donde estfimero es
par.

1.2 Un ejemplo

Veamos la siguiente situacin en donde un rombo est@ inscritowe trigngulo,
tal como lo muestra la siguiente gura.

El ejercicio tradicional consiste en calcular el lado del rombo en funciin de
los tres lados del trifingulo.

Pienso que la siguiente pregunta es m@s interesante: >cufieas siguientes
fhrmulas podrfia ser la solucifn?

_ (a+ b? _ b
Q) x= 1t C (2)x—m

_ bc -G
@) x= gre @) x= ove

Siconsideramos que la frmula expresa la longitud de un segioeta frmula
(2) debe parecernos extrano, porque si sustituimos para logdaa, by c el
valor 10 cm entonces obtenemos= 500 cn?, que serfa mfs bien el contenido
de un @rea. La ffirmula (2) no da la dimensifin correcta y eso @s buen
indicio para descartarla. Pero es su ciente. >Por qu$ la din@fin debe
estar bien? >podemos realmente descartar (2) shlo porque laeisiHn no
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sale correcta? Tal vez hay que entender la ffirmula (2) de maadistinta:
sustituimos paraa, by c el nfimero de centfmetros y obtenemos por la frmula
otro nfimero. Entonces este es el nfimero de centfmetros queew. >Puede
ser v@lido esta interpretaciin? La respuesta obtenemos si retaamos como
debe comportarse la firmula bajo una homotecia o al cambiar inidad de
medir: tomar metros en vez de centfmetros, por ejemplo. Si digamos los
lados del triingulo tambi®n el ladoc debe duplicarse. Pero segfin la frmula
(2), el lado x se cuadruplicarfa. Por ello podemos descartar (2). Las otras
tres fHrmulas (1), (3) y (4) dan la dimensin de una longitugy por ello
ninguna m@s podemos descartar.

Observamos ahora la simetrffa de la situacin. El rombo se pegdaasquina
A entre los ladosby c del trifingulo. Si intercambiamos los dos lados obten-
emos un trifingulo congruente que se obtiene deABC por una re°exifin en
la bisectriz del §ngulo\ BAC .

C
C O
O
b a
b a O
O O
]
A B A B

En esa re°exifin, el rombo queda jo. >Qu® signi ca esto para larffula?
Bueno, deberfa signi car que el valor de no cambia si intercambiamody c
en la frmula. Esto sucede con seguridad cuando la firmula eafdrica en
by ¢, como por ejemplo en (3) y (4). Pero la frmula (1) no es simfa en

by ¢ si escribimosf (a;b; 9 = &2 tenemosf (a;c;f = & 6 f (a;b; 9.

a+b
Podemos descartar (1) porque el valor de no es igual parab=1y c=2

como parab=2y c=1.

Quedan dos firmulas que tienen la dimensifn correcta y que simgtricas
enby c. Es facil tomar esta filtima decisifin entre estas dos al coreid
un caso particular. Para facilitarnos los c@lculos buscamas caso que sea
especialmente sencillo, como el de un tri§ngulo rect§ngudiceles corb =
c=1
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C

1
Cp_
1 4
1 [
2 1
1
A 1 B

. . P~
En esta situacifin tenemog = 2y x = % La firmula (3) da en efecto
x = 3, mientras la frmula (4) dax = »-2. Por ello descartamos la firmula

(4) tambign y s%lo nos queda la fHrmula (3).

Claro, con ello no demostramos la validez de la frmula (3).eR a cam-
bio aument® nuestra comprensin en el intercambio entre I§rinula y su
contenido geom®trico. Hubiera sido posible s$lo usar el filirargumento y
considerar varios casos particulares para descartar tambigh) y (2), pero
entonces no habrfamos ganado esta comprensifin. Pienso quaripsmentos
gue usamos son por mucho m@s atractivo que calcular simpleneexty que
el costo que pagamos - a saber la incertidumbre si (3) es correctao -
equipara la comprensifin ganada.

Para extraer afin m@s de la relacin entre la firmula y l@agmetrfa, suponemos
la validez de la firmula (3) como un hecho probado:

bc

X= oo 3)
aungue no lo hemos demostrado afin (lo haremos m§s abajo) ug@tra cosa
brinca a la vista en la ffrmula a parte de la simetrfa emy c? Recordamos
gue la fHrmula expresa la longitud del lada del rombo en funci®n de los tres
ladosa, by c. Entonces debe llamarnos la atencifin que el ladmi siquiera
aparece en la firmula. >Que signi ca este hecho geom$tricate@ Pues, no
signi ca otra cosa que el valor dex no cambia mientras mantenemos jo los
ladosby c aunque variamos el lad@. En otras palabras, el §ingul® puede
variarse libremente sin cambio alguno em, como lo muestra la siguiente

ilustraci®n.




Podemos aprovechar esto en la construccihn de un mecanismacatado que
tiene dos brazos de longitud y ¢ se conectan erA tal que puedan girar
libremente. Despu$®s se insertan otras dos varas para complethrombo.

C

W
77 B8
OO0 OO

PN a— —

=7 7

Segfin la frmula (3), el puntdV siempre se encontrarf sobre la rec&C al
mover el mecanismo. Este mecanismo es bien conocido: se llanparifgrafo
y se usa para reducir o ampliar un dibujo. Si se ja el punt8 con un clavo
en una tabla, entonces un lapiz pegado en el puniy/ traza una imagen
reducido de la trayectoria marcado con una punta e@. Si se coloca el 1§piz
en C entonces este dibuja una ampliacin de lo que indica la punta W.
>Por qu® esto es asf? y adem@s >cufll es el factor de amphazireduccifin?
Antes de contestar introducimos algunas notaciones adicidas.

Cy
o .
Ug——-Ww
0
0 0
0 0
N 0
A v B

Los triingulos4 ABC, 4 UWC y 4 VBW son semejantes. Por ello se tiene
jBWj BVj cj x.
jBCj  JBA]j c '
una cantidad que, segfin la frmula (3), no puede variar al ver el mecan-
ismo. Eso sigi ca que no sBHlW est§ enBC sino tambign vale quewW
divide al segmentoBC siempre en la misma proporcifin. Por ello funciona

el pantfigrafo y al sustituir (3) obtenemos para como factor deduccifn el
valor .

Por razones de simetrfa concluimos que tambign
jBWj jBVj _bj x.
jiBCj jBA] b
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vale y por ello tenemos
1= JCWj+ JWBj _ JCWj N JBWj _ bj X, CiXx
- iBCj "~ jCBj jBCj b c

de lo que podemos deducir nalmente la validez de la frmul8)(

Podemos inscribir en la “gura original otro rombo en el trifinglo 4 V BW
en la esquinaV.

0.
0
Ub———W
0 =k
U O e 5 WO
O o/
AL [ ~B

Claro que el mecanismo seguir@ funcionando, afin cuando iteeros una
vara UWP que extiende el lado del rombo chico que es paralele.a

Pero eso signi ca que el mecanismo puede funcionar tambi®n cdguaos
paralelogramos especiales en vez del rombo y surge la preguwitéal vez
funcionarfa con cualquier paralelogramo. La pregunta estences si en la
siguiente gura

C
O
O
O
O
Il
O
1

<)

y " a
A X B

las fHrmulas parax y y son independientes da. En efecto, esto sucede y se
obtiene de manera similar
b(ci X)

==
y el factor de reducciin nuevamente €$*. Encontramos una buena gene-
ralizacifin de la situacifn original.

>Habr@ una situacfhn anfiloga en el espacio? Nos preguntamagfibes la
“gura anfilgfa al triingulo en el espacio? En el ejemplo quensmeramos
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para la analogfa en 1.1 se elabor$ una analogfa entre el plared espacio;
ahf el triingulo (dado por 2+1 puntos no colineales) era altfjo al tetraedro
(dado por 3+1 puntos no coplanares). Por ello podrfamos intiam de meter
un cuerpo en una esquina del tetraedro que es anflogo al romkb rombo
est@ delimitado por dos pares de lados paralelos que aders@s iguales. En
el espacio debemos delimitar un cuerpo por caras. Exigimos pmalogfa que
las caras aparezcan en pares que son paralelos y que las caragysales. El
cuerpo que resulta es el paralelepfpedo regular. Observamas gecesitamos
tres pares de caras.

El paralelepfjpedo debe meterse as% en el tetraedro que tressdis caras
gueden dentro de las tres caras del tetraedro que coincidenla esquinaA
y que la esquina opuesta del paralelepfpedo se encuentra en ta daBCD
del tetraedro que est@ opuesta al vErtica.

>Cufll serfa la firmula que expresa la longitud de la aristalel paralelepfpedo
regular en funci®n de las aristas del tetraedro? Nuevamente queremos cal-
cular sin pensar sino preferimos preguntar >cufil ffrmula jpax serfa an@loga
a la fhmrula original (3) de la situaciin plana? Suponemosig la analogfa
es buena y que la fHrmula satisfacer@ las propiedades ag@to Por ejemplo
esperamos que la f rmula sea sim®trica en las tres aristas qoiaden en

A y que las otras aristas no aparezcan.

Como en (3) aparece el producto de los laddsy c en el nominador y la
suma deby c en el denominador podrfamos intentar hacer lo mismo en la
situaci®n tridimensional. Obtenemos la frmula an@loga
uvw
(19 x= Trvrw
Pero la tenemos que descartar de una vez ya que no nos da la disifm
correcta. La siguiente idea que podrfamos intenar es obtengra expresifin
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sim®trica al sumar los t§rminos de tipo (3) para cada dos deslaes variables
u, vy w.
uv A wu
(2% x= + + ;
u+v Vv+w w+u

Pera aquff habr@ que considerar que cada uno de los tres sunasngh tienen
una interpretacihn geom®trica. Si escribimos

uv vw wu
X1 = o X2 = ;o X3 =
u+v v+ w w+u

entoncesx; es la longitud del lado de un rombo insertado en el triingulo
4 ABC. De manera muy similar se interpretarx, y xs. ComoXx; > X no
podemos tenex = X1+ X,+ X3. Por ello descartamos tambign . Hagamos
dos intentos m@s.

(3) x=

uvw uvw
@ x= W
uv + vw+ wu uz + v2 + w2

En ambos mantenemos el nominador como en el primer intento greegimos

el denominador para obtener la dimensifn correcta. En%4se aument®
la potencia de los sumando por uno, lo que podrfa considerarsencauna
analogfa de dimensiin. En @8 el denominador expresa el tamano de las
caras que inciden er. Sugerimos que el lector busque todavfia otras firmulas
gue son an@logos a (3) de alguna manera.

Estos ejemplos muestran muy bien que una analogfa no se puedaidedie
manera finica. Se tiene que luchar por ella, tomando en cuen&s nociones
que deben corresponder tanto como el resultado. Las dos fflasu(3d) y
(49 son frmulas sencillas que dejan traslucir ideas claras degloe toma en
cuenta la analogfa. Cual de las dos saldr§ correcta se tiene gueriguar con
otros medios y bien podrfla ser que es ninguna de ella.

Consideramos una de las caras del tetraedro, por ejemploABC y sea
4 ABCPO el triingulo que se obtiene como interseccifin del tetraedpor
el plano paralelo a4 ABC que pasa por el otro lado del paralelepfpedo.
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Los dos trifingulos4 ABC y 4 AB %P son semejantes y por ello obtenemos
las siguientes expresiones para los ladag’= jABY = “LXuy 0= jJABY =
“2Xy. De la validez de (3) inferimos que

ud®  wj X o U
uo+ vo wWoou+v

Observamos aquff que la firmula (3) se comporta de manera dihecomou®
y v9son mfjltiples deu y v (con el mismo factor®i*), tambign x lo es. Lo
discutimos cuando tratamos la dimensi®n, ahora observamos dacto. En
esta ecuaciin podemos despejar

Wi X uv :
=21l % j Gw(u+ v)
W  u+v
(uw+ vw)x = (W X)uv j +uvx
(uv+ uw + VW)X = uvw ] ¥ (uv + uw + vw)
_ uvw _
uv+ uw + vw’
Esto demuestra que (3 es la analogfa buscada.
Si tomamos en cuenta que
bc 1
®  x= b+c I+ 1
[
uvw 1
3 X = =
3) uv+uw+vw  l+ 14l
u A" W

la analogffa es mf@s clara afin y abre la posibilidad de buscaalagfas en
dimensiones mayores que tres.
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1.3 Comentarios

Si resumimos lo que hicimos, podemos observar que a partir de yenglo

muy sencillo, que en principio no propone nada espectaculalggamos a
consideraciones interesantes que rebasan por mucho el cfl@axpfcito del
ejercicio tradicional. Lo que nos guih en este desarrollo sas Ipatrones de
analogfa, de generalizacin, de simetrfa y tal vez tambitrelegancia.

Pienso que hay muchos ejercicios como este, que permiten unreamiento

m@s atractivo, donde la aplicacifin de estos patrones geseuna interaccifin
interesante que rebasa el propio ejercicio. Tambign enfatinos que la de-
mostracifin en este desarrollo no se encuentra en primer plann,hecho que
volvemos a discutir con mayor detalle en el sigiuente capftulBero poner el
®nfasis en estos patrones logra afin una cosa mfs: nos hace i@faxsobre
firmulas, guras y nfimeros mfis que s%lo tratarlos mec&nmcente.

Los patrones expuestos presentan estrategias generales pasgax un pro-
blema nuevo, para analizarlo y familiarizarse con §l. Los fpanes se pueden
encontrar en muchos lugares, afin fuera de las matem@ticassypor ello que
un tratamiento cuidadoso de ellos ayuda a los alumnos para estturar su
pensamiento, para que analicen su entorno y lo re°exionen. Canegmplo
gue vimos a detalle querfamos mostrar que el maestro puede efreo los
patrones en muchos lugares.

1.4 Propuestas

1. Considera el teorema del coseno como generalizacin detema de
Pitigoras. Considera tambign los casos extremos cuando eg@o
entre los dos lados es cero o igual a dos rectos.

2. La prueba del 3 y del 9 admiten una generalizacin a sistenpfidico.
Formula la generalizacin y demfjestrala.

3. Las rectas notables junto con los puntos notables en un@rigulo son:
las alturas que dan lugar al ortocentro, las medianas que ddumgar
al baricentro, las mediatrices que dan lugar al circuncerry las bi-
sectrices que dan lugar al incentro. >Cufles objetos (rexta puntos)
permiten una analogfa en el tetraedro?

4. La analogfia de los poliedros en mayores dimensiones se |laoidopo.
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Trata de formular una de nicifin de politoporegular. Usando libros o
el internet, averigua cufiles son los politopos regulares@ratro dimen-
siones.

2 Conjeturar o demostrar

Revisemos el ejemplo expuesto en 1.2. Aungue el texto no es elqrolo
de una clase real sino una exposicifin para su lectura, podemosqee se
da mucho m@s lugar al desarrollo de la comprensi®n que a la dstacifn.
Esta fiitima se encuentra en segundo plano y entra en accifinos@iéspugs de
haber generado una inquietud, una posible a rmacifin que pueder cierta o
no. En este capftulo quisieramos retomar y profundizar esta ale

2.1 Lfneas en el plano

Las siguientes actividades estin inspiradas en el libro delygMathematics
and Plausible Reasoningue es una fuente extremadamente rica.

Dadasn rectas en el plano, >qu® preguntas interesantes nos podeimaser?
Enlistarg las respuestas que me dieron unos maestros del baefdto de la
UNAM en el curso \Did§ctica de las Matemfticas " del MADEMS:

a. >En cufiles §ingulos se intersecan las rectas?
b. >Cufintas cruces de dos o m@s rectas hay en total?
c. >Cufintas regiones se de nen por las rectas?

d. >Cufintos colores se necesitan para iluminar las regioned (jae dos
regiones adyacentes tengan diferentes colores)?

e. Podemos ver chmo in°uye la existencia de rectas paralelas opgen-
diculares en las respuestas a las preguntas anteriores.

La opcifine. es diferente porque no es una pregunta, sino una idea de
estudiar chmo las respuestas a las preguntas anteriores dejsnde ciertos
efectos. Pero de las cuatro primeras respuestas, es claramente diferente
a las dem@s. >En qu® di ere? En las preguntas, c. y d. esperamos un
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nfimero nito, que depende del nfimera y tambign de la situaciin dada.
Observamos las siguientes tres situaciones

1] 1 0O 1 d
Il —14d 1 d
1 (I 10
O 1 I |
O a1 I 1
O 1 . nra o—1
[1 [1 a 1 o .1
] 1 O 1 O —1
O [ g 1 g 1

Podemos imaginarnos que las tres situaciones se obtienen &3 tmomentos
al mover las rectas. Las respuestas a las preguntasc. y d. se mantendr@n
estables durante perfodos largos del movimiento y s%lo en neonos deter-
minados, tal como lo muestra la tercera situacifin pasa algo. Laspuesta a
la preguntaa. en cambio sigue variando todo el tiempo.

Ahora, la situacin original era muy general y no se dijo en nifig lugar que
ibamos mover las rectas. Sin embargo, si buscamos preguntasacigspuesta
depende m@s bien del nfimero de rectasy menos de la situacifin concreta,
la respuestaa. no cali ca, mientras las otras tal vez si lo hacen. Por ello ya
no seguiremos investiganda.

Empecemos a investigar las otras preguntas. Para obtener unanpera idea
podrfamos estudiar unos casos particulares como los siguierdenden = 4.

caso 1 caso 2 caso 3
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= = | 52
= = =l I_rJ,jl =
1 D:'I L1 | - .
' L1 1 1 -
= i B S
caso 4 caso 5 caso 6
1 o — 1 .
1 1 [ 1 1
[ I — [ — 1
111 T 11 (I
11 1T 11 Izhzl = lﬁﬂl.
i — N R R T
1 —1 1 1 j
—1 —1 1 —1 [ [
caso 7 caso 8 caso 9

La siguiente tabla muestra los resultados para las tres pregastb., c. y d.
en cada uno de estos casos.

Nfimero de
cruces| regiones| colores
caso 1 0 5 2
caso 2 3 8 2
caso 3 4 9 2
caso 4| 3 9 2
caso 5 5 10 2
caso 6 5 10 2
caso 7 1 8 2
caso 8 4 10 2
caso 9 6 11 2

Dos cosas nos deberfan llamar la atenci$n: por un lado, laéirfia columna

siempre es 2, es decir en cada caso sHlo se necesitan dos coldeegdgb
y negro, por ejemplo) para iluminar las regiones. Esto puederivearse

ficilmente si empezamos iluminando cualquier regifin comaico y luego
iluminamos cada regifin adyacente a esta por negro y a todasyacentes
a estos negros con blanco y asf subsequentemente. Lo que sopresdjue
siempre funciona en etos ejemplos y nos llevaanjeturar que para cualquier
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situaciin (de regiones de nidas pon rectas en el plano) sflo se necesitan
dos colores.

La segunda observacin concierne las primeras dos columnasgdecir las
preguntasb. y c.: en ambos casos el m&ximo nfimero se alcanza en la filtima
situaciin. >Qu® hace este caso especial? En comparaciin oendem®@s
podemos observar que

(i) no hay ningfin par de rectas paralelas,

(i) no hay tres rectas que se intersecan en un s®lo punto.

De hecho es el finico caso con estas dos propiedades. Claro, sdbayectas
paralelas, estas dos no contribuyen a la cuenta de puntos deeirgecciin y
dos rectas que se cortan de nen cuatro regiones y no s$lo tresiodo hacen
rectas paralelas. De ahfi, no nos deben sorprender estas proged. Por ello
podrfamosconjeturar que el nfimero m&ximo de cruces y el nfimero méximo
de regiones de nidos pon rectas en el plano se obtiene cuando (i) y (ii) se
satisfacen.

Esto podrfa atraer nuestra atencihn y modi car las preguntagiginales b.
y c. de la siguiente manera:

b'. >Cufntas cruces de dos o m§s rectas puede haber a lo m§entce n
rectas en el plano?

c'. >Cufintas regiones se pueden de nir a lo mfiximo porrectas en el
plano?

Esto son preguntas m@s precisas, porque para cada nfimero naiftur hay
una finica respuesta. En otras palabras, lo que queremos aveaigson los
valores de dos funciones desconocid#ér) y c(n). Eso nos permite considerar
las respuestas a las preguntds. y c'. para todos los posibles valores de
n simultaneamente. Aunque parece tal vez que ahora el problema sefs
difficil, porque ya no tenemos que contestar la pregunta pararun dado,
sino para todos los posibles valores de al mismo tiempo, en realidad el
problema es m@s f@cil: podemos usar posibles relacionesesbfn) para
diferentes valores den y esto nos puede dar la idea de usar la induccifn, es
decir estudiar la relaci®n entréb(n) y b(n + 1). >C%mo cambian los valores
al introducir una nueva recta?

Veamos el ejemplo del caso 9 arriba.
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o o
11l 111
111 111

e e e

L | B . L iy i 1 ]

[ ] 1 ]
caso 9 caso 9’

Para obtener un valor lo m§s alto posible par&(5) tenemos que cuidar las
propiedades (i) y (ii) al introducir la nueva recta. En este cso, la nueva
recta (la quinta en nuestro ejemplo) intersecari cada una daslotras recta
en un punto distinto. Asf que obtendremos

b(n+1) = b(n)+ n

<Pero alto ahf! >Qu% nos asegura que no es posible obtenerpufiips de
interseccifin entren + 1 rectas partiendo de una situaciin no maximal con
n rectas? Supusimos implfcitamente que es mejor partir de unausitiin
con n rectas donde ya tenemo$(n) cruces. Para obtener absoluta certeza
tendrfamos que ser mfs cuidadosos. Lo que podemos a rmar cotezares

bn+1) , b(n)+ n

porque podemos empezar con una situacin derectas donde alcanzamos
b(n) cruces y luego anadir una recta m@s que satisface (i) y (iijplie siempre
podemos introducir una recta asf muestra el siguiente arguni@ usaremos
una inclinacin nueva para la nueva recta (asf no ser pata a ninguna
recta existente) y la pondremos lejos de cualquier punto detémseccin ex-
istente (asf tambi®n (ii) se satisfacerfi). Entonces nos falveri car la otra
desigualdad:

bn+1) - bn)+n

gue tampoco es difficil: Suponemos que tenenmosl rectas en una situacifin
gue se obtengarb(n + 1) cruces y marcamos una de estas rectas como la
\nueva". Al quitarla no podemos tener m@s ddxn) cruces entre las otras
rectas y claramente no podemos tener mfs deintersecciones de la nueva
recta con las dem@s. Por ello sf tenemb@ +1) - b(n) + n.

>CHmo aumenta el nfimero m#ximo de regiones? La nueva rextaar§ al-
gunas regiones y otras no. Pero cada regifin cortada nosaarfa regifin
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nueva (dos nuevas menos la vieja que se partifh). Si tratamos dnalizar
cufintas regiones se pueden cortar a lo mfiximo por una \nuévecta, el
problema parece muy difficil, pero si nos damos cuenta que lagiones cor-
tadas las podemos contar en la recta como los intervalos entos puntos de
intersecci®n, ya es muy fécil despu®s de lo que vimos. Hay a [&ximo n
puntos de interseccifn distintos y por ella+1 intervalos en la \nueva recta".
Con una argumento anfilogo como para la funcifiin) podemos demostrar

cn+1l)=cn)+(n+1):

Tenemosc(0) =1y ¢(1) =2y luegoc(2) =4, ¢(3) =7y ¢(4) =11 como lo
observamos.

Queda por resolver la pregunta. del nfimero mfximo de colores que se nece-
sitan para iluminar las regiones; en particular deberfamosrivear la conje-
tura que siempre bastan dos colores o encontrar un contraejdmp>C®Hmo
nos podrffa ayudar la inducciin? Tendrfamos que encontrapartir de una
coloracifin v@ilida (tal que dos regiones adyacentes tengeolores distintos)
para n rectas dadas una nueva coloracifn v@ilida para la situacifionde
introducimos una nueva recta.

R

Nuestro ejemplo muestra que las finicas regiones adyacentes goitienen col-
ores distintos son aquellas regiones que surgieron como padesuna regifin
gue fue partida por la nueva recta. Por lo tanto, para cada pagle estas
regiones habr@ que cambiar la coloracihn en una de ellassflo en una). Si
empezamos a cambiar una de estas regiones, por ejemplo una daja’ (en

nuestro dibujo la \nueva" recta es casi horizontal), tambigrabr que cam-
biar el color de las regiones abajo que son adyacentes a estenpra y luego
succesivaemnte cada region de abajo. Claro, si intercambiamos dos col-
ores de todos las regiones de abajo volvemos a obtener unareai®n v@lida
de la parte de abajo. <Esto es la solucifin! Intercambiamos dtas colores
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para todas las regiones de un s$lo lado de la nueva recta; @sfendremos
una coloracifin vélida: dos regiones que son adyacentes yasagpos por una
recta \vieja" seguirfin teniendo distintos colores y dos regmes adyacentes y
separados por la nueva recta tambign tendrin colores dists.

Hay toda una variedad de preguntas relacionadas o similares. rRgemplo
nos podrffamos preguntar las mismas preguntas para circuiecias en vez de
rectas: el m@ximo nfimero posible de intersecciones (o reg®nden circun-
ferencias; el mfnimo nfimero de colores que se requieren plarainar. No es
difficil ver que el mismo argumento inductivo muestra que bastaievamente
con dos colores. Aparentemente cada vez que tenemos un trazoack que
divide el plano en dos partes separados podrffamos intercaandps colores
de una de las dos partes. Pero este argumento es errfneo comestna el
siguiente ejemplo donde se trazaron tres rectngulos:

>Qu% falla en el argumento? O m%s bien >por qu® s% funaieh argumento
con rectas y circunferencias y afin con una mezcla de ellas?

Para contar regiones, podrfamos tomar segmentos en vez de tomiecun-
ferencias, lo que conduce a la pregunta por el m§ximo nfimgrosible de
regiones \ nitos", es decir regiones que pueden ser encerra@gosun cfrculo.

Tambi®n nos podrfamos preguntar por una analogfa en tresneénsiones:
>Cul es el mfximo nfimero posibld(n) de regiones que de nem planos

en el espacio? Podemos adaptar las consideraciones del pldrespacio. La
clave es que hay que contar el m&ximo nfimero de regioneditnensionales
gue es posible partir al insertar un nuevo plano. Esto se resuelvensis

damos cuenta que cada una de estas regiones tridimensionalsesponde a
una regi®n bidimensional en el nuevo plano: las regionesilmdnsionales que
se de nen por las rectas de interseccifin con los \viejos" plandgshora ya no

debe resultar demasiado difficil demostrar que en efecto

d(n+1) = d(n)+ c(n)

dondec(n) es el m&ximo nfimero posible de regiones bidimenionalesni#os
por n rectas.
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2.2 Triadas pitagfiricas

Una de las tablillas de los Babilonios data de 1900-1600 a.Ccontiene m@s
0 menos este texto:

4 es la longitud y 5 es la diagonal. >Cu@l es el ancho?
No se conoce su tamano.
4 por 4 es 16.
5 por 5 es 25.
Si se resta 16 de 25 quedan 9.
>Qu® por qu® da como resultado 97?7
3 por3es9
3 es el ancho.

>De qu® nos habla? Lo que resuc=3lve|?a§2 i 42 =3, donde 5 es la diagonal
de algo y 4 su longitud y luego 3 resulta su ancho. <Es un rectflogy nos
habla de uno muy en especial!

Conocido es la leyenda que ya los Egiptos usaron hilos con negdara formar
fingulos rectos en los campos que dej% cada ano el Nilo desmigfinundarlos:

o O

q_1

La triada (3;4;5) es unatriada pitagfrica: consiste de nfimeros naturales
tales que la suma del cuadrado de los primeros dos igual al ctatb del tercer
nfimero. Al encontrar una triada pitagfirica surge la preguatsi existirin
otras. Dada la ecuaci®n

a+ = ¢ (1)

>cufintas soluciones de nfimeros enteros tendr§? Podentseivar que si
una triada de nfimeros §;b;Q satisfacen esta ecuacifin entonces tambign
cualquier mfltiplo de ellos como (&;2b;2c) o (3a;3b;3c) 0 mis en general
(,a;,b;.c ). Laraz®n es que la ecuacifin (1) émogEneade grado dos, es
decir el grado total de cada monomio es dos. Por ello; 810), (9;1215) y
(300,400 500) tambi®n son triadas pitag®ricas. Pero si pensamos que ssta
triadas de nen trifingulos rectfingulos, entonces todas esté&riadas de nen
triingulos semejantes al de arriba de la cuerda de nodos. Lcedauscamos
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son otras triadas pitagfricasg; b; 9 que sonprimitivas, donde mcd@; b; 9 =
1.

Entonces la pregunta es si existen otras triadas pitag®ricague de nen
triingulos distintos, no semejantes al de arriba. Para tratade encontrar
podrfamos hacer una tabla de los nfimeros cuadrados y ver su aum

1 4 9 16 25 36 49 64 81
172 5 10 17 26 37 50 65 82
4|5 8 13 20 29 40 53 68 8%
9110 13 18 25 34 45 57 73 90
1617 20 25 32 41 52 65 80 97
2526 29 34 41 50 61 74 89 106
3637 40 45 52 61 72 85100 117
49150 53 57 65 74 85 98 115 130
64|65 68 73 80 89 100 115 128 145
81182 85 90 97 106 117 130 145 162

Resaltamos los nfimeros cuadrados. Pero asf s®lo encontsados soluciones,
a saber 9+ 16 = 25y 36 + 64 = 100 que corresponden a las triadas qua y
tenemos (34;5) y (6;8; 10). Tal vez no tomamos nfimeros lo su cientemente
grandes o tal vez no es una estrategia tan buena. Incluimos dimero 1
como cuadrado del 1, pero >habr§ una triada pitag%rica; ; 9?

La pregunta si existe triada piotagfrica (lb; 9 la podemos reformular as§:
>existirin nfimeros cuadrados cuya diferencia es urd;j > = 1? Pues no,
la diferencia entrel? y (b+1)2 es D+ 1 , 3 (aquf usamos qué, 1), es
decir la diferencia entre los cuadrados de dos nfimeros caus®os (positivos

y naturales) es mayor que uno y es afin mayor sij b > 1, es decir si la
diferencia entreby c es mayor que uno. Ahora podrfamos buscar una triada
(2;b; 9, es decir nfimerod y c tales quec® i ¥ = 4. Nuevamente, esto no
existe: la diferencia entrel y (b+ 1)? es impar y la diferencia entre? y
(b+2)2es b+4 , 8.

Ya sabems que existe una triada pitag$rica (B; 9 que es (34;5), pero >ser@
la §inica? Bueno si escribimos = b+ #, entonces tendrfamos 9 €2 I =
2b++ #. Pero si+ es par entonces tambign+ 2 es par y 9 = 2++ + no
se cumple. Por otro lado necesitamas< 3 (sino 2+ # > 9), lo que reduce
nuestras opciones &= 1y entonces 9 = Db+ 1 implica b= 4. Seguimos sin
nueva triada pitagfirica pero ganamos ya un mejor entendiarto: si jamos
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a podemos buscar de manera determinantey c. Probamos esto cora = 4.
Tenemos que resolver 16 =2+ +*. Eso implica quezx es par. Por otro lado

* < 4. AsY, que shlo queda=2. Entoncesb=3y c= b+ £=5. Pero esta
triada tambign ya la tenemos. Probamos coa = 5. Tenemos que resolver
25 = 2b++ #2. Ahora + tiene que ser impar y menor que 5, es decir contamos
con dos opcionest =3y +=1. La primera no es posible porque 25 =I6+9
implica queb no es natural. Pero la segunda opcifin da algo nueun= 12 y
c=13. <Por n encontramos una nueva triada: (8.2, 13)!

De nuevo, solamente encontramos una triada pitag®rica para nfimero dado
a. Tal vez sea un poco temprano formular a partir de s$lo dos ejplos de
triadas primitivas ya la conjetura de que dado un nfimero natal a hay a
lo mfximo una triada pitag$rica @;b;9. Debemos ser cautelosos porque
nuestros ejemplos son nfimeros chicos, de hecho son los ejempfis chicos
(asY los buscamos). Pero hay otro dato que nos podrfa llamaatancifin: en
ambos ejemplos tenemos que= b+ 1. Podrfamos pensar de dos maneras
sobre esta observacifin: tal vez s$lo hay triadas pitag®ricaenc = b+ 1

o tal vez sea m@s f@cil encontrar estos porque hay muchos. Sugegs la
primera idea podrfamos tratar de buscar un ejmeplo donde> b + 1, pero

si seguimos la segunda idea podrffamos tratar de encontrar todias triadas
pitag®ricas @; b; b+ 1).

Ambas ideas son fructfiferas, como pronto veremos. Empezaremos (a
segunda: sc = b+ 1 entonces (1) se reescribe

a?+ P =t +2b+1 j il
a®=2b+1 ji 1¥2
En esta ecuacifin podemos despejay obtenemos

aj 1
2 1

b=

es decir, si damos un valor da obtenemos el (finico) valor déoy con ello
c= b+ 1. Pero cuidado: para queb sea un nfimero natural necesitamos que
a’j 1 sea par, es decir qua?, y con elloa, sean impar. En la siguiente tabla
mostramos las primeras triadas pitag®ricas que se obtienesf.a
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a b C

3 4 5

5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61
13 84 85
15 112 113

Es claro que la tabla es in nita, pero >ser§ cierto que cada ddada distintos
describirin dos trifingulos distintos (no semejantes)? Esto es efecto asf y
el argumento es fécil y lo dejamos al lector interesado.

Pero con lo que hicimos tambi®n podemos atacar la primeraeal arriba:
podemos buscar triadas pitag®ricasa(b; b+ 2), (a;b; b+ 3) etc. Sic= b+2

entonces obtenemos de (1) qua® = 4b+ 4. Por ello a? debe ser divisible
entre 4 y a debe ser par. Entonces tenemds= % i 1. La siguiente tabla
muestra las triadas que obtenemos asf.

a b ¢
4 3 5 *
6 8 10 *
8 15 17
10 24 26 *
12 35 37
14 48 50 *
16 63 65

Observamos que la primera triada listada (marcada con **) ya le&enemos
en la tabla arriba y que las triadas marcadas con * no son triadgrimitivas
sino se pueden ver como triadas obtenidos de la primera tabladaiplicarlas.
Pero las dem@s son nuevas y primitivas. Esta tabla es interesamgorque al
paracer solo cada segunda triada es primitiva. Podrfamos oetojrar que si
a es divisible entre 4 entonces la triada

(&% 1,2 +1) (2)
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es primitiva; si a es par pero no divisible entre 4, entonces la triada (2) no
es primitiva (sino divisible entre dos). Veamos: s es par podemos escribir
a = 2a° donde a° es un nfimero natural. Luego obtenemds= a® 1y
c= a® + 1. Ahora si a’es par entonced es impar y al reves: si’es impar
entoncesb es par. Esto demuestra lo observado.

Veamos ahora triadas de la formaa; b; b+ 3). De (1) obtenemosa? = 6b+9

por lo que @ y con ello a debe ser divisible entre 3 e impar. Entonces
obtenemosh = —zé—g y podemos observar las triadas pitagfricas ms pequenas
gue se obtienen asf en la tercera tabla:

a b C

3 0 3 no es triada véilida

9 12 15 es mfiltiplo de (34;5)
15 36 39 es mfjltiplo de (512 13)
21 72 75 es mfjltiplo de (7224, 25)
27 120 123 es mfltiplo de (90 41)

Al parecer no obtenemos ninguna triada primitiva de esta manar Pero,

>serfl cierto que nunca obtenemos una triada primitiva de estaanera?
Bueno, sia es divisible entre 3 (lo que debe ser, como vimos) entonedses

divisible entre 9 y por lo tanto tambigna? j 9 es divisible entre 9. Por ello
b= a—zgj—g es divisible entre 3. Pero entoncestambign es divisible entre 3.

Encontramos primero que no s%lo hay triadas pitagfricos;{; 9 conc = b+1
sino que tambi®n hay otras cor > b+ 1. Pero despu®s vimos que no hay
triadas pitag®ricos primitivos conc = b+3. Esto podrffa conducirnos a la idea
de investigar para cuales diferencias (es decirc = b+ *) existirfin triadas
pitag®ricas primitivas. Sic= b+ * obtenemos de (1) que? = 2b++ +2. Por
ello a debe ser divisible entret. Ahora bien: si+ es un primo entonces esto
implica que a mismo es divisible entret y por ello a® es divisible entre+.
Entoncesb = —25%2 es divisible entrex (aquf usamos que: > 2). Por ello
tambin c = b+ * es divisible entrex y la triada (a;b;9 no es primitiva.
Si £ no es un primo puede haber esperanza para encontrar otras das
pitag®ricas primitivas. Pero si escribimos = ++:::% como producto de
factores primos entonces podemos repetir el argumento ambe en el caso
gue cada dos factores son distintes, es decirisino es divisible entre un
nfimero cuadrado.
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En vez de seguir un anfllisis cada vez m§s so sticado intentamosjon un
caso sencillox = 4. Entonces obtenemos? = 8b+16. Por ello a2 es divisible
entre 8 y por elloa es divisible entre 4, por lo quea? es divisible entre 16
y entoncesb debe ser divisible entre 2, lo que implica que la triada no es
primitiva. Este intento fall porque nos jug® una mala jugda el factor dos
en D+en la expansiin del{+ +)2. Probemos entonces cot = 9. Tenemos
entoncesa’ = 18b+ 81, lo que implica quea? es divisible entre 9. Esto
implica s$%lo quea es divisible entre 3 y debemos buscar um no divisible
entre 9 (sino de nuevd resulta divisible entre 9 y no obtenemos una triada
primitiva). Como esperamosa < b tenemosa? < b? es decir 18+ 81 < b?.
Esto se cumple pard, 22. Podrfamos intentaia = 21 o a = 33. La primera
eleccihin da la triada (2120; 29) que es nueva (aunque no satisfaee< b) y
la segunda da (33%66; 65) que tambign es nueva.

Podemos calcular la triada pitag$rico primitiva (33b;b+ 1). Obtenemos
b = 544 y esto muestra que sf puede haber distintas triadas pi@gdas
primitivas (a;b; 9 con el mismoa. Eso refuta nuestra prematura conjetura
de antes.

Este finico ejemplo muestra que s{ hay m@s triadas b; bt £) con+ > 2. La
siguiente lista muestra todas las triadas primitivas encontdas hasta ahora:

(3;4;5), (5:1213), (7:2425), (8 1517),

(9:40,41), (1160,61), (123537), (1384 85),

(15112 113), (1663 65), (202129), (3356;65)
(33: 544 545).

Sivemos esta lista que reune el resultado de nuestros esfuerzasg pgopiedad
comfin podemos descubrir entre todas las triadas? Despugseldas primeros
ejemplos podrfamos pensar que cada triada contiene un nfimprimo, pero
eso es falso como lo muestra (63, 65).

Desputs podrfamos jarnos en la divisibilidad de los miembrs cada triada
{ recordamos que usamos varias veces argumentos de divigilaitl antes.
Encontramos que en ningfin caso es divisible entre 2, mientras uno de los
dos, a % b, siempre es divisible entre 2. >Ser§ cierto para todas lasattas
primitivas? >Por qu® no es posible quey b son impares? En este cas# y
¥ tambign serfan impares y su suma& serffa par. Por ellcc mismo serfa par
y ¢ divisible entre 4. >Es posible que la suma de dos cuadrados denafps
impares es divisible entre 4?. Si escribim@s=2m+1y b=2n+ 1 vemos
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ripidamente que esto no puede ser:

a2+ =4m?+4m+1+4n®+4n+1
=4(m*+ m+ n*+ n)+2

nunca puede ser divisible entre 4. Por ello, nuestra conjetur& due siempre
a B btiene que ser par es cierto en general.

Sibes el nfimero par entonce® = ¢ a? es divisible entre 4. Si escribimos
?i a>=(c+ a)(cj a) entonces podemos observar quet+ ay cj a son
nfimeros pares. Cof= 2B podemos entonces escribir
c+a Cj a
2 2
donde los dos factores del lado derecho son enteros positivos.
Veamos estos tres nfimeros en nuestros ejemplos:

(a;b; 9 BZ ¢ cia
' 2 2
(3,4;5) 4 4 1
(5:1213) | 36 9 4
9
1

(7; 24; 25) 144 16
(15; 8;17) 16 16
(9;40,41) 400 25 16
(11,60, 61) 900 36 25
(35,12 37) 36 36 1
(13;84,85) | 1764 49 36
(15,112 113) | 3136 64 49
(63; 16, 65) 64 64 1
(21;20,29) | 100 25 4
(33; 56, 65) 784 49 16
(33,544 545) | 73984 289 256

Simiramos esta tabla, hay algo que debe sorprendernos. <Todtssenfimeros
son cuadrados! Eso es trivial par®?, pero para los otros no lo es. >Por
que ser§ cierto qués? y %2 son siempre nfimeros cuadrados? Bueno, ni
siquiera es claro que asf sea, pero la evidencia es abrumante.no? Trece
casos parecen su cientes para consolidar nuestra con anza en gsfedebe ser
siempre; pero obviamente no nos libera de buscar una argumeriguroso.
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Podrfamos tratar de voltear el argumento: >podemos formamna triada
pitagfirica a partir de dos nfimeros cuadrados pard? y %22 Intentemos:
si 52 =36 y %2 =4 entonces tenemos

q

c= @24+ 92=40; a= S2j %2=32 y B= ©2¢42=18:

Obtuvimos la triada pitagfrica (32 36, 40) que no es primitiva sino un mfjltiple
de (3 4;5). Claro, como los dos cuadrados con las cuales empezafjds- 36

y 952 = 4 son divisibles entre 4, tambign su sumay su diferenciaa es di-
visible entre 4. Para obtener una triada primitiva necesitan® que los dos
nfimeros<2 y -2 sean primos relativos. Si miramos nuevamente la tabla
arriba podemos observar que esto es asf en los ejemplos ligads ms, es el
argumento que demuestra qué&;2 y €2 son primos relativos: si no lo fueran,
habrfa un nfimerod > 1 que divide a ambos y entonces tambign dividiera
cy a, lo que es imposible sid;b; 9§ es una triada primitiva. Esto muestra
lo siguiente: si @;b; 9 es una triada primitiva dondeb es par entonces32 y
-2 son primos relativos cuyo producto

cta Ccj a

2¢2

B? =

es un cuadrado. Pero eso implica que ambos nfimer&s, y €2, son cuadra-
dos. <Demostramos la conjetrura que formulamos a partir de obse la
tabla!

Con &2 =36 y %2 = 4 obtuvimos la triada pitag§rica (32 36,40). Ser&
cierto que con cualquieras dos nfimeros cuadrados p&a y 2 obtenemos
una triada? Intentemos otro ejemplo que no est§ en la tabla2 = 1y
2 = 9. Entoncesc =10, a=8y b= 6. Eso es una triada pitag$rica
aungue no es primitiva. Podrfamos ahora intentar hacerlo gyeneral. Si

c+t+a_ ci a_
=7 " =3
2 y
entonces cta cia
B? = ¢ = (rs)?
> > (rs)

de lo que sigue qudéd = 2B = 2rs. Entonces podemos resumir cmo se
obtienena, by c a partir de s <r de la siguiente manera:

a®=r%j s> b=2rs y c=r?+¢° (3)
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y podemos calcular

a+ b =(r?j s?)?+(2rs)?
=r*j 2r’s®+ s +4r%s?
— (r2+ SZ)Z

= &

Esto muestra que en efecto siempre obtenemos una triada pitag®. >Ser@
posible obtener todas las triadas pitagfricas de esta manera

Cada triada pitagfirica es de la forma,&; ,b; ,c ) donde (@; b; 9§ es una triada
pitag®rica primitiva con bpary , , 1 un nfimero natural. En lo anterior se
mostrh que los nfimero$32 y €2 son cuadrados. Comd es par,b sigue
siendo par y entoncesa y ,c son ambos pares o ambos impares (dependiendo
si, es par 0 no). De cualquier manera, los nfimergs+ .a y .cj ,a son
pares siempre y podemos escribir (cd= 2B)

! °+—a¢¢i 9—a¢:

,ZBZZ c+.a ¢C'2a: : 5

2
Sabemos quéz? y S son nfimeros cuadrados pero esto no implica qué?
y , %2 tambi®n lo sean, al contrario: si no es un cuadrado entonces no lo
serin como por ejemplo para = 3. La triada (9; 12 15) no se puede obtener
mediante (3). Asf que no es posible obtener cualquier triadé&gg®rica de
esta manera.

Hemos encontrado un buen nfimero de hechos, que podemos resemiel
siguiente cuadro.

s<r con mcd@;r)=1 < |(a;b; 9 es triada pitagfrica
de ne (a; b; 9 mediante (3) —— primitiva

I}

s<r dene (a;b;9 <~
mediante (3) —_

(a; b; 9 es triada pitag®rica

Ya vimos que no es posible obtener cualquier triada pitagha mediante (3)
para nfimeros adecuados < r. Pero tal vez es posible restringir afin m@s
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la propiedads <r y mcd(s;r) = 1 para obtener asf todas las triadas prim-
itivas. Veamos nuevamente el ejemplo dond&? =9y %2 = 1. Entonces
obtuvimos la triada (8; 6;10) que no es primitiva. Claro, si ambos nfimeros
r y s son impares entoncea = r?j s>y c= r?+ s son pares, por lo que
(a; b; 9 no puede ser primitiva. En efecto en nuestra tabla se ve que siemp
uno de los dos nfimeros, % s, es par y el otro impar. Adem@$s, el argumento
anterior muestra que siempre tiene que ser asf. Eso muestra que

Dos nfimeros primos o
relativos s <r, no ambos [<——— |(a;b;q es triada pitag®rica
impares de nen @;b; 9 —— | primitiva

mediante (3) ?

>Serf cierta laimplicacin \3 "? Tendrfamos que demostrar que los nfimeros

a=r?; s% b=2rs y c=r?+¢°

son primos relativos, dado que <r son primos relativos no ambos impares.
Sabemos entonces que existen nfimeros entaroy n tales que

mr+ns=1: (4)

Comor y s son primos relativos no pueden ser pares los dos. Por lo tanto
uno es par y el otro impar. Por elloay ¢ son nfimeros impares. Entonces
es su ciente mostrar que podemos escribir el nfimero 2 como camalgifin
lineal dea, by c. Tenemos

cta=2r? y cj a=2s%

Se sigue de (4) quenr? + nrs = r y quemrs + ns? = s. Por ello tenemos
m2(2r?) + mn(2rs) = 2mr y nm(2rs) + n?(2s?) = 2ns. Asf obtenemos

m?(2r?) + mn(2rs) + nm(2rs) + n?(2s?) = 2:

Y con ello queda demsotrado la implicacifn = ".

Llegamos nalmente a un mecanismo de producir sin falla todasslériadas
pitag®ricas que son primitivas.

Ya hemos gastado bastante tiempo y esfuerzo en este ejemplo y plv e
seremos breve al mencionar todo lo que se podrfa ver tambign:|&lista de
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las triadas pitag®ricas primitivos se podrffa observar que sipre el miembro
que es par es divisible entre 4. Adem@s siempre hay un miembrce ges
divisible entre 3 y uno que es divisible entre 5 (posiblemente alismo).
>Serf cierto en general?

>Qu® generalizaciin o analogfa podrfamos considerar? nBugodrfamos
variar el exponente y buscar soluciones naturales de la ecfigca® + b* = ¢3

0 de la ecuacipra” + b' = C". Pero se sabe desde 1995 que no existe solucifin
alguna: es el famoso Teorema de Fermat, demostrado en 1995 podiemw
Wiles. Pero si aumentamos el exponente, a lo mejor habrfa quereuntar
tambign el nfimero de sumandos y considera? + b + ¢¢ = d® o mfs en
generalal + :::+ a) = b".

2.3 Comentarios

Los dos ejemplos que desarrollamos en este capftulo se prestaa pepstrar el
car@icter del pensamiento matem@tico y tal vez sirven tan#nfpara ilustrar el
funcionamiento de la investigacifin cientf ca. En ambos cases partih desde
una situacifn sencilla y fueran unas preguntas (a veces un padanducidas)
gue llevaron a una investigaciin que a su vez arrojf obsereaes nuevas a
investigar. AsY, poco a poco se gan® terreno de conocimiento.

Creo que esta manera de elaborar un tema con los alumnos es muygele-
cedor porque invita a participar al alumno en un proceso de mara creativa.
Adem@s, como el proceso tiene una salida abierta (esto es difffaiistrar en
un libro, pero en clase, eso se da de manera natural al seguir lasesegcias {
buenas y malas { de los estudiantes y ver qu§ pasa), muestra laatem@ticas
Como una ciencia tan viva como lo es en realidad.

Hubiera sido posible hacer la seccifin sobre las triadas pitagfis mucho mfs
corta: primero enunciamos el siguiente resultado.

Teorema Para cada dos nfimerod - s <r que son primos relativos y no
ambos impares se obtiene una triada pitag®rica primiti@?; s?; 2rs;r2+ s?)
y cada triada pitagfrica primitiva se obtiene de esta marser

Luego damos una demostracihn, de la manera m@s corta y temamos. En
total ni gastamos una hoja.

En la forma como nosotros lo dimos, es m@s tardado y tal vez nol@$orma
adecuada para algo escrito, pero creo que serfa una de las msighasibi-
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lidades chmo podrfamos desarrollar este tema al nivel de uncBidler. La
demostracifin tom% el lugar que realmente le corresponde: da dar una
argumento para veri car una conjetura establecida. Es la coetura que des-
pierta la curiosidad, el intergs por un argumento, que llama demostraciin.
Aquti, la demostraciin no se da para veri car la validez de una a @mifn
dada por el maestro o un libro { la mayorfla de los libros de matditicas estn
escritos de una manera muy e ciente y al mismo tiempo muy antidfiatico.
Este estilo se presta para revisar teorfla, pero es inadecuado pamaenar.

Si presentamos las matem$ticas a los alumnos de esta manerm@gnoos cubrir
mucho m@s material, pero degradamos al alumno a ser sflo urtde que re-
visa la demostracifin hecha y no lo animamos a participar, a dabdr, a
guedarse en lo incierto, aguantarlo, buscar, formular y ponde argumentos
{ lo privamos de todo lo que serffa tan fjtil en la vida que podrfaprender
de paso: ddo m§s importante que puede llevarse para su vida de la clase
de matem@ticas: la de usar su creatividad parar analizar una s#cifn de-
sconocida, de argumentar, de organizar sus pensamientos. Es apartacifin
universal, que ayudar@ que el alumno sea m@s criitico y repgacen el salfn
de clase de manera positiva porque lo volver@ m@s participat

2.4 Propuestas

1. Seaay = 64 y se de nea = 5a;, ;. Calcula algunos miembros de la
sucesihin y observa que primero se comporta coniad®nden disminuye
y luego se comporta como"5donden aumenta Explica el fenymeno.

2. El siguiente ejemplo muestra como se calcula la \suma de dos @sd
de 320892: esta es 32+08+92 = 132 y la sume de dos en dos iterada
es 1+ 32 = 33. >Cufiles divisibilidades se puede veri car con lansa
de dos en dos?

3. Averigua algunas de las generalizaciones o analogfas queesgcionaron
al nal de la seccifin sobre la divisiin del plano con rectas.

4. Siun nfimero naturaltiene n divisores y otro nfimero naturabtiene m
divisores, >qu® puedes decir sobre el nfimero de divisores datipcto
al? Observa que aquff se incluyeron 1aycomo divisores dea.

5. >Cufles nfimeros naturales tienen exactamente 3 dives®propios?
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6. El cuadrado del ladoa tiene perfimetro 4 (el peffmetro es la gura
unidimensional que delimita el cuadrado) y el cubo con el misnhado
tiene @irea super cial de & (la super cie es la "gura bidimensional
gue delimita al cubo). >Cufll crees es el volumen tridimensa que
delimita un hipercubo en cuatro dimensiones? (un \hipercubogs una
“gura en cuatro dimensiones cuyos vgrtices soi§ 5;83;85;83 2
R*. Formula una conjetura y trata de argumentarla. >Puedes fowlar
una conjetura que describe el volumen 1-dimensional que delimita
un hipercubon-dimensional?

3 Matem@§ticas reales

3.1 Ejemplos pseudoreales

Los siguientes ejemplos se encontraron en la red, damos el ¢etxaducido al
espanol y el texto original en el apgndice.

1. Est8s fuera de tu casa y la puerta se cerrh. La finica ventaalaierta
estl en el segundo piso a una altura de 25 pies. Necesitas pedir una
escalera de uno de tus vecinos. Hay un arbusto a lo largo de la casa
y por eso tienes que poner la escalera a una distancia de 10 pietade
casa. >Qu% longitud necesita tener la escalera para llegar adatana?

[c1]

2. Est@is en la casa de tu abuela para el n de semana y decidiste gae y
te quieres ir. Tu mam§ te dice que la finica manera de regresacasa
es decirle cufintas millas mide la distancia m@s corta de lasa de tu
abuela [a tu casa] antes de poderte ir. Ella te dice que tu calela
calle de tu abuela forman una L en tu escuela. La casa de la abuela
est@ dos millas en el Oeste de la escuela y tu casa estd§ a una milla e
el Norte de la escuela. Ella dice tambi®n que la distancia m§wta a
casa no es pasar por la escuela. >C%Hmo lo puedes hacer? >Pongu$
dejes que Pitfigoras te ayuda a regresar a casa? [c2]

3. Frank y su novia Petra regresan de correr y tienen mucha sed. 3As|
deciden de mezclar medio litro de jugo de naranja con meditrdi de
agua mineral y de compartir la bebida. Enamorados como son,
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mezclan de inmediato. Petra bebe con el popote 50 centfmstadibicos
por minuto de una jarra, que al principio solo contiene mediatio de
agua mineral. Al mismo tiempo anade Frank jugo de naranja, y eso
con 100 centfmetros cfibicos por minuto. Al mismo tiempo renueeel
fiquido con una cuchara para que Petra beba una mezcla na quada
vez sea m§s dulce.

Seax(t) la cantidad de jugo de naranja (pura) en la jarra en el momeat
t medido en centfmetros cfibicos, dondese mide en minutost 2 [0; 5].
Describa un modelo de ecuaci®n diferencial pax#ét). [c3]

Para el maestro experimentado no hay di cultad en descubrir end primeros
dos ejemplos la utilidad del teorema de Pitfigoras para las@ucifn del pro-
blema propuesto, s%lo el §iltimo requiere de mayores herramias matem@ticas.
Los tres ejemplos plantean un contexto real y seguramente kstores de es-
tos ejemplos trataron de esa manera acercarle al alumno lastemafiticas y
de mostrarle su utilidad en la vida cotidiana.

Pero, honestamente, >usted harfla el cfilculo necesario par@oér la longitud
de la escalera en el primer ejercicio? La situacijn no reqaieue la escalera
tenga una longitud precisa: si es un poco mfs corta y llega neadnetro
abajo de la ventana de cualquier manera no serviera y si fuerasdmetros
m@s largo podrfamos colocarla a un lado de la ventana y pasasrde lado
una vez que subimos lo su ciente en altura. Adem$s, hay que consitajue
25 pies es una altura considerable: son 7.6 metros y no es muy iorsubir
semejante altura en una escalera inclinada - personalmente nmapgéeza a
dar miedo a partir de tres metros y yo optarffa por ir por un ceajero antes
de buscar una escalera tan larga. Afin asf, todavfa queda la awkk donde
se conocen las medidas de la altura de la ventana y del grosor aedusto
con tanta presiciin - >no serfa necesario medir esto primero? Mmncaso
particular desconozco a qu§ altura estin las ventanas de ro@ésa sobre el
piso.

Despu®s de estas re°exiones podemos concluir que este no esenoi@p real
sino un ejerciciopseudoreal es decir un ejercicio que pretende ser de la vida
real pero que al verlo con cuidado no lo es.

Alentamos al lector de realizar un anfilisis similar con los ats dos ejemp-
los. Adem@s se recomienda revisar los libros de texto o la red ggercicios
de matem@ticas que plantean un problema en un contexto reabCufintos
ejercicios son pseudoreales y cufintos reales?
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3.2 Efecto de usar ejercicios pseudoreales en salfin de
clase

Mencionamos algunas motivaciones por usar ejercicios de ldavreal en la
ensefanza de las matem@ticas.

2 Mostrar que la matem@tica es §til en la vida real.
2 Acercarle los contenidos abstractos a los alumnos.

2 Preparar los alumnos para la vida real.

Todas estas motivaciones son muy honrables. Pero >qu§ pasaffiog alum-
nos que no lo vean como un ejercicio real y que se den cuenta t&?eCon
aguellos que no calcularfan la altura de la escalera por si misTsino sHlo
para cumplir con el maestro. Pugs, se les hace entender que

2 las matemfticas s$lo sirven para resolver ejercicios que sa éa el
salfin de clase.

2 Los contenidos abstractos son ajenos de aquella vida fuera tise, la
gue sf es real.

2 Impiden que el alumno vea que las matemfticas sf le pueddrecer
algo para su vida profesional.

En pocas palabras: el uso de ejercicios pseudoreales tieneegtefcontrario
al intencionado. Por ello hay que tener mucho cuidado al eseogejercicos
con contexto aparentemente real.

La siguiente historia me lo cont$ un amigo que estaba haciendastalacifn
de un museo de ciencias: un compafero suyo habfa hecho una Lonauoa
esfera de vidrio y falt$ cortar un hoyo circular en el soclo deadera. >Qu§
tamano deber@ tener el hoyo? El disenador decidi que pstabilidad la
esfera debe entrar un cuarto del diimetro al soclo.
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Entonces hizo primero un hoyo chico y coloc$ la esfera. Se difenta que
el hoyo era demasiado chico, quith la esfera y agrand® el hoydolvi$ a
colocoar la esfera para comparar y sigui asf hasta resolveptopuesto.
>Qu® pash? >Por qu® el disenador no us$h la matemética phaterminar
de antemano el radio del hoyo? Pues tal vez por su ensefnanzéyvez los
finicos ejemplos de matem$ticas que habfa visto eran ejemsgbseudoreales,
ejemplos de sal®n de clase, tal vez porque nunca habfa usadodéemftica
en la vida cotidiana antes. Para un maestro de matem$ticas esiactota
es m@s triste que chistoso.

En lo que sigue daremos algunos ejemplos donde las matenzftison muy
visibles y por ello dan lugar a ejercicios de la vida real. Peantes trataremos
de aclarar un poco m$s la di cultad principal que hay para eoatrar las
matem@ticas de manera natural \al pie de la calle".

3.3 El lenguaje de la naturaleza

La rigueza de la naturaleza es tan abrumante que resulta diffeer en ella
patrones o rasgos determinantes. Sin embargo es fcil apgetdormas sencil-
las como la espiral en un caracol o un cuerno torcido donde la iespmarca
el crecimiento del organismo.

Este es como eprimer nivel de usar el lenguaje matem@tico para describir
la naturaleza. La esfera es otra forma matem@tica que enc@rhos realizada
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en la naturaleza por diferentes razones, algunas de ellas l@@emos en la
seccifn 3.4. Otro principio hace que los cristales de sal creem cubos, los
de pirito en dodecaedros mientras los copos de nieve tengara simetrffa de
rotaciin de 1260.

Pero el descubrimiento de formas muy matem@ticas es solo lantaude un

iceberg de las matem@ticas que se esconden en la naturalezsampn 2000
anos desde el primer estudio de la paribola por Menaecmus aagte Galileo
observ® que la trayectoria de una piedra lanzada es una paofe y que Kepler
anunci® que los planetas se mueven en elipses.

mo

m;y
-
- -

° S S
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Galileo se considera con justa razfin como padre del m&todani€o por
poner al experimento en su lugar: coma m&todo de validar al conocimiento.
Formul® una serie de leyes matem@ticos para fenhmenosc@sicomo por
ejemplo la ley de la balanza o la cafida libre. Por ello, Gableescribi que
\la naturaleza es un libro escrito con caracteres matem@sis". Defendi su
punto de vista en el libroil Saggiatore

El Sr. Sarsi [:::] tal vez piensa que la Tosoffa es como las novelas, pro-
ducto de la fantasfa de un hombre como por ejempldifadao el Orlando
furioso, donde lo menos importante es que aquello que en ellas seanarr
sea cierta. - ,
G. Galilei: Il Saggiatore, ver [c4]
Habr que anadir que \la Tosoffa" abarcaba en aquel entoncesdas las
ramas del conocimiento en su conjunto. Sigue Galilei:

Sr. Sarsi, las cosas no son asf. La losoffa est@i escrita el ggandfsimo
libro que tenemos abierto ante los 0jos, quiero decir, el uargo, pero no
se puede entender si antes no se aprende a entender la lenguanocer
los caracteres en lo que est@ escrito. Est@ escrita en leagnatem@tica
y sus caracteres son trifingulos, cfrculos y otras guras getricas, sin
las cuales es imposible entender ni una palabra; sin elloscesno girar
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vanamente en un oscuro laberinto. N ,
G. Galilei: Il Saggiatore, ver [c4]
En el segundo nivel las leyes son todavfa sencillas, en el sentido que las
nociones involucradas son sencillas: la velocidad, la posicdlic. Pero esto
cambifh radicalmente despu®s de la invencifin (o descubenib) del c@lculo
por Leibnitz y Newton.

En el tercer nivel estfn las leyes se condensan teorfas completas de la ffsica
como por ejemplo las leyes de Maxwell:

r¢ E =4v.%

—_ . d
r€ E = %¢d—?
r¢ B =0

— 4y . 1 xdE
re B_TJI E¢_t

En estas ecuaciones€s ya no es una simple variable sino una cantidad que
varffa en el espacio y en el tiempo. El sfmbalo es un operador diferencial
gue se tom® en forma vectorial para expresar las leyes arridléeynman se
expresa sobre la di cultad de los objetos matemfticos usados fsica al
dirigirse a los estudiantes en la introducciin de su libro sobfgsica de la
siguiente manera.

:::vas a tener que aprender mucho: doscientos anos de aquelpcade
conocimiento que m@s rfipido se desarrolla. Tanto conodento, de he-
cho, que pensar@is que no ser@ posible aprenderlo todo ernrowenos, y
ciertamente no ser§ posible; tendrfis que hacer un posgréaimbign.

Bastante sorprendente resulta que, no obstante la tremenckntidad de
trabajo que se ha hecho durante todo este tiempo, es posiblelensar en
su mayorfa la enorma masa de resultados { eso es encontlayesque
sumarizan todo nuestro conocimiento. Afin as¥, las leyes dam diffcilies
de comprender que serfa injusto hacia ustedes de empezarpdoexr este
magny co tema sin dar algun mapa o esbozo de las relaciones da u
parte del tema de ciencia con otra.: | :]

Podrflas preguntar por qug no se puede ensenar ffsica dasidiplemente
las leyes bfisicas en la primera pfigina y luego mostrar cestas traba-
jan en todas las posibles situaciones, tal como se hace endangetrfa
Euclideana, donde primero se enuncian los axiomas y luegodsaivan
todo tipo de deducciones.:[:] No podemos hacer eso por dos razones.
Primero, no conocemogodas las leyes bfsicas todavfa: hay una frontera
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de ignorancia que se expande. Segundo, la manera correcta dane
ciar las leyes involucra unas ideas muy poco familiares, queguieren de
matem@ticas avanzadas para su descripcifin. Por ello seeawta consid-
erable entrenamiento preparatorio tan sflo para entendkr que signi can
las palabras No, no es posible de hacerlo as. S%lo podemos hacerlo poco

a poco. .
R. Feynman, Physics, ver [c5]

3.4 Primer ejemplo: la esfera

Despu®s de ver el papel fundamental que juegan las materodisi, regresamos
ahora para intentar a dar dos ejemplos donde las matem@tscaon palpables
en la realidad.

Nuestro primer ejemplo es { a primera vista { sumamente sencilloa lesfera.
Nos preguntamos: >cufiles objetos conocemos que son esfgriEoktamos
algunos objetos que tienen la forma de una esfera y en cada caatatemos
de analizar si hay alguna razfn en particular de que el objetenga esta
forma.

Pelotas. La pelota de basquetbol, la del futbol, la del ping-pong, la tle
tenis, la del basebol, la del billar, la del golf { todas ellas sagsf§ricas. Sflo
una pelota se me ocurre que no es esfgrica: la del futbol anmear@ >Por
que ser® asf? Si nos imaginamos un partido de tenis con unkfga del
tamano de una pelota de tenis, pero la forma de una de futbol antano,
la respuesta es evidente: las pelotas son redondas porque asglsate en el
suelo es predecible. Cuando una pelota de futbol americano se al suelo
rebota de manera irregular y es difficil volverla a atrapar. Wnesfera se ve
de todos lados igual y eso tiene como consecuenca que una petst&rica
aungue est® girando en el vuelo rebota igual sin importar conat parte toca
el suelo. Un poco m@s matemftico: el plano tangente a una esfsiempre
estfi de la misma distancia del centro y ortogonal al vector dedritro al punto
de tangente.

Balas. Las balas de los canones si hicieron por mucho tiempo estfiric
porque asf no se podffan atorar en la vaina. La razfin es que eséra
produce la misma sombra aunque este girando.

Pompas de jabfin, una burbuja que se sopla de un chicle. En ambos
casos tenemos una super cie elfistica encierra una cierta cdatl de aire. La
forma se obtiene en el equilibrio de la presifin de adentro quereayor que
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la de afuera y las fuerzas de tensiin en la super cie. Si la pong® jab®n
no es esfgrica (eso pasa por ejemplo si le soplamos de afuera)neat hay
partes de la super cie que est§in mfs curvadas que otras. En conseaca, la
tensifin en la super cie es mayor en unas partes que en otras y s@ieza a
equilibrar. El equilibrio se alcanza cuando todos los puntate la super cie
tienen la misma curvatura: en la esfera.

El mismo principio lo podemos observar (en camara lenta) cuamdina gota
cae al agua y rebota como una esfera perfecta. Las gotas quengam el aire
se deforman por la friccifin con el aire: tienen un cola. Pemdota rebotada
es esfgrica porque ya no hay fricciin de aire que la deforme.

Planteas, Lunas, Soles. La presiin gravitacional es tan grande que la
materia en el centro es Ifquido (o fue una vez Ifquido). Perbfguido es
heterogeneo y asf, lo mfs pesado se reune en el centro y encinia Ito
menos pesado que se distribuye mfs o menos uniformemente. Sanah el
equilibrio cuando ninguna parte puede \bajar m@s al centtosin desplazar
una parte de densidad mayor.

Ojo, la cabeza del femur. Los ojos de un ser humano son esfgricos y el
femur, es decir el hueso del muslo, tiene una cabeza que se ve csirde una
esfera se le hubiera cortado una parte para luego montarlo sobrepedestral.
En ambos casos se usa la misma propiedad de la esfera: no se puedarator
al girarla por su centro. Por ello el ojo puede girar libremeaten su cavidad,
cosa que no serfa cierto si tuvieramos 0jos cilfindiricas o emrfarde cubitos.

Naranja, melfin, chfcharro. Hay muchas frutas de muchas formas. Asf
gue hay que tener cuidado al presentar argumentos en favor deeqcierta
fruta como la naranja tiene a fuerza que ser esfrica. Las fagtcrecen y su
forma tiene en muchos casos que ver con el proceso como cre@fnaranja
tiene una piel so sticada, llena de pequenas cimaras que gamen sustancias
agresivas que protegen el fruto. Por ello es razonable margeta super cie
pequena y el volumen envuelto maximal. La solucin de eselpema es la
esfera: contiene el mayor volumen para un $irea dado para la supie.

Casco de buzo. Los cascos de buzo se hicieron al principio como esferas
con ventanas circulares insertadas por la sencilla raz$n gaeesfera es el
la super cie que aguanta mayor presifin antes de colapsar por upsifin
externa. La razfin es muy similar a la que dimos para la burbuge chicle
de mascar, solo que en la burbuja una presifin interna que causarhas
de tensihin en la super cie que tratan de estirar el material mig|mas en un
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casco de buzo, la presiin externa produce fuerzas en la superaue tratan
de compactar el material. En los cascos esf@ricos estas fugrza anulan
mutuamente por la alta simetrffa de la esfera.

En conclusifin, la esfera es una forma, que tiene muchas prdades por su
alta simetrfla y por ello, hay muchas propiedades que pueden sEsponsables
de que la esfera es la mejor solucifn para un problema de la mateza o la
tecnologfa, o simplemente la finica forma posible como en |dangtas, es
decir que hay una propiedad que exige que el objeto sea estgric

Es un buen momento para hacer una analogfa en dos dimensioneslal
esfera. El cfrculo tiene propiedades completamente anflesa la esfera en
tres dimensiones y si pensamos en una rueda es claro que tiene spreun
disco circular pra que el punto donde toca la rueda a la tierraugde siempre
a la misma altura del eje de rotaciin. Pero recordemos que s®y/piensa que
la rueda se desarroll$h del uso de troncos que apoyaban una tablan bloque
de piedra en los egipcios. Ahf la propiedad que se exige es quguaa tenga
al rodar siempre la misma altura. Es interesante ver que esta piedad no
exige sea un cfrculo. Por ejemplo, el triingulo de Reuleaugrie tambign
esta propiedad. Se construye a partir de un triingulo equito ¢ de lado r
al anadir tres arcos con radio y centro en los tres vgrtices de ¢.

Por construccifin se tiene que en cualquier direccifn que pamos este
\trifingulo de Reuleaux" siempre tendr@ la misma altura. No edifficil obtener
una analogfa en tres dimensiones empezando con un tetraedrguiar.

La esfera tiene una super cie de dos dimensiones

Claro, la super cie de una esfera es bidimensional. Pero si viaaros en
un espacio de cuatro dimensiones la super cie de una \esfera" (ebar
geom®trico de todos los puntos que equidistan de un punto @ddendrfa
tres dimensiones. Esto tendrffa graves consecuencias ffisicasocaanemos,
porque tiene que ver con el hecho de que la atraccin (o regfih) entre dos
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partficulas cargadas es inversamente proporcional al cuadivade la distancia
d entre ellos. Es decir es proporcional g% con®= 2. Veremos que se tiene
®=2yno ®=1% ®= 3 porque vivimos en un espacio de tres dimensiones.

Argumentamos primero con otro ejemplo: la intensidad de la lugue emane
de un foco. La luz consiste de muchos fotones que salen disparadels
hilo incandescente de wolframio en el foco. Si encerramos @d en una
esfera imaginaria, entonces en un segundo pasa cierto nfimezdatones sin
importar el tamano de la esfera imaginaria.

(op

Si los fotones salen de la fuente de luz en todas las direccomamtonces
podemos estimar el porcentaje que llega al ojo calculando siempente el
porcentaje del §irea de la esfera que cubre el ojo con su fireaAjaComo
la esfera tiene un §rea proporcional al radip, que es tambign la distancia
del ojo a la fuente de luz, podemos concluir que el porcentae luz que
llega al ojo es proporcinal 5. Por ello, la intensidad de la luz depende
inversamente del cuadrado de la distancia.

>Qu® tiene que ver la intensidad de la luz con la atracciyreefromagn$tica
o gravitacional? La teorffa cufintica explica el campo eleatnagn$tica por

medio de fotones que se crean y destruyen continuamente pordasgas. Se
dice que el fotHn es la partficula de intercambio electronrdgica. Por ello

aplica la misma explicaciin. Para la gravedad se postula la geincia de una
partficula de intercambio que se llamar§ gravithn. Los ffisgbuscan evidencia
para el gravit$n, pero hasta la fecha no han sido exitosos y lafm es que la
gravedad es una fuerza muy dgbil, la m§s dgbil de las fueyZundamentales
y por ello una sola partfcula de intercambio tendrffa muy pocateracciin

con la materia de un aparato de medicifn.

Si vivieramos en un espacio de cuatro dimensiones, la \super cidé la
esfera (es decir el lugar geom$trico de todos los puntos gienén la misma
distancia de la fuente) tendrfa una dimensiin menos que cuatres decir
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tendrfa tres dimensiones y por ello la intensidad de la luz, de gravedad o
del electromagnetismo dependerfan inversamente del cubo aelistancia.

3.5 Segundo ejemplo: la radiactividad

Radiactividad ocurre cuando el nficleo de un §tomo emite arradiacifn
espontanea, eso puede ser sBlo energfa o cuando emite parte dédrial
del nficleo. Para dar un ejemplo consideramos carbono. La mraayorfa
de los §itomos de carbono tienen 6 neutrones en su nficleo (egde los 6
protones que hacen que el §tomo sea un §tomo de carbono)uadrs tienen
7 neutrones y muy pocos 8 neutrones. Estos fiitimos son nficlgqas pueden
decaer de la siguiente forma.

14 14 0 o

AsY, se escribe la reaccifin donde un §tomo de \carbono 14", esidun §tomo
de carb®no con 14 partfculas en su nficleo (por lo tanto tieGeprotones y
14 6 = 8 neutrones) decae en que un neutrfin se parte en un protHm u
electrfin y un neutrino. El prot$n se queda en el nficleo y chia al §tomo
de ser un @tomo de nitrfigeno que ya es estable.

Lo interesante del decaimiento es que no es predecible, sinoroede manera
espontfinea. Asf, un fitom¢C que durante 10 anos no se ha decafido no siente
los 10 anos transcurridos y sigue teniendo la misma chance deade. En
otras palabras: un §tomo radiactivo decae o no, pero no erseg. >CHmo se
podr@ medir la probabilidad de que un dado itomC decae en el siguiente
instante? No se puede dar esa probabilidad instant@nea, lo fmique se
puede hacer es dar la probabilidad para que lo haga en la sigiéehora o

en el siguiente minuto.

En @tomos radiactivos se da el lapso de tiempo para que sea igieprobable
gue el @tomo decaiga a que no lo haga. Este tiempo se llama \tipoomedio”.
Por ejemplo, 12C tiene un tiempo medio de 5568 anos. Asf que podrfamos
pensar que si tenemos entonces 10 §tomos de carbono 14 y esper&h68
anos, la mitad debe decaer y la otra mitad no lo hace. Pero esoawocierto.
Lo que sf es cierto es que cada §tomo va decaer con una priioialol de 0.5.
En un modelo matem@tico, podemos echar 10 volados, uno paaaa §tomo:

AS S S ASAAS S
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dondeA (@guila) representa decaimiento del §tomo correspondiennientras
S (sol) representa que sobrevivih los 5568 anos sin alteracifin nuestro
caso tenemos 4 fitomos que decayeron y 6 que sobrevivieron.

Esto da para una bonita actividad en clase. Despu®s de explican qug
consiste la radiactividad se le pueden \otorgar" a cada alumndd1fitomos
de carb$no 14. Cada alumno decide con 10 volados cu@intosesaken los
primeros 5568 anos. El nfimero total de §tomos sobreviviestde todos los
alumnos se cuenta y se anota. Luego empiezan los siguientes 5568s,
sBlo que ahora cada alumno tendr@ que echar tantos voladasno sobre-
vivientes tuvo. Nuevamente se cuentan los sobrevivientes delts y se anota
el nfimero. Esto se puede repetir hasta que todos los §tomosayecon.

Es tambign fitil dividir la clase en dos grupos y hacer el cau de los sobre-
vivientes por grupo. Luego se puede elaborar una gr@ ca, querpejemplo
se podrfa ver asf.

atomos no decaidos
120 1

100
80
60
40
20

0

b b 43 ~
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10'7eknpo(£5568anos)

El resto de la clase se puede orientar a lo largo de las siguientesgpntas:

1. >Cufll es la funcifn matem@tica que mejor modela el néirm de §itomos
\sobrevivientes"?

2. >Por qug hay m§s \brincos" en la gr ca del lado derechoejdel lado
izquierdo (cuando ya hay pocos @tomos que no han decfado)?

3. >Cufintos itomos¢C hay en un gramo de carbono?

4. >CHmo se compara \la exactitud" del modelo para un gramo darbono
contra unos 120 §tomos?
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Con la primera pregunta, el maestro podrf abordar el tema dasl funciones
exponenciales, sus propiedades y discutir la validez de modela fenmeno
discreto (siempre hay un nfimero natural de §tomos que no haeafdo) con
un modelo continuo. La segunda pregunta podrfa limitarse a lai@m obser-
vacifin e interpretaciin de la gri ca obtenida para despsifetomarla en la
cuarta pregunta con mayor formalidad matem@tica explicato las distribu-
ciones de Bernoulli. Para la tercera pregunta habr§ que t@nen cuenta
gue s%hlo el MO000000010% de los §tomos de carbono tienen 8 neutrones, el
1:11% tienen 7 neutrones y la gran mayorfia, el 88% tiene 6 neutrones en
su nficleo. Usando la constante de Avogadro0@¢1073, que es el nfimero de
neutrones que pesan juntos un gramo, se obtiene que hay

0:00000000010%6:02 ¢107% ¥ 12 = 50; 000 00Q 000

fitomos en un gramo de carbono. Eso es un nfimero muy grandes hace
gue el modelo de la funcihn exponencial es muy buena. Lagazfe fondo
es la ley de los grandes nfimeros.

Tambi®n valdrfa la pena mencionar que es uno de los procesds rexitosos
para fechar ffsiles. La razfn es que en la atmfjsfera, la ratfia solar bom-
bardea §tomos de nitrigeno y provoca la siguiente reactci®h

14 1 14 1
N +on!l %C+1p

Es decir, un prothn del nficleo es golpeado y reemplazada po neutrfn.
Por ello hay un porcentaje m@s o menos estable de carbono l4etmire.
Los organismos vivos adquieren carbono del aire y por lo tantmntienen
este porcentaje (que es:00000000010%) de carbonos 14 en sus cuerpos. Al
morir, el organismo ya no adquiere m§s carbono 14 y los t@ngC siguen
decayendo segfin lo que vimos. AsY, si en un ffsil encontramos ltme s$hlo

un cuarto del porcentaje original sabemos que ya han pasado 8365568
anos desde que se muri§.

3.6 Comentarios

Hemos visto \la matem@tica en la vida real" desde dos §ingulosrimpero

vimos ejercicios tfpicos que se usan en el salfn de clase y queubesc
mos por pseudoreales poco deseables y despu®s vimos dos ejsrdphde la
matem@tica sf juega un papel primordial en el entendimiende un fenmeno
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real (objetos esfgricos y la radiactividad). Estos ejempldseron selecciona-
dos cuidadosamente para mostrar ciertas caracterfsticas. Laeeafrepresenta
un ejemplo del primer nivel de cmo sirve la matem@tica contenguaje de la
naturaleza mientras la radiactividad es un tfpico ejemploadl segundo nivel.
No serfla f@icil dar un ejemplo para el tercer nivel que pueda segatido a
nivel bachillerato, pero lo que s se puede digerir es su exigia y su funcifn.
Lo que tal vez m§s se acerca a ello es la discusiin de la obra detdlewque
desarroll$ el cflculo diferencial para poder tratar las eaciones diferenciales
para poder reducir el movimiento de los cuerpos celestes a singipio fun-
damental.

De cualquier manera, encontramos la matem$tica fungir canun lenguaje,
no como una herramienta que uno emplea a menudo en la vida dana.
Pero nadie duda que la matem$tica sf teine aplicacioneslss y que se en-
cuentran en todos lados. Lo que pasa es que se encuentran escosd los
aparatos y en la tecnologfa. Para dar un ejemplo, es el aparajue reproduce
un CD y es tambi®n un aparato que graba un CD, pero los aparatasan al-
goritmos muy so sticados de codi caciin que hacen posible unarmezcifin de
errores al leer el CD, errores que se producen por rayones o/p@n la super-
“cie del CD. Sin estos algoritmos serffa absolutamente imposibkcachar un
CD. Como estos algoritmos se encuentran encerrados en los apzs nadie
de nosotros tiene que conocerlos para poder escuchar un CD ygussto que
nos di culta que nuestra vida depende en gran medida de los logrque se
alcanzan en matemf$ticas.

La aplicacin de la matem$tica se encuentra toalmente esdmo y se desar-
rolla una sola vez por un grupo de cientff cos. Es por ello que nosdemos
preguntar con justa razfin porque entonces se debe prenderttamatem$tica
en la escuela a un pfiblico tan amplio y por qu® no se reduce su easea a
matem@ticos e ingenieros. Tratar de contestar esta pregunta@el contendio
del siguiente capftulo.

3.7 Propuestas

1. Busca o inventa un ejemplo donde se aplica el Teorema de Bivfas
en la realidad y que no sea pseudoreal.

2. >Qu® ejemplos reales usarfas para explicar el conceptduheifin en
clase?
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3. En cada CD hay una buena cantidad de matem@ticas: la infoati®n
estf almacenada de tal manera que se puedan corregir errongs gcur-
ren a la hora de leer el CD tfipicamente porque est@ rayado. Usa el
internet para averiguar cfmo se almacenan los datos y qugdide
matem$tica est@} involucrado.

4. >Qu® ejemplos (aplicados o reales) usarfas para mostrampliear o
ejempli car el concepto de simetrfa?

5. Encuentra al menos tres diferentes aplicaciones de cfas que se dan
realmente en la tecnologfa.

6. >Cuflles fenmenos reales son lineales (al menos dergroierto rango
de las variables involucrados). Busca por fenfimenos contsy es de-
cir, trata de evitar ejemplos \discretos" comoel precio pagado por los
boletos depende linealmente de la cantidad de boletos caups (eso
es mfs bien un ejemplo de proporcionalidad pero no de una difin
continua lineal).

4 Motivar las mateméticas

4.1 El problema

Cada maestro la conoce, la pregunta latoséPara qu§ sirve esg?a pregunta
por la utilidad inmediata de los temas vistos en matem$ticas.a conocemos.
Cuando hemos preparado una bonita clase para ver la factoi#n de poli-
nomios y... alguien de seguro levanta su mano y pregur#d’ para qug nos
sirve eso?Y no hay tanto tiempo, sino se va al diablo la bonita clase y de
por si >qu® debemos responder? De veras, >de qu$ le sirve a ulescnte
en plena pubertad la factorizacin de polinomios?

En este capfitulo queremos dar una respuesta a esa pregunta latodadicamos
todo un capftulo a ello, ya que no es una pregunta fficil. Tenes que hablar

primero de lo qu® es la matem@tica y para qu$ se hace para g@oentender

de qu® sirve. Luego daremos tambi§n una respuesta alternativ
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4.2 Las cuatro raices de las matem@&ticas

Es fitil tratar de resumir las principales fuerzas que han emjado y estimu-
lado a las matemfiticas en su desarrollo. Expondremos estaseai de las
matem@ticas en un s$lo ejemplo.

Una piedra lanzada describe una par@ibola, una curva estudiadikededor
de 350 a.C. por Menaechmus, matem@tico griego, al tratar decentrar una
soluci®n al problema de duplicar un cubo (es decir, de constrel lado de
un cubo del doble de volumen de un cubo con lado dado). Aquf ¢emos la
primera y m@is antigua rafzla geometrfa .

Pero fue mfs o menos dos mil anos despu®s que Galilei ad@aeuna piedra
lanzada realmente describe (en buena aproximacifyn) una fibola. Tambign
estudi®h el caso particular de la cafda libre donde simplemerge suelta la
piedra desde una posicifin elevada { como por ejemplo una tortea piedra
describe una trayectoria recta y la frmula = %gt2 expresa la alturaa que
cae la piedra en funcifin del tiempbusando la constante de la gravitacifin (en
la super cie terrestre)g = 9:81 m=sed. Asf, si sabemos que la torre mide
55m de alto (como lo hace m@s o menos la plataforma de la tode Pisa),
podemos calcular el tiempo que necesita la piedra en caerseisbptenemos
que resolver 55 m =3 ¢9:81 m=sed t? por la variablet. Para ello dividimos la
ecuacifin entr% (9:81 m=sed y luego sacamos la rafiz cuadrada para obtener
t = §3:3seg. Observamos que obtenemos dos soluciones, ddree:3 seg
corresponde al tiempo que necesita la piedra en caerse, 0 queoemikmo,
al momento en que la piedra golpea el piso si el momernte 0 es aquel en
gue soltamos la piedra arriba. Entonces la segunda solucifpr | 3:3seg
corresponde al momento en que la piedra se dispar® del suelo datiba
con tal fuerza que alcanza su punto m@s alto a 55m de altura josén el
momentot = 0 para luego volver a caer. En los dos momentos, la altura de
la piedra medido desde la torra hacia abajo es de 55m.
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Estas sencillas manipulaciones de las ecuaciones y la coaenterpretacifin
de los resultados forman parte defllgebra, la segunda raffz de las matem@®-
ticas. Claro, la piedra cae atraida por la gravedad de la Tieary con ello
son s$Hlo un ejemplo de la ley de atraccifin que es proporcioada masa de
cada cuerpo e inversamente proporcional al cuadrado de la distia entre
ellos. De la misma manera se atrae un transbordador espacial y l&ifa. El
cfilculo es relativamente fcil porque la masa de la Tierra emensamente
mayor que la del transbordador y podemos pensar que la Tierrahmente no
se mueve por la presencia del transbordador (que estrictamengefalso pero
cierto en aproximaciin). Pero si los dos cuerpos tienen unasa comparable
esa aproximaciin ya no es muy acertada. Tenemos dos masasy m,;
gue en el tiempot = 0 est@in en los lugares¢; y %, (en cierto sistema de
coordenadas cartesianos) y se mueven con las velocidadey . Lo que
debemos averiguar es chmo se moverfin estos dos cuerpos ariuebfsi la
finica fuerza que tomamos en cuenta es la de la atraccifnwacional que
es proporcional a la masa da cada cuerpo e inversamente propmral al
cuadrado de la distancia entre los cuerpos. Pero la fuerza eswattor con
la misma direccifin quex; j *,. Es decir

e LR ()
%10 % I*1i %)

son las fuerzas que actfjan sobre el primer y el segundo cuerpbvi@mente
las posiciones y las velocidades cambiarfin, es decir sonifumes en el tiempo,
asf que tendremos;, = dd% Yy A = dd% La ley de Newton dice que la fuerza

gue actfia sobre un cuerpo causa una aceleracifin que es inveesde propor-
. 2 . .
cional a la masa del cuerpo, es dedi; = m; 9%t y similar para el segundo

Fi=1i°mim y F>=°mim;

1 dtZ
cuerpo, que da, al susitituir (5) las siguientes ecuacionesetiénciales.
> .1 % % % .1 xi % ©)
diz ~ ' omyjx i %) dt2 My % i %%
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Si restamos la segunda ecuacifn de (6) de la primera obtenemos

d?% dzxz_lou 1+ 1‘" X %
dz ' diz ! m. My j%i %j°

(7)

una ecuacifin que podemos reescribir de manera mfs compactiiamamos
¥Y=%] %yl!="um = 1 (quees unamasa):

mi+m; 7m11 + 7m12
23 —_ s« O S .
1 — ltz | ]_3 (8)

>Cufll es la interpretaciin de la ecuacifin anterior? Pues la ecuacifin de
un cuerpo de masda que es atraida hacia el origen como si ah$ hubiera
una masa inm$vil. La solucifin para la trayectoria de ese cuergs una
cfinica: una ®lipse (como lo describen los planetas del sistesn&ar) o una
parfibola o hiperbola para cuerpos que pasan una sola vez cercse ale-
jar@in para siempre. Usamos §lgebra para manipular las ecwaas, pero las
ecuaciones contienen ingredientes escenciales cf#tulo , sin las cuales no
es posible entender cabalmente el movimiento. El c@lculo lestercera rafiz
de las matemfticas.

Ya no es posible resolver el mismo problema para tres cuerpos, esidno
es posible calcular la trayectoria que tomarfin tres cuerpagle se atraen
mutuamente como el Sol, la Tierra 'y la Luna. No es posible escrilties fun-
ciones que describen las trayectorias de los tres cuerpos.sltaerpos pueden
mostrar fenfimenos cafticos en donde pequefnos cambiosadiciin o de ve-
locidad inicial llevan a trayectorias completamente distitos. El moviomiento
de tres cuerpos sflo se puede calcular aproximadamente. Siga@nos en las
partficulas que constituyen el gas en un cuarto el nfimero derffjeulas es
abrumante. De hecho es tan grande que afin conociendo la pfisicy ve-
locidad de cada uno de las partfculas serffa imposible calcidarmovimiento
aproximado. Lo que s% se puede estudiar es su movimiento estadfst Es
decir, se pueden usar mgtodos de faobabilidad para describir su com-
portamiento colectivo. Esto es la cuarta rafiz de las matemé@s.

Es importante que el maestro tenga muy claro algunas de las mipales
motivaciones que han empujado y desarrollado el tema que est§enando.
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4.3 El orden importa

La ensenanza tradicional suele darse de la izquierda hacia &etha en el
siguiente diagrama:

estudio
de ejemplos
cada vez mas
reales

estudio de
nociones
abstractas

estudio de
ejemplos
matematicos

estudio del

mundo real

En muchos casos ya no se llega al tercer paso, se requerirfan dexdasi
matem@ticas.

Podemos dar un ejemplo de ello: El programa de estudios 1996gpal primer
ano de la Preparatoria en la UNAM prevg que se deben estudiar:

Primera Unidad: Conjuntos. En esta unidad se abordan los conceptos fundamen-
tales de la Teoria de los Conjuntos para proporcionar la herramienta y
el lenguaje de operacidn para las unidades posteriores.

Segunda Unidad: Sistemas de numeracion. En esta unidad se estudian los sis-
temas de numeracion de las diversas culturas hasta nuestros dias, re-
saltando la importancia del sistema de numeracion base diez (decimal),
el cual serad desarrollado a profundidad abordando sus propiedades a
través de la siguiente unidad.

Tercera Unidad: EI campo de los nimeros reales. En esta unidad a partir de
los niUmeros naturales y para resolver problemas cotidianos se muestra
la necesidad de ir ampliando los conjuntos numéricos. Se formalizan
las operaciones con nlimeros reales y se menciona la extencia de los
ndmeros imaginarios y los complejos. Se opera con vior absoluto, no-
tacion cientifica y logaritmos. Al término de esta unidad sera necesario
pasar a la representacion numérica a la representacion simbblica para
generalizar las reglas operativas de las Matematicas. Se resuelven prob-
lemas significativos para el alumno.

Cuarta Unidad: Operaciones con monomios y polinomios. En esta unidad se re-
visan las operaciones fundamentales con monomios y polinomios dando-
les mayor alcanze que en los cursos anteriores. A través del desarrollo de
los contenidos de esta unidad se propicia la mecanizacion de las opera-
ciones fundamentales del algebra las cuales se sistematizan y simplifican
en el desarrollo de la siguiente unidad.
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Quinta Unidad: Productos notables y factorizacion. En esta unidad se realiza un
estudio completo de los productos notables y su respectiva factorizacion.
Se abordan factorizaciones de mayor dificultad. La adquisicion de los
conocimientos expuestos en esta unidad, sumados con las de la unidad
posterior constituyen la herramienta necesaria para resolver problemas
de aplicacion.

Sexta Unidad: Operaciones con fracciones y radicales. En esta unidad se abordan
los teoremas del factor y del residuo, y la division sintética, se opera con
fracciones simplificandolas a su minima expresion. Se abordan opera-
ciones con radicales. Al término de esta unidad el alumno estara en
posibilidad de aplicar los conocimientos adquiridos en el planteamiento
algebraico de problemas que modelan diversas situaciones.

Séptima Unidad: Ecuaciones y desigualdades. En esta unidad se estudian los
métodos para resolver ecuaciones y desigualdades. Se resuelven pro-
blemas planteados como una ecuacion o una desigualdad de primero o
de segundo grado en una variable, pretendiendo que el alumno infiera
que hay situaciones de su entorno que se expresan en términos de una
sola variable con una o mas soluciones posibles, pero que también exis-
ten acontecimientos que requieren, para representarse, de mas de una
variable como se trataria en la siguiente unidad.

Octava Unidad: Sistemas de ecuaciones y desigualdades. En esta unidad se re-
suelven algebraicamente sistemas de dos o tres ecuaciones lineales con
tres variables, asi como problemas expresados como tales. Se resuelven
sistemas de dos desigualdades de primer grado en dos variables y los
problemas expresados como un sistema de desigualdades.

En este ejemplo podemos apreciar dos puntos. Primero: se efatque se
estudian nociones matem@ticas antes de ver ejemplos. Segurgk estudian
primero las partes de una ecuacifin, herramientas para sotu@rla (como la
factorizacifin) y hasta el nal las ecuaciones. Se aprecia qus lautores de
este programa pensaron que para poder entender qug cosa es gnacfn
primero hay que saber manipular cabalmente la partes (los \m¥inbros") de
una ecuacifn, que el conocimiento se construye como una tarepezando
con el conocimiento bien fundado y edi cando poco a poco, niy@or nivel

para alcanzar nalmente la altura deseada. Esto tambifn se reéegn el
contenido de la primera unidad: conjuntos. Es cierto que la rremnftica
moderna se fundamenta en la teorfla de conjuntos, pero la intraxtifin de
la teorffa de conjuntos por G. Cantor a principios del siglo XX sezo para
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poder lidiar con el in nito en las matem@ticas y s%lo poco a po se vih que
sirve para fundamentar toda la matem@ticas, una formalizefm bienvenida
despu®s de hacer matem$ticas durantes milenios de anoso Ray que tener
en cuenta que es una formalizacifin y s$lo eso: se resolvierola@ones desde
los babilonios (en la tablilla se resolvifk? + 42 = 52) sin poder basarse en
la teorffa de conjuntos. AsY que debe repensarse si realmente se gasta
ensefanza de esta teorgd principio del Bachillerato.

Simpli cando podrfamos decir que se estudia el §lgebra para:

2 modelar un cierto fenfmeno con una ecuacifn,
2 resolver esta ecuacifin e

2 interpretar las soluciones de la ecuacifn.

Por ello, el orden de presentar y tratar el contenido es err§o. Debe inver-
tirse por completo para re°ejar m§s el orden natural:

. simplificar estudio de
estudio del buscar un C C
muﬂdoo real modelo y estudiar nociones

matematico el modelo abstractas

En nuestro ejemplo se podrfla proceder a dar una introduccifintema de la
siguiente manera:

1. Hay cosas que varfan, como por ejemplo la altura que cae unaedpa
desde una torre en un tiempo dadb. La altura a depende del tiempo,
0 como se dicea es una funcifin de¢. En este ejemplo tenemos

a= igt’

Aqufl, g = 9:81 m=sed es la constante gravitacional para la super -
cie terrestre. Si conocemos el tiempo podemos calcular li@einte la
altura.

2. Pero si conocemos la altura de la torre, >podemos entoncakuar
el tiempo que se tardar§ una piedra para caerse? Habr@ que resol
la ecuacihn port. Por ello es importante poder manipular y resolver
ecuaciones.
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3. Discutiremos las siguientes tgcnicas para resolver ecoaes:

2 Despejando la incHgnita: es un m®todo importante tanto par
ejemplos concretos como para las matem@ticas mismas. Lanadie-
mente no siempre se puede.

2 Usando una frmula: s®lo pocas ecuaciones se pueden resolfler as

2 Factorizando: si un producto es cero entonces uno de los faet®
tiene que ser cero. Solo pocas veces este mgtodo es aplicable.

2 Gra camos la funci®in: al dibujar la funciin obtenemos unaugna
impresi®n de lo que est& pasando y podemos estimar la soluci®n.

2 Por una aproximacifin: es el mgtodo que usa la computadoras E
fitil saber cmo lo hace.

Entonces el alumno se dar@ cuenta que hay diferentes camipasa resolver
una ecuaciin, sabr@ por qu® se busca resolver una ecuacifiorisque los
productos notables sirven para factorizar, que factorizarrse para resolver
ecuaciones y que se quiere resolver ecuaciones para resolhai@mas reales.

Creemos que el maestro hace bien en re°exionar por qu se estudas
nociones matem$ticas que prevg el plan de estudios y en egulestas razones
al alumno antes de embarcarse a un largo camino a travgs deuagla de las
nociones abstractas porque sino correr@ el riesgo de ir solo.

4.4 Cuestionar la pregunta

Parece que la pregunta >para qu® sirve eso? no necesita justiifiacsiempre

es vélida, siempre se puede hacer. Pero hay que tomar en cuepte vivimos

en un tiempo acelerado de los cortos r@pidos en el cine, de Wdeojuegos
de r@pida reaccifn donde vence quin use menos tiempo dexi®n, en el

tiempo de la publicidad agresiva y directa porque cada segundoesta. En

n, es un tiempo diametralmente opuesto a lo que requiere la nehftica,

gue apuesta a la re°exifin, que requiere un involucramientogdongado y la

atencifin completa, donde se vierte poca adrenalina y quecs@iespugs de un
tiempo considerable rinde frutos en la autonom$a del pensamt@ a travgs

del entrenamiento de la mente crftica y sttil.

>Qu® debe o puede responder el maestro de matem@ticas querenkema-
teria m@s odiada y menos reconocida frente a la pregunta plar utilidad
inmediata? >CHmo puede responder sin caer en autoritarismos?
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No hay, claro est@, una respuesta fcil. Lo m@s adecuado, nasepe, es ser
franco: la matem@tica no se ensena para una utilidad inmetdiaEs un buen
ejercicio preguntarles cufiles cosas tendrfla para ellos umiidad inmediata,
y despu®s re°exionar con ellos si estas cosas les dejarfin algad#&ro. Por
ejemplo: sin duda es muy §til saber manejar una computadoragm >cu@l es
la utilidad inmediata para un chavo de 17 anos? >Para qu§ lsaffla? >Para
jugar? >Para escribirse correos? Y aungue lo use para entregab#jos en
la escuela, eso no trasciende el @mbito escolar.

La matem@tica forma parte de los logros culturales y comolthay que verla
y ensenfarla. Si nos ensenan en una clase de dibujo que los isipnestas
guerfan pintar lo que vieron, realmente vieron con los ojos,no pintar lo
gue sabfan que hab%a ahff, entonces la siguiente vez que nosWaomos con
un cuadro de Monet { tal vez { nos detenemos y de repente lo vesxmuy
distinto. >De qu§ me sirve? Si me ensefnan en qufimica que en d@ai®n
\redox" un metal reduce otro metal que se oxida y que por ello gauna
corriente, entonces la siguiente vez cuando muerdo un pedai® aluminio
con mi amalgama { tal vez { pienso en chmo se da esta reaccifin { taz
tambi®n recuerdo que nuestro sistema nervioso transmite sus desacon
impulsos el§ctricos, pero honestamente >de qu§ me sirve?

Se ve que estas preguntas de otros &mbitos tampoco son mgse$ide con-
testar. Me sirven, podrfa intentar, porque me introducen a esteultura,

gue se basa sobre un acervo impresionante de conocimientos adadas por
dgcadas. EIl conocimiento se transmite de generacifin en gaodn y s$lo
asf no se pierde. Mi vida diaria no cambia grandemente por saloeignorar
estas cosas, lo que cambia es mi horizonte.

4.5 La utilidad depende de la futura profesifin

La comparaciin con otras materffas nos conduce a la cuesti§ra utilidad de

todo lo que se ensefna en el bachillerato. Vale preguntarse agqusirve esa
educaci®in, cufiles profesiones la requieren o de otra manequ$ trabajos
puede hacer un bachiller que no lo puede hacer alguien que nos§ un

bachillerato?

Claro, absolver el bachillerato en s% es un logro y por ello ggmos pensar
gue es buen Ttro; que aquellos que sf lo pasan tienen algunaalitlades que
otros no lo tienen. Creo que eso es una manera muy extendida dangar
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sobre el bachillerato, como un Ttro nada m@s. Pero es una maaemuy

alejada y descuidada: de ninguna manera in°uye lo que realertgse ensena.
Igualmente poder resolver Sudokus, crucigramas, poder levanpesos, nadar
varios kilimetros, saber arreglar coches o fabricar una pteerde tambor

forman Ttros: algunos pueden y otros no. Si solo se trata de estabkr

un Ttro de ninguna manera se justi can los contenidos de los progmas

vigentes en los diversos bachilleratos.

La ensenanza del bachillerato esmplia y no especializada , eso la carac-
teriza. Un buen bachiller conoce varios de los mecanismos fantentales que
operan en diferentes §mbitos como la de las reacciones do@is) la gentica,
la mec@nica o termodinfimica pero tambign en la sociedadholuso en nuestra
mente. Estos conocimientos se integran en un entendimient@snfirofundo y
desmiti cada del mundo que una persona que no curs® el bachéier. En el

buen bachiller se realiza el ideal del cientf co universal y n@ldespecialista.

Por ello, esta educacihn no tiene mucho sentido para futurosea§nicos,
carpinteros, taxistas o maquiladores, sino se dirige ms bienuauiros inova-
dores. Un ejemplo: para poder concebir la idea de una sustanciaquejora
el amalgama (al respecto de que es muy desagradable morder udgze de
aluminio, cosa que obviamente poco ocurre) se debe primero @cer de las
reacciones qufmicas \reduccifin - oxidacin" que implicaina corriente (un
concepto de ffsica) que estimulan los nervios (biologfa) ladguscar un ma-
terial tal vez un pl@stico o un cerimico (porque no tienen m#os electrones
libres y por ello son m@s inertes en reacciones redox en dofwlge una cor-
riente), adem@s el material debe poder trabajarse (molddatlo untable) en
un espacio de trabajo como son los consultororios de los dentsstadebe
tener iguales o mejores propiedades que el existente amalgarfan n, para
cada \inovaciin" por muy modesta que esta sea, se requiere de mmaltitud
de conocimientos de diferentes @ireas. Pero claro est@, nowsede saber qug
conocimiento exacto se requerirfi en cada caso.

Por ello no se puede contestar la pregunta \de qug me sirve" hasta saber
qu® actividad profesional llevar§ cabo el estudiante en sutidto. Proba-
blemente se tendrf que responder que no le sirvi de nada, ptrovez
descubrir que s% aprendih algunos conceptos en sus clasesaem@ticas
qgue le fueron muy fjtiles.

Los alumnos podr@n contestar que muchos de ellos no ser@mViadores”,
algunos de ellos ni seguirin una carrera universitaria y afile aquellos que
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lo harfin, algunos no usar§ el lenguaje matem@tico de nimgumanera. Eso
es cierto en lo que se re ere a los conocimientos, pero falso en ue ge
re ere a las habilidades: poder razonar Ifjgicamente, imagnse objetos en el
espacio, reconocer usar patrones, poder formular conjeturafigvar a acabo
argumentaciones son habilidades que el alumno puede adguen una buena
ensefanza de la matem@tica.

4.6 >Por qu@ son diffciles las matem#§ticas?

Las matem@ticas son diffciles, eso es un hecho innegable. Loystmtienen
gue ser asf porque permiten expresar relaciones muy comgej@mo por
ejemplo las grandes leyes de la ffsica. Pero lo que las matira® dan a
cambio del sufrimiento al aprenderlos es tambign extraordirio: abren un
mundo a la comprensifn, un mundo abstracto que requiere un ex@Niento
lento y cuidadoso, pero un mundo nuevo que permite ver més ahflo de los
fenfmenos observables.

Alguien que est@ interesado en estos fenimenos diffcilmentpuse negar a
los conocimientos matem@ticos. Por ello, es muy importangeie los ejemplos
gue se usen para ilustrar como la matem@tica funciona de lengrigara
expresar estos fenfmenos, que estos ejemplos sean bien escogitisutidos
a fondo en lo que se permite con estudiantes jivenes. Se ve qgeesamos
en nuestro argumento a la pregunta de las matem$ticas reateguesta en el
capfitulo 3.

4.7 Comentarios

Quisiera resumir los diversos argumentos que se expusieron en eafftulo.
Creo que es posible de estructurar la ensefnanza de tal manera qs facil
explicar por qu® se hacen las maniobras que se hacen, que lelggtaro al es-
tudiante la raz®n de estudiar diversas conceptos abstractosarg ello es nece-
sario explicar de dfnde vienen las cuestiones principaleslasn matemfticas
(las raices, que aquff las reducimos a cuatro) y darle un ordapropiado al
material. Con ello se puede reducir el nfimero de veces que sul@ pre-
gunta latosa de manera dr@stica, pero claro, no se puede y tazve se debe
erradicar. En el caso que sf se presenta, se puede tomar la opodad y
discutir sobre la utilidad de diversos contenidos, incluso, en&so de que la
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clase responde bien en discusiones, se puede rechazar la preguntaahera
provocativa para desatar una discusiin donde los alumnos tsnchance de
argumentar su caso y asf re°exionar sobre lo que piensan.

De cualquier manera siempre se debe ser franco y honesto. Si noasshbe
visualizar una aplicaciin del tema que se trata, entonces egjor admitirlo
y no recurrir al desgastado \cuando seas grande ya lo ver§s..Esta frase
(que como hemos visto estf@ rmemente instalado en ciertos pragras) es
diametralmente opuesta a las metas que debe perseguir la buemsenanza
de la matem@tica: debe invitar a los alumnos a exhibir y apvechar sus
capacidades intelectuales, a la discusi®n en el grupo y con eestro. En el
mejor de los casos el maestro se reduce a una gufia que proveenfcifin u
orientacifin.

4.8 Propuestas

1. Los nfimeros racionales so difficiles de motivar con ejeagpteales. Re-
°exiona chmo podrffas motivar el estudio de estos nfimeros.

2. Averigua por gugmatem$§ticamenteno basta pensar los nfimeros reales
solo hasta cierta aproximacifin. >Por qu® se requiere los refios con
una cadena in nita de dfigitos?

3. Revisa algunas aplicaciones de las cfnicas en la tecrfalgguego anota
los conceptos que son importantes para el estudio y la aplid@atide las
chnicas.

4. Newton desarroll$ el cfilculo para el estudio de los movimiies celestes.
Profundiza tu conocimiento sobre este tema de tal manera quequles
usarlo para motivar el estudio del c@lculo en el saln de clase.

5. Revisa el internet o algunos libros respecto al uso de ecuae® diferen-
ciales en modelos demogr cos, modelos de crecimientos deesp en
biologfa. Re°exiona cimo podrfias usar esta aplicacihn comativador
del estudio del c@lculo.

6. >Por qu® se hace tanto enf§sis en las construcciones colaregomp@s?
>Por qu® no se usan tambign otras herramientas de constrooc§pn
mayor frecuencia?
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7. Re°exiona como podrflas motivar el concepto de nfimeros atgps.

Citas originales

[c1] You're locked out of your house and the only open window @ the
second °oor, 25 feet above the ground. You need to borrow a ladde
from one of your neighbors. There's a bush along the edge of theuse,
so you'll have to place the ladder 10 feet from the house. Whatrigth
of the ladder do you need to reach the window?

[c2] You are at your grandma's house and decided you're ready go home.
Your mom says the only way you can come home is if you tell her etly
how many miles is the shortest distance from Grandma's beforewycan
leave. She tells you that your street and Grandma's street me&d form
an L at your school. Grandma's house is two miles east of the school
and your house is one mile north of your school. She also tells yihe
shortest distance home does not involve passing your school agattow
can you do this? Why not let Pythagoras help you home?

[c3] Frank und seine Freundin Petra kommen vom Joggen zurfokd haben
grossen Durst. Sie beschliessen, einen halben Liter Orangensaftl un
einen halben Liter Mineralwasser zu mischen und das GetrAnktzilen.
Verliebt, wie sie sind, kippen Sie die beiden GetrAnke nichtnéach
zusammen. Petra trinkt mit einem Trinkhalm 50 Kubikzentimeter pro
Minute aus einem Krug, der am Anfang nur den halben Liter Mine-
ralwasser enthAlt. Gleichzeitig trAufelt Frank Orangendah den Krug
und zwar 100 Kubikzentimeter pro Minute. Dabei rAihrt er miteinem
LA®el, damit Petra ein feines Gemisch trinken kann, das zumeénd
sMisser schmeckt.

Es bezeichne(t) die Menge an (reinem) Orangensaft im Krug zur Zeit
t in Kubikzentimetern, wobeit in Minuten gemessen werdet, 2 [0; 5].
Leiten Sie ein Di®erentialgleichungsmodell f&(t) her.

[c4] Galileo Galilei: Il Saggiatore

forse stima che la Toso a sia un libro e una fantasia d'un uomo, come
I'lliade e I'Orlando furioso, libri ne' quali la meno importante cosa g che
guello che vi p scritto sia vero. Signor Sarsi, la cosa non istggtolLa
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‘loso a g scritta in questo grandissimo libro che continuamente ata
aperto innanzi agli occhi (io dico I'universo), ma non si pumiendere se
prima non s'impara a intender la lingua, e conoscer i caratteme’ quali
g scritto. Egli g scritto in lingua matematica, e i caratterson triangoli,
cerchi, ed altre gure geometriche, senza i quali mezi g impdsk& a
intenderne umanamente parola; senza questi g un aggirarsi &arente
per un oscuro laberinto.

[c5] R. Feynman:Physics

[:::] you will have to learn a lot: two hundred years of the most rapily
developing eld of knowledge that there is. So much knowledg, fact,
that you might think that you cannot learn all of it in four years, and
truly you cannot; you will have to go to graduate school too.

Surprisingly enough, in spite of the tremendous amount of worthat

has been done for all this time it is possible to condense the emmus
mass of results to a large extent { that is to ndlaws which sum so
hard to grasp that it is unfair to you to start exploring this tremendous
subject without some kind of map or outline of the relationship foone
part of the subject of science to another.: [:]

You might ask why we cannot teach physics by just giving the basic
laws on page one and the showing how they work in all possible cine-
stances, as we do in Euclidean geometry, where we state the axsoamd
then make all sorts of deductions.:|:] We cannot do it in this way for
two reasons. First, we do not yeknow all the basic laws: there is an ex-
panding frontier of ignorance. Second, the correct statemieof the laws
of physics involve some very unfamiliar ideas which require e@hced
mathematics for their description. Therefore, one needs ariderable
amount of preparatory training even to learn what thewords mean. No,

it is not possible to do it that way. We can only do it piece by piee.

Bibliograffa

Tal vez se debe atribuir a mis pobres conocimientos pero reante pienso que
hay poca literatura §itil sobre la ensenanza de la matem@i@ nivel medio
superior que realmente vale la pena revisar con cuidado. El granaestro
gue ha tratado de describir con detalle el proceso que se pueéedl a cabo
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al ensenar matem@ticas es (para mis sin duda) George P%lygecomiendo
en particular

2 George PHlya:Patterns of plausible interference Princeton University,
Princeton 1954.

2 George Pflya:How to solve it: A new aspect of mathematical method.
Princeton University, Princeton 1957.

2 George Pf%lya: Mathematical Discovery: On understanding, learning
and teaching problem solvingJohn Wiley & Sons, New York 1981.
Tambi®n me parece muy honesto e interesante el siguiente trgda
2 Hans Freudenthal: Mathematics as educational taskSpringer, 1972.

Recomiendo tambi®n consultar el material que puso Miguel Guan en fnea:

2 Pensamientos en torno al qughacer matem@tico.
http://ochoa.mat.ucm.es/» guzman/portadacd/inicio.htm

Pero sobre todo recomiendo ser valiente y atreverse a experitaerisiempre
seindo honesto respecto a lo que uno sabe, o intuye o desconoce osn |
alumnos) y de tratar de informarse bien con literatura especiahda. Hoy en
dfla cada vez es m@s ffcil orientarse usanddrekrnet, o que no sustituye
de ninguna manera hacer el esfuerzo y adentrarse a un tema mifieado de

lo que este medio electrfnico nos puede ofrecer.
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