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Introduccién

Este documento es la primer versiéon de las notas del curso de maestria de
Analisis Geométrico que imparti en el Instituto de Matematicas de la UNAM.
Entre los meses de Febrero y Mayo de 2015. Fuerén escritas de manera con-
junta con los estudiantes del curso:

Alejandro, Eduardo, Fernando, Gilberto, Irving y Miguel Angel.

Nos basamos en varios libros de autores destacados, sin embargo a veces
es dificil llenar los detalles en diferentes temas. El objetivo de estas notas fué
escribir mas detalles explicitos para facilitar una segunda lectura sin tener
que volver a rehacer el trabajo realizado para entender la teoria. También
puede facilitar la lectura a quién estudie por primera ocasion estos temas.

Enero de 2016. Unam Juriquilla.
Gabriel R. H.



Teoremas de comparacion:
Hessiano, Laplaciano, Gradiente

1 Hessiano y Laplaciano

Sea M una variedad Riemanniana completa de dimensién n. Denotamos por
(,) la métrica Riemanniana, por V la conexion de Levi-Civita asociada y por
R el tensor de curvatura de M.

Dada una funcién f : M — R de clase C?, podemos definir el Hessiano
como

Hessf(z,w), =(Vz(V),W)=2Z-W - f =V, W- [,

donde p € M, z,w € T,M y Z,W son cualesquiera dos campos vectori-
ales alrededor de p que son extensiones locales de u,v respectivamente. La
definiciéon no depende de estas extensiones.

Dado un punto p € M, consideremos la funcion distancia p : M — R al

punto p: p(q) = d(p, q).
Lema 1.1. Siz € M\ {Cut(p)} yv € T,M entonces

Hessp(v,v) = /OT(|VU/(15)V|2 —(R(V,d'(t))d'(t),V))dt,

()

v,

donde o : [0,7] — R es una geodésica minimizante de p = 0(0) a z =
y V' es un campo de Jacobi a lo largo de o tal que V(p) = 0,V (z)
[V,o'] = 0.

I q

Proof. Hessp(v,v) = (V,Vy(Vp)) = (V,Vy(d')) = (V,V,V).

Como se puede observar, en los cdlculos de arriba usamos la igualdad V|, =
o’. Ya que estamos suponiendo que |¢’| = 1 en [0, 7] y como es minimizante es
ortogonal a las hipersuperficies de nivel de p. La funcion distancia p también
es ortogonal a sus hipersuperficies de nivel y |[Vp| = 1.

Por lo tanto,

Hessp(v,v) = "LV, Vo V))dt

0 dt

= [TV V.V V) + (V, VeV V))dt.



Ademds, como V es campo de Jacobi se cumple que V'V, V+R(V,0)0 =
0.
Entonces,

Hessp(v,v):/ (Ve V2= (R(V,0")o', V))dt.
0
O

Teorema 1.1. Sean M, M, dos variedades Riemannianas completas de
dimension n. Para1=1,2, sea

e 7 : [0,a] — R geodésica parametrizada por longitud de arco tal que

([0, a]) € M\ {Cut(v:(0))}.
e p;: M; — R la funcion distancia al punto ~;(0).
o K la curvatura seccional de M;.

Supongamos que para cualquier t € [0,a] y cualquier vector v; € TyyM
ortogonal a ~i(t) con |v;| =1,

Kl(vlv ’y{(t)) > K2(U27 PYé(t))

en 11(t) y y2(t) respectivamente. Entonces, en v;(a)
Hesspy(wy,wy) < Hessps(ws, ws),
para todo w; € T, ()M ortogonal vj(a) con |w;| = 1.
Proof. Sean E%,--- | E* campos paralelos a lo largo de 7; con
En(v(t)) =75 (t).
Por el Lema 1.1,
Hessp(wiwi) = [ (Va2 = (R(V,l(0) (t), Vi,
0

donde V; es un campo de Jacobi a lo largo de ; con V;(7;(0)) = 0y V;(vi(a)) =

Ww;.

Por el lema de Gauss, 0 = (v9,75(0)) = (Va(t),75(t)) = (Va(t), E%(v(t))).



Esto prueba que V; es ortogonal a E? a lo largo de .
En particular, V5 se puede representar como

Ahora pedimos la siguiente condicién inicial en ¢t = a: Definimos E!(v(t)) :=
(1), {EH(m(a), -+, EL_1(71(a))} tal que

n—1

wy = Vi(a) = > N(a)E}((a)).

=1

Y extendemos estos vectores a campos paralelos a lo largo de ;. Analoga-
mente al caso anterior, V; es ortogonal a E! a lo largo de 7;.
Definimos el campo vectorial Z a lo largo de ~;:

n—1

Z=> NE].

j=1
En consecuencia,
Z(0) = V1(0), Z(a) = Vi(a),|Z] = |V2|.

Ademas,
n—1 n—1
Vel = [ D NMES| =) N HE]| = |V Z.
=1 j=1

Ahora usamos la propiedad de que los campos de Jacobi minimizan la forma
del indice para campos vectoriales:

Hesspi(wy,w1) = Hesspi(Vi(a),Vi(a)) = I§
= Jo (Ve Z? = (R(Z,01(t))oy

(9. Val? = K (2,70)dt

Jo IV, Va* = Ky(Va, ) dt

H€55P2(w2, w2)-

IIA



Corolario 1.1. Sea M una variedad riemanniana completa de dimension n
con Ric > —(n—1)k* (k > 0). Sea N un espacio de curvatura seccional con-
stante —k? simplemente conexo de dimensién n. Sean py, py las funciones
distancia (con respecto a algunos puntos fijos) de M y N respectivamente.
St x € M y py es diferenciable en x, entonces para cuaquier y € N con
pn(y) = pu ()

Apu(z) < Dpn(y).-

Proof. O

Lema 1.2. La solucidén de la ecuacion diferencial f"(t) = k*f(t) con condicion
inicial f(0) =0, f(p) =1 esta dada por

_ sinh(kt)
) = sinh(kp)

Proof. La solucién general es: f(t) = aef + be=*.
La condicién inicial implica que, 0 = f(0) = a + b y entonces b = —a. Es
decir, f(t) = a(e® —e7*). Ademds, 1 = f(p) = a(e*” — e~**). Despejando,

—r——. Finalmente,
—e€

a=

ekt — e~k sinh(kt)

ft) = =

eke —e=ke sinh(kp)

]

Lema 1.3. Sea M una variedad riemanniana completa, de dimenson n, sim-
plemente conezxa y de curvature seccional constante —k*. Sea v : [0,a] — R
una geodésica minimizante en M que pasa por p = y(a) € M y sea X
un campo paralelo a lo largo de v tal que (X(v(t)),~'(t)) = 0,X(7(0)) =
0,X(a) =0 . Entonces el campo de Jacobi a lo largo de vy con condiciones
iniciales Y(0) = 0 y Y(p) = X(p) es de la forma Y (y(t)) = f(t)X(7(¢)),
donde f satisface la ecuacion diferencial

f'(t) =K f(t) =0
con condicion inicial f(0) =0y f(a) = 1.
Proof. El campo Y debe satisfacer la ecuacion de Jacobi:

VyVyY + R(Y, v )y =0.
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Ahora usamos la hipétesis de que M tiene curvatura seccional constante —k&2.
R(Y. Y)Y = fR(X, Y)Y = -k f(X = (X,7)y) = -k’ X,

V. VY = f(D)X.

Por lo tanto, (f”(t) —k?f(¢))X = 0. Como X es paralelo tenemos que f debe
ser solucion de la ecuacién diferencial. Ademas Y debe cumplir la condicién
inicial:

es decir f(0) =0y f(a) = 1. O

Como aplicaciéon de campos de Jacobi se puede calcular el laplaciano de
la funciéon distancia en curvatura constante.

Proposicién 1.1. Sea M una variedad riemanniana completa, de dimenson
n, simplemente conexa y de curvature seccional constante —k*. El laplaciano
de la funcion distancia p: M — R en M a un punto p esta dado por

Ap = (n — 1)k coth(kp).

Proof. Por el Lema 1.1,

Hessp(vv) = [ (¥ VF = (V.Y ()7 (0). V),

donde V' es un campo de Jacobi a lo largo de la geodésica minimizante
v :[0,a] — M tal que p = v(0), V(7(0)) = 0y V(y(a)) = v € TyM.
Esto muestra que para calcular el laplaciano necesitamos construir campos
de Jacobi a lo largo de v que cumplan las condiciones iniciales anteriores para
alguna base ortonormal de vectores para poder tomar la traza del Hessiano
en cualquier punto.
Sea v € TyqM tal que (v,7'(a)) = 0. Sea X : [0,a] — T'M el campo
paralelo a lo largo de v que extiende a v. Por los Lemas 1.3 y 1.2, sabemos
que

sinh(kt)
simh(kp(7(0)))
Si{v, Xi(a), -, X,-1(a)} es una base ortonormal de T4 M y son paralelos
a lo largo de 7 entonces V; = f(t)X; es el campo de Jacobi con V;(a) =

Y = f(t)X, donde f(t) :=
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XZ(CL) = ;.
Ahora tenemos los ingredientes para calcular el laplaciano:

DNp = Z?:_f[-[essp(vi,vi)
= nflfoa(lv wVil? = (R(Vi, v/ () (t), Vi))dt
= Y5 IS OXP = (KA X, X))t
= (n—1) fo /()7 + B2 f2(t))dt

o 2 cosh? (kt) 2 sinh? (kt)
o (n _1 f(] k sinh? (kp) dt+ TL o 1 fO k s1nh2(kp)dt

(n—1)k> (i cosh®(kt)dt + [ sinh®(kt))dt

sinh?(kp)

— Sl’;h;():g (' (2sinh®(kt) + 1)dt
[( —¢ 4 Sinh(2kt) smh 2kt )’0+t’ }

(n—1)k
18 Sk
S2kp) 2% Zemi’(h )2 cosh(ka) sinh(ka)

= (n — 1)k<2k0) — (1 — 1)k coth(kp).

sinh(kp)

Donde usamos las igualdades: f’(t) = k? :filg(:;) Ademads se uso la igualdad:

Hessp(y',7') = 0. O

Observacion 1.1. Ndétese que la anterior formula para el laplaciano es valida
para k # 0. Cuando k = 0, tenemos que M = R"™ y aqui podemos hacer un
cdculo directo: La funcion distancia al punto p = (by,--- ,b,) es p(z) =
V(x1 —b1)2+ -+ (z, — by)2. Entonces, es un ejercicio probar que

Ap=n—1.

Aprovechando el ejemplo, se puede ver que |Vp| = 1. Es decir, p es eikonal.

2 Estimacion del Gradiente

...€IN proceso



3 Desigualdades: Isoperimétrica vs Sobolev

Desigualdad de Sobolev
Sea M una variedad riemanniana compacta con frontera de dimension n.
Entonces existe una constante C' tal que

O(AﬁﬂﬂﬂfsAﬂvm 1)

Desigualdad Isoperimétrica
Sea M una variedad Riemanniana de dimensién n. Sea €2 un dominio con
cerradura compacta en M. Entonces existe una constante C' independiente
de 2 tal que

para todo f € H.

C(Vol(Q)" " < Vol(69). (2)
Observaciéon 3.1. Cuando M = R" la desigualdad isoperimétrica es
(Vol(Q))"" < Vol(d9).
Férmula de Co-Area

Lema 3.1. Sea M una variedad Riemanniana compacta con frontera. FEn-
tonces para cualquier funcion medible g : M — R

[o=]. (/tﬁWﬂ>“

Proposiciéon 3.1. La desigualdad de Sobolev es equivalente a la desigualdad
1soperimétrica.

Proof. Sobolev implica Isoperimétrica:
Definimos 092 = { z € Q| d(x,09Q) < €}. Consideremos la funcién

1 x € 0\ 0N
fe= —d(m’fg) x € 90F
0 x e M\



Vamos a aplicar la desigualdad de Sobolev a esta funcion f.. Necesitamos la
norma de su gradiente

0 z €N\ 0N
Vfl=4q 1 x € 00°
0 x e M\

Por la desigualdad de Sobolev
. d(w,00) | -1 e
C (voz(Q\aQ )+ oo (4222 )
n=1
d(z,0Q) \ n—1 "
= C(fﬂ\8961+f896< ( € )> )

= C (fM €m> < uIVEl = Joge £ = Vol (09).
Finalmente, tomamos el limite cuando ¢ — 0:

Vol(Q\ 09) = Vol(Q), %\/01(896) — Vol(09), Vol(99) — 0.

d(z,00) <1

/me (M) o < Vol(0%).

€

Ademas, como

Esto prueba que la desigualdad de arriba converge a
C(Vol(Q)"+ < Vol(59)

cuando € — 0.

Desigualdad Isoperimétrica implica Desigualdad de Sobolev:
Por la férmula de coarea si f > 0,

/M|Vf|=/: (/{f:(,} 1) da:/oooArea(aQa),

donde Q, = {z € M| f(x) > o}. Por la desigualdad isoperimétrica aplicada
a €.

/ Area(0Q,)do > C / Vol(Q,)" do.
0 0
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En consecuencia: -
/ \Vf|:C’/ Vol(Q,)" do.
M 0

Por otro lado,

/ yf|n"1:/ Vol(fT > A)d\ = — / Vol(Q,)omTdo.
M 0 n—1Jg

Para deducir la desigualdad de Sobolev basta probar que

n—1

/ Vol(QU)"nldazC</ VOZ(QU)anilda) o
0 0

para alguna constante C'. Para establecer la anterior desigualdad procedemos
como sigue: Consideremos las funciones

F(o) = Vol(Q,),

o) = REE)T .

b(t) = (fg F(o—)aﬁda) "
Observesé que ¢(0) = 0, (0) = 0 y que F es monotona decreciente ya que

Qy,, C ,, cuando o1 < 03.
Afirmacion:

d0z () v ®)

n

Como F es decreciente, F((o) > F(t) para todo ¢ € [0,¢]. Entonces

=
S
q
7
V
=
C‘;
q
1

JEF(o)omt > [IF(t)onT

o(t) = (F(H), |
W) = =R ([ Flo)omide) "




Esto prueba la afirmacién:

n

() ) < PO = )

Para obtener la desigualdad de Sobolev hay que integrar de ambos lados
("5H) " (o) = (32) " JyT ¢ (D)dt <[5 ¢ (t)dt = p(00). Como

n—1

(00) = ( /0 h VOJ(Q(,)anilda) ’

hemos probado la afirmacién (3). O

4 Constante de Cheeger

Definicién 4.1. Cheeger
Sea M wuna variedad Riemanniana compacta. Si OM # () definimos

hD(M):mf{%\ QCM}.

Lema 4.1. Sea pu > 0 tal que para toda ¢ € C*(M) con @ap = 0 se
satisface la desiqualdad

Entonces

Proof. Sea f una funcién propia del primer valor propio \; del problema de
Dirichlet. Es decir, Af = =M\ f v fanr = 0. Multiplicando de ambos lados

por f e integrando:
IRSEEY S
M M

Como f se anula en OM, la integracién por partes implica

[wse==[ inr=xn 1 (4)
12



Sea p = f2. Tenemos que Vo = V f2 =2fV f. Por la hipdtesis:

2(/Mf2>m (/M'Vf'2>l/222 Junvn=[ wrizaf

Ahora sustituimos la igualdad (4)

2(/Mf2)1/2 <>\1/Mf2)1/22/M|Vf2|2u/Mfg

Por lo tanto,
1/2
2)\1/ > L.

Teorema 4.1. (Cheeger)
Sea M una variedad Riemanniana compacta. Entonces Ay > }thD.

Proof. Vamos a probar que hp (M) satisface las hipdtesis del Lema 4.1. Defin-
imos M, :={z € M| f(x) > ¢}. Por la férmula de coarea

Sy IVel = % (Jo, 1) do
[72 Area(OM,)do
75, Sare Vol (M, )do

00 Vol(M
> inf, SaSr [7 Vol(M,)do
- @foACi“fﬁf” Jis I
> fM!so!

Como hp(M) cumple la misma hipétesis del Lema 4.1 que cumpia pu,
podemos concluir la desigualdad

1
)\1 > ZhD(M)2
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5 Formula de Reilly (Introduccién)

Lema 5.1. Sean {z',--- 2™} las coordenadas usuales de R™, X el vector
posicién y Y cualquier campo C*°. Entonces:

Dy X =Y ; donde D es la conexin usual de R™.

Proof. La prueba se hace computando directamente el valor de Dy X para
cualquier campo Y diferenciable. Siendo asi, X = 2703 en la base usual de
R™y, Y =Y70,. Entonces:
DyX = Y2P05=Y"(0,2°)0s
= Yo=Y

O
Teorema 5.1. Sean {z',--- 2™} las coordenadas usuales de R” y X el
vector posicién. Entonces, si M es una subvariedad de R> con la métrica

inducida y se denota por I/ y H a la segunda forma fundamental y al vector
de curvatura media de M se cumple lo siguiente:

Hessy X = 11
Proof. Para esta demostracin calcularé de manera explicita las componentes
de Hessyz* usando que 2% = (X, e.), donde {e;} es la base usual. Para

distinguir, denotaré D la conexin de R™ y V a la conexin de M. Sea {E;}
un marco ortonormal en M y usando el Lema 60 se tiene:

(Hesspya®)yy = EEi(X,ep) — (Ve Es)(X, ex)
= Ei(Dg, X er) — (Dvy, 5, X, ex)
= Ei(X,ex) — (Vg Ej, ex)
= (Vg E;+I1I(E;,Ej),ex) — (Vg E;, ex)
(I1(E;, Ej), ex)
Como (Hessy X)i; = (Hesspra®)ijer, = (I1(E;, E;), ex)ex, se tiene finalmente

que:
Hessy; X =11 .

Y como el Laplaciano se define como —tr(Hess) se obtiene el resultado bus-
cado.

[]
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Es claro con esto que tanto el Hessiano de X como su Laplaciano se
definen en sus coordenadas, y el siguiente corolario no necesita demostracion.

Corolario 5.1. Una subvariedad M de R™ es minima si y solo si sus fun-
ciones coordenadas son armonicas.

Si ademas consideramos a las subvariedades sin frontera, usando el prin-
cipio del maximo se tiene que las unicas subvariedades de R™ minimas com-
pactas son puntos aislados.

Teorema 5.2. Sea M™ una subvariedad de la esfera S™ C R M es
minima si y sélo si todas las funciones coordenadas de S™ son eigenfunciones
de M tal que:

Proof. Tomando a S™ como subvariedad de R™™!, por el Teorema 61 se tiene
que:

(HGSSSnX)ij = ]-[ij7
ya que X es unitario en S™ y normal a esta; adems, la esfera es una superficie

umbilica con curvaturas principales unitarias.
Sea {F;} un marco ortonormal en M. Entonces:

(Hesssnxk)ij = EZ'EjZEk — YEzijk
= E,Ejx" — Vg Eja" — 11(E;, E;)z"
= (Hessya®);; — I1(E;, E;)a"

Conociendo ya el Hessiano de las funciones coordenadas en S™ y notando
que el dltimo término de la ecuacién pasada es la k-ésima coordenada de la
segunda forma fundamental de M se obtiene:

5in = (HGSSMX>,L']' - (I[M)

ij-
Multiplicando por —1 y obteniendo la traza sobre M de la expresién se

obtiene finalmente:

Si M es una subvariedad minima se cumple la ecuacién (5) y las coordenadas
de R™! son eigenfunciones de M. Por otro lado, si se cumple la ecuacién
(5) resulta que Hyy = 0y M es minima.

[]
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6 Teorema de Reilly

Teorema 1. Sea D una variedad de dimension m+1 cuya frontera esta dada
por una variedad C*, m-dimensional M. Supongamos que f es una funcion
definida en D que satisface.

Af=genD

f=uen M

Entonces

%/ Z/Hf2+2/vaMu+/ > haguauM/RUf@fj (6)

D a,f=1 D

Donde H y hop denotan la curva media y la sequnda forma fundamental de
M con respecto al vector unitario nomal exterior v, Ny es el laplaciano en
My R;; es la curvatura de Ricct de D. Mds aun la igualdad se satisface si y
solo st
P
Y m41

Proof. Por la formula de Bochner tenemos que

SAIV? = f2+ < V[, Vg>+R;;fif;
Usando la desigualdad

m+ 1 m+1 m+1

§2 s EHU_ 00

i,7=1
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Tememos que

1é v |2 9 VF VY
2 | f’ —m 1 < f? .g> Zj.f’lf]

Integrando la desigualdad anterior sobre D

1
§/A|Vf|2 >
D

Integramos por partes

/<Vf,Vg>=—/gAva/gfv:—/gQJr/ng

D D M D M

2+/<Vf,Vg>+D/Rijfz‘fj (7)

D

Donde v es el vector normal unitario exterior a M. Asi (2) se convierte
en

/ AT > i+ [af+ / Rufif, ®)

M

Por otro lado, sea eq,es, ..., €41 un marco ortonormal cerca de la fron-
tera de D tal que eq,es,...,e, son tangentes a M, v = e,,,1 vy ademas
Vem+1em+1 =0.

Como Vf = " (e;f)e; entonces |V|2 =< Vf,Vf >= " (e;f)2. De
aqui y por el Teorema de la Divergencia obtenemos

/ AIVI = / div(V(Vf1)) = / < V(TSP emsr >

/€m+1<

M =

m+1

DO | —

m+1
/ Z €m+1€zf)
M

1 =1
Pero

m+1 m

Z(elf) (eerleif) = (em+1f) <€m+1€m+1f) + Z(eaf) (€m+1€af)

i=1 a=1
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= (emi1)AF =Y faa) + Y _(af)(€mireaf)
a=1 a=1

= folg— Hfy, — Apyu) —1—2 eaf)(emiieaf)
a=1

Pues

faa = eaeaf - veaeaf = eaeaf - (veaeaf + Hf)
= (eaeaf - Veaeaf) +Hf, =Apyu+ Hf,

Pero
€m+1eaf - eaem—i-lf + Vem+1eo¢f - veaem—i-lf

m m
= €almi1f + Z < Venii€arts > fg— Z < Ve.lmi1,63 > f3

B=1 B=1
Ya que
< Veni1€ar€mel >= — < €q, Ve, i mp1 >=0
y
1 2
< veaeerla Cm+l >= §€a|em+l‘ =0
Usando lo anterior y el hecho de que < V_en41,e3 >= — < €41, Ve €8 >

tenemos que
1
5 a1k = [on- [z [ o
D M M M

+ af a~=my f < Vem+l ) > faf ha (0%
J;(e )(ealmit Z/ €, €8 8— /Z 5uu5

a,B= 1y a,B=1
Ahora calcularemos las siguientes integrales

m m m

[ 3o eatnis) == [ Sleacat)fu == [ SV,

M a=1 M a=1 M a=1

18



Z /<Vem+lea7eﬁ>fafﬁ_ /Z <60¢7 em+165>f04f5

a,f= lM a,f=1

/ Z < Veﬁeﬁaea > fozf,@

a,B=1
Combinando (3) y (4) tenemos que

/Hf2—2/fUAMu—/ Z haglialis > —m—_H/92+/Rijfifj

a,f=1 D D

De aqui se concluye (1).

0ij
Para la ultima parte. Primero supongamos que f;; = 9% . Notemos

que
m—+1 m—+1 2 m—+1 2

90 g g
Zf” Zm+]1)2:(m+1)225ij_m+1

De aqui $A|Vf|* =

&y < Vf,Vg > +R;;fif; lo cual implica la iguladad

m+1

de (1).
Ahora la igualdad de (1) implica A|Vf|? = m+1—|— <Vf,Vg>+R;fif;
Pero JAIVf|* = f24+ < Vf,Vg > +R;;[;[;, entonces ZZ”]HI = nfil y
esto implica

m-+1 m+1 m+1

O fa =0 1) 6)

ij=1 ij=1 ij=1

Por desigualdad de Cauchy-Schwars existe x nimero real tal que f;; = x9;;.

Pero
2 m+1 m+1

g Z( 2 _ .2 )
m+1 ij=1 ij=1
g
Por lo tanto £ = ——.
m+1
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7 Teorema de Alexandrov

Lema 7.1. Sea M C R™ una hipersuperficie inmersa.
Sea X = (X1, -, Xmy1) el vector de posicion de un punto en R™1. En-
tonces

Ayl XP =2(AuX, X) + 2|V X

AXP=2(AX, X)+2|VX?
donde este ultimo laplaciano se cdlcula en R™1,
Proof. Recordemos que Ay X = (Ay Xy, ..., AyXme1) v que |[VyX|? =
SV X,[2. Vamos a calcular el laplaciano de cada termino de la suma
|X|2 Zm-i—l X2
AMXE = 2X; A]u)(Z + 2<VMXZ7 VMXZ> Entonces

AulXP?P = S ALX2 =23 XA X 4+ 25 VX2
= 2D X, X) + 2|V X2

Analogamente el otro laplaciano. O]

Lema 7.2. Sea M C R™™ una hipersuperficie compacta encajada. Sea v
el campo vectorial ortogonal a M orientado al exterior de M y de longitud
constante uno.

Sea X = (X1, -, Xpmy1) el vector de posicion de un punto en R™L. En-
tonces

(VIXPv) =2(X,X,) = 2(X,v)
IVXP=m+1y|VuX>=m.
donde el gradiente se cdlcula en el ambiente euclidiano R™T!.

Proof. Por definicién, X, =v-X = (v- Xy, -+ ,v- X;ny1). Ademads, v- X; =

(VX;,v) = (E;,v) = v; con Ey,---,E, 1 es la base candénica de R™*!,
De esta forma obtenemos que X, = (vq, - ,Vms1) = v. Esto implica que,
(X, X,) = (X,v).

Por otro lado

VIXP=Yrvx? = 227”{1 X;VX,;, = 2Zm+1 X, E; = 2X. Esto prueba
la primera parte.

Un célculo directo: |[VX|? = Zmﬂ VX2 = Zm“ |Ej|? =m + 1.
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Por ultimo, aplicamos la relaciéon VX; = V; X;+(v-X;)v de donde derivamos
VX2 = |[VuXi]? + (v X;)? = [VuXi|? + ()% Podemos ahora deducir
que

SV = S (VM Xl + (4)?)

= T VMXP = VX 1

m—+1

]

Teorema 7.1. (Alexandrov)
Cualquier hipersuperficie M C R™! compacta encajada con curvatura media
constante es una esfera estandar.

Proof. Sea H = (H,v) la curvatura media constante de M. Vamos a probar
que H > 0:
Sea p € M el méximo de la funcién | X |* en M, entonces en p

Vu|X[? =0, A4 X]* <0,

Por la primera igualdad del Lema 7.1, obtenemos

—H|X| = (-H,|X|v) = (—H,X) = (AuyX,X) <0en p. Usamos el hecho
de que X es ortogonal a M en p y por tanto es un multiplo de v .

Esto prueba —H < 0 ya que si H = 0 la hipersuperficie M seria compacta y
minima en R™*! lo cual no es posible.

Como H > 0 podemos reescalar y suponer que H = m. Sea f : D C
R™*! — R una funcién lisa que satisface

Af=—

f=0en M =D,

donde D es el dominio acotado que determina M por ser compacta sin forn-
tera y encajada.
Por el Teorema de O’Reilly:

m m
WP = ez f e
es decir
WME/OMJW ()
M



Podemos obtener tambén la siguiente desigualdad aplicando la desigual-
dad de Schwarz:

aon [ = [ v [ gz nr=(f apr=(f 0= o)

(10)
Aqui usamos el teorema de la divergencia:
fD Af = fM<va> V> y fl/ = <va> V>'
Combinando las ecuaciones (9) y (10),
AM) > (m+1)V(D). (11)
Recordemos el hecho que la curvatura media es H = —(H,v)v = —Hv =

—my. Ademés AX = (AXy,...,AX,,41) = 0. Entonces

0 = 2[,(X,AX) = [ AIX2—2 [ |VX]? = [, div(V|X]?) =2 [, |[VX?
- [ (VX ) =2 [ VX2 =2 [, {X,0) =2 [, (m+1)
= —2 (X, AuX) =2(m +1)V(D) = 2 [, [VuX]* = 2(m + 1)V(D)

- 2 [ 1—2(m+1)V(D) = 24(M) — 2(m + 1)V(D),

donde aplicamos la igualdad v = —%A mX ylos Lemas 7.1y 7.2, es decir que
VX[ =m+1y|Vuy|> = m. También aplicamos el teorema de la divergencia
en el segundo renglén de igualdades. Esto prueba que A(M) = (m+1)V (D).
Hemos probado que la desigualdad (11) es una igualdad. Ello implica que
las desigualdades que usamos para obtener (11) son todas igualdades.

En particular, es igualdad la desigualdad (9). Que es la desigualdad del
teorema de O'Reilly. Por el teorema de O’Reilly podemos concluir que en el
caso de igualdad, para todo 7,5 € {1,--- ,m+ 1}

9% 0
m+ 1 m+ 1

(12)

en D. Ya que en nuestro caso g = —1. Sii=m+1y j e {l,---,m}, con-
cluimos que f(n41); = 0, es decir f,,41 es constante en M pues sus derivadas
en la direccion de M son cero.

Finalmente, consideremos un punto ¢ € D donde f alcanza su maximo en D.
Como Af = —1 < 0, por el principio del maximo f en D alcanza su minimo
en M y sabemos que fjy; = 0. Es decir, el minimo de f en D es cero 6 dicho
de manera equivalente f > 0 en D. Una consecuencia es que el médximo de
f en D se alcanza en un punto interior y por definicién ese punto donde se
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alcanza el méximo es q. Esto prueba que ¢ es un punto interior de D. Este
punto critico de f en D es un punto aislado : ya que M es compacta y por
la ecuacién (12) el determinante del hessiano de f es no cero y por tanto ¢
es no degenerado. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que ¢ = 0
es el origen de R™™!. Notemos que la funcién

_ o 1XP
I " 9m+ 1)
tiene un mdaximo en ¢ con g(q) = 0.
Justificacion: Como g; = —m{:l entonces Vg, = 0 si y s6lo sia =0 = gq.

Es decir el origen es el inico punto critico de g. Ademéas g es maximo de g
ya que g(q) = 0y fuera de ¢, g < 0. Esto implica que el minimo de —g se
alcanza en q.

Por otro lado, el hessiano de g esta dado por

5

99 = T

Por lo tanto, A(f — g) = 0 ya que sus hessianos son iguales. Asi que la
funcién f — g es armonica.

Vamos a aplicar el principio del maximo: El minimo (6 maximo) de una
funcién drmonica en D es igual al minimo (6 maximo) de la funcién en la
frontera M = 9D 6 si el minimo (6 méximo) se alcanza en un punto interior
entonces la funcion es constante. Queremos probar que f — g es constante.
Si lo es no hay nada que probar. Si no es constante procedemos como sigue.
Como f = 0 en M, entonces el minimo (6 maximo) de f — g en M se
alcanzan en el minimo (6 méximo) de —¢g en M. Aplicando esta observacién
obtenemos que

min(f —g)p = min(f — g)u = min(—g)u
> min(—g)p = maz(g)p = 0 en q
min(f —g)p = max(—f+g)p =maz(—f + g)u = max(g)m
< max(g)p =0 en q.

Esto nos permite concluir que el minimo de f — g en D es cero. Por lo
tanto f — ¢ alcanza su minimo en algin punto interior en D, ya que en la
frontera M = 0D sabemos que f —g = —gy —g > 0 en M. Pues —g sélo
puede valer cero en ¢ = 0 y es una funcion positiva en todo lo demas.
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Por el principio del maximo, f — g es constante en D. Se sigue que f — g es
constante en M y por lo tanto —g es constante en M. Es decir en M,

| X?
= - = C
9= om 1)
donde c es una constante. Esto concluye la prueba. O]
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8 La Féormula de Bochner

Sean (M™, (-, -)) una variedad riemannianay f : M — R una funcién lisa. La
Férmula de Bochner expresa al laplaciano de |V f[* en térmios geométricos
familiares:

S (IVSP) = [HessfP + (VS VA) + Rie(VE V), (13)

en donde V f,Hessf y |Hessf| denotan al gradiente, al hessiano y a la norma
del hessiano de f, respectivamente. Recordemos que Hessf es la funcion
X(M) x X(M) — €>*(M) que se puede definir de cualquiera de las dos

siguientes maneras equivalentes
Hessf(X,Y) = (VxV[,Y) = XY [ — (VxY)/.

Para cualesquiera X,Y € X(M) se cumple Hessf(X,Y) = Hessf(Y, X), es
decir, el hessiano es simétrico. Si {Ey, Fs, -+, E,} es un marco ortonormal
local de M, podemos expresar a la norma del hessiano en el dominio del
marco como
[Hess f|* = ZHessf(Ei, E;)?.
irj

Por otro lado, recordemos que el laplaciano es el operador A : €*°(M) —
¢>° (M) dado por

Af=div(Vf) = (Vg V[, E) = Hessf(E;, E;).

Prueba de la Férmula de Bochner.

Consideraremos un punto p en M y probaremos que (13) se cumple en p.
Para esto, sera conveniente usar un marco ortonormal local { £y, By, - -+ , E, }
geodésico en p, es decir, tal que Vx E; = 0 en p para todo X € X(M). Todas
la expresiones que siguen estaran evaluadas en p. Si denotamos g = |V f ]2,
se tiene lo siguiente
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1 1 1 1
§Ag = §HGSSQ(Eu E;) = §(EiEig — (Vg Ei)g) = éEiEi (V. V)

= Ei(VE, V[, Vf) = EHessf(E;, Vf) = EiHessf(V [, E})
= Ei(VviVf, Ei) = (Vg VvV, E)
= (R(E, V)V [, E)) + (VosVe VS E) + (Vieva V] E)

=Ric(Vf, V) + Vo, VeV E) +{(VEvnV i E).
(14)

Ahora analizaremos por separado los dos sumandos finales del ultimo renglén.
Primero tenemos que

(Vo Ve, VI, E)=Vf(VgVf E)— (Vg V[ VyE;)
= Vf (Hessf(E;, E;)) = Vf(Af)
= (Vf,VAf). (15)

Por otro lado, como Vg, E; = 0, entonces Hessf(E;, E;) = E;E;f y por lo
tanto se sigue que

(Vig,vnV i E) =B, VIV, E)=(Vf,VigvnE:) = (Ve Vf—VvE)(Vf E)
— (VEVH) (V] E) = (Vo5 Ei) = Hess (Vi V [, )
= Hessf(E;, Vg, V)= (Vg Vf,Ve V)= (Vg (E,fE;),VE (E.fE))
= (B.E,fE;, E;E,fEy) = Y (EE;jf)* =) Hessf(E;, Ej)°

1,J

= [Hessf|’ (16)

Sustituyendo (63) y (55) en (61), se obtiene (13), con lo cual se concluye la
prueba.
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Mapeos Armonicos

9 Conexiones

Para comenzar el estudio de las conexiones necesitamos de un haz vectorial
7w : E — M donde (M, (,)) una variedad riemanniana y E una variedad
diferenciable, definimos I'(E) := {s: M — E : s es diferenciable y mo s =

Idy} dotado con una estructura de espacio vectorial infinita y I'(T'M) =
{s: M — TM : s es diferenciable y m o s = Idy}.

Definicién 9.1. Una conexion es un haz vectorial m: E — M es un mapeo
V :T'(TM) x I'(E) — I'(E) dado como (X,¢) — V(X, ) := Vxo¢. que
satisface las siguientes propiedades:

o Para XY € T(TM),¢ € T(E) y f € (M x R)

Vixi ¢ = fVx¢+ Vye;

o Para X e I'(TM) y ¢, € I'(E)

Vx(@+v¢) =Vxo+ Vxi;

o Para X e '(TM),p e I'(E) y f e I'(M x R)

Vxf¢=X(f)o+ fVxo.

Notemos que en un punto p € M, Vx¢|, solo depende del vector X, y
de la curva ¢|y(I) donde v : I — M es tangente a X, en p, es decir, si Y €
D(TM) y Y, = X, entonces Vxdly= Vydl, y si 6 € T(E) v 17(I) = (1)
entonces Vx¢l,= Vxi)|,.

Definicién 9.2. La curvatura de la conezxion se define como el mapeo R :
L(A*TM) x T'(E) — T(E) dado como (X,Y,¢) — R(X,Y)¢.

Donde R(X,Y)¢ := —=Vx(Vy¢)+Vy(Vx¢)+ Vix vy N°TM = {R €
™TM: R(X,Y)=—-R(Y;X)}.
Ahora mostraremos que en I'(M x R) la curvatura de la conexién es lineal
en X,Y y ¢ respectivamente.
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e Sean f,ge I'(M xR), p €I'(E) y X,Y € I'(TM) entonces;

R(fX,g9Y)p =
= —fVx(gVy¢) +gVy(fVxo) +

—fo(vqub) + ng(VfXCb) + V[fX,gY]¢-

V(1glX Y1+ X ()Y —gY (£)X)P-

—fIX(9)Vyo) + gVx(Vye)] +

glY(f)Vxo) + fVy(Vxo)| +
faVixy1 + Vixy = Vey(nx)¢-
—fX(9)Vy9) = f9Vx(Vyo) +gY (f)Vxe) +
9fVy(Vx®) + fgVixy) + Vixgy — Vevinx) @

= f9[=Vx(Vy¢) +Vy(Vxd) + Vix vy
= fgR(X,Y)o.

e Sean ¢ € I'(E) y X,YeZ € I'(TM) entonces;

R(X+Y,2)¢

~Vx1v(Vz0) + Vz(Vxivd) + Vixiy 7.

= —Vx(Vz0) = Vy(Vz0) +Vz(Vxd + Vyo) +

Vix,219 + Vix,2¢.

~Vx(Vz¢) = Vy(Vz0) + Vz(Vx9) + Vz(Vye) +
Vix,z1¢ + Vix,2)9.

—Vx(Vz¢) +V2z(Vxo) + Vix 26 —

Vy(Vz9) +Vz(Vy¢) + Vix 29
R(X,Z)é + R(Y, Z)o.

Anélogamente los hacemos con la segunda entrada.
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e Sean f e I'(M xR), ¢ e T'(F) y X,Y € I'(T'M) entonces;

RX,)Y)fo =

—Vx(Vyfo) +Vy(Vxfo) + Vixy fo.
—Vx(Y(f)o+ fVyd) + Vy(X(f)o + fVx9) +
Vxyf¢—Vyxfo.

=Vx(Y(f)9) = Vx(fVyo) +

Vy(X(f)9) + Vy(fVxo) +

XY (f)o+ Vxyve—Y(X(f))¢ — Vyxo.

XY () —-Y(f)Vxg — X(f)Vyd — fVxVyd +
Y(X(f)e+X([)Vyd+Y(f)Vxd+ fVyVxo+
XY (f)g—Y(X(f)¢+ Vxy-vx¢.
—fVxVy¢+ fVyVxé + Vixyo.

[R(X,Y)o.

e Sean ¢, € ['(F) y X, Y € I'(TM) entonces;

R(X,Y)fo = —Vx(Vyfo)+ Vy(Vxfo)+

Vixv[¢o.

—Vx(Y(f)o+ fVyo) +

Vy(X(f)o+ fVx9) +

=Vx(Y(f)$) = Vx(fVye) +

Vy(X(f)$) + Vy(fVxd) +

X(Y(f)¢+ Vxyd =Y (X(f))o— Vyxo.

XY () =Y(/)IVxsd— X(f)Vy¢ — fVxVyo +
Y(X(f))o+X(/)Vyo+Y(f)Vxo+ [VyVxo +
XY () -Y(X(f)o+ Vxy_vxo.
—fVxVyo+ fVyVxo+ Vixy)o

fR(X,Y)o.

Ahora definiremos unas conexiones en haces particulares con los cuales
trabajaremos en estas notas, para esto sean 7w : By — M y my : Fy — M

haces vectoriales.
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e Definimos la conexién en el haz 7 : By & Ey — M, llamado el haz
suma directa como: V : I'(TM) x I'(Ey & E3) — I'(E) & E,) dado
como (X, 0P vY) — Vxodd 1 = V)E(léEBVf{Zw, donde X € I'(T'M),
¢ e L(Ey) y ¢ € I'(Ey)

e Definimos la conexién en el haz 7w : By ® E5 — M, llamado el haz
producto tensorial como: V : I'(TM) x I'(Ey ® Ey) — I'(E; ® Es)
dado como (X, ¢ ® ) — Vx¢ @ ¢ = (V¥'¢) © ¢ + ¢ ® (VX 21,
donde X e I'(T'M), ¢ € I'(E1) y ¥ € I'(Ey).

e Definimos la conexién en el haz 7 : Ef — M, llamado el haz dual
de Ef como: V* : T(TM) x T'(EY) — I'(E}) dado como (X, ¢*) —
(Vi9")¢ = X(¢*(9) — ¢"(VX'9), donde X € I(TM), ¢ € T(E1) y
¢* € T'(EY).

e Definimos la conexién en el haz © : Hom(E;, Fy) — M, llamado
el haz de mapeos lineales como: V : I'(TM) x I'(Hom(E1, E3)) —
I'(Hom(E, E,)) dado como (X, A) — (VxA)p = —A(VEe) +
VL2(Ag)), donde X € T(TM), ¢ € T'(Ey) y A € T(Hom(Ey, Ey)).

Definiciéon 9.3. Una métrica en un haz diferenciable m : E — M es una
seccion a € T'(®*E*) tal que a en un punto p € M es una forma bilineal,
antisimétrica y positiva definida.

Definicién 9.4. Sean m : E — M, a € ['(®?E*) y V una conexién en
m:FE — M, sia es paralelo con respecto a la conexion V, es decir, Vxa =0
para cualquier X € T'(TM) entonces diremos que m : E — M con a y V
forman un haz vectorial riemanniano.

Por tltimo tomemos ¢,1 € I'(E), X € I'(TM) y a(¢,v) = (p,7) en-
tonces

(Vxa)(9,¢) = X(¢,9) = (Vxo,¥) — (6, Vx1)

Si Vxa = 0, es decir, es paralelo tenemos

X(¢,¥) = (Vxo,9) + (¢, Vx1)

esto nos dice que la conexion es compatible con la métrica.
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10 Propiedades Basicas de los mapeos Armodnicos

10.1 Principio del Maximo

Se generalizard el Principio del Maximo para las funciones arménicas. Con-
sideremos primero la segunda forma fundamental,

Bxy(f) = (Vxdf)(Y) € T(f7'TN),

para la composicion de dos funciones suaves entre variedades Riemannianas.
Sean M, N y P variedades Riemannianas y f : M — N, g : N — P,
funciones suaves. Recordemos, ademas, que la conexién inducida para el haz
de mapeos lineales esta dado por:

(VxA)gr := Vi (Ad1) — AV 1),

en donde A € I'(Hom(Ey, Es)), ¢1 € I'(E1) y X € I'(T'M). Para la com-
posicién go f : M — P, tenemos la siguiente férmula: Sean X,Y € I'(T'M)

Bxy(go f) = (Vxd(go [))(Y)
= (Vx(dgodf))(Y)
= Vx(dgodf(Y)) —d(go f)(VxY)
= (Va >d9)(df(Y)) +dg(Vxdf(Y)) —dg o df(VxY)
= (Vagx)dg)(df (Y)) +dg((Vxdf(Y)) — df (VxY))
= (Vareodg)(df (Y)) + dg((Vxdf)(Y))
= By(xarv)(9) + dg(Bxy (f))- (17)

Si elegimos un marco ortonormal {e;}_; y trazamos respecto a esta base
(anclada en un punto) a la ecuacién 17, obtenemos el campo de tension para
la composicién g o f:

7(9 0 f) = Bag(earen(9) +dg(7(f)). (18)

Proposiciéon 10.1. Si f y g son mapeos totalmente geodésicos, entonces
(i) g o f es totalmente geodésico y, (ii) Si f es armdnico y g es totalmente
geodésico, entonces go f es armonica.
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Proof. (i) Recordemos que f es totalmente geodésico si y sélosi B(f) =0y
f es haménico si 7(f) = 0. Por tanto,

Bxy (g0 f) = Bayeerar(g) + dg(Bay{T]) = 0.

De manera analoga para (ii),

7(g9 0 f) = Bagtenyareny(9) + dg(ztf)) = 0.
O

Si ahora consideramos el caso especial f : M — Ny g: N — R la
segunda forma fundamental de g coincide con el Hessiano Hess(g)(X,Y),
con X,Y € I'(T'N), ya que

Hess(g)(X,Y) = V(dg) = h(Vxgradg,Y) = Xh(gradg,Y) — h(gradg,VxY)
X(¥(9)) = (VxY)(9)
= Bxy(9). (19)

Definamos ahora a las funciones convezas. Siparatodo X € I'(T'N), Hess(g)(X, X) >
0 (respectivamente > 0), llamaremos a g funcién convexa sobre N (fuerte-

mente convexa, respectivamente). Si Ayxg > 0, a g se le llamaréd funcién
subarmonica sobre N. La interpretacion geométrica de las funciones con-

vexas puede construirse de la manera siguiente: Sea M = (—¢,¢e)y f =

(—e,€) — N una curva geodésica parametrizada a longitud de arco sobre N.
Entonces,

d*(g o)

T = Bry(g) +dg(7(7)) = Hess(9)(7'.7),

en donde +' denota el vector tangente a la geodésica . Consecuentemente,
g es una funcion convexa sobre N si sélo si su restriccion a cualquier curva
geodésica sobre N es una funcion convexa sobre una variable. Demostremos
ahora algunas propiedades en torno a las funciones convexas.

Proposicién 10.2. Sea f : M — N un mapeo suave. (i) f es totalmente
geodésico si y solo si la composicion gof es convexa para toda funcion convexa
g definida en alguna vecindad de f(M). (i) f es armdnica si y solo si la
composicion g o f es subarmonica para toda funcion convexra g definida en
alguna vecindad de f(M).
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Proof. (i) Para la ida, supongamos que f es totalmente geodésica, entonces
B(f) =0y Hess(g)(X,X) > 0, por hipétesis,

Bxx(gof) = Bax)arx)(9) + dg(Bxxtf))
= HeSS(g)(df(X, df(X))) > 0.

Por tanto, Bxx(go f) > 0; i e. es convexa. Para el regreso, procedamos
por reduccion al absurdo. Supongamos que f no es totalmente geodésica,
ie. existen zg € Mywv e T,,M tales que B,,(f) # 0. Definamos w :=
Byo(f)|zo € T N. Elijamos coordenadas normales y* alrededor del punto
f(zo) y definamos a la siguiente funcién

9="bay" + Y _(¥*), (20)

en donde b, se determinard méas adelante. Observemos que cerca del punto
f(xo) , g es convexa y Hess(9)|f(zo) = Id (matriz identidad). Consideremos

aw="> w" a ~, entonces d(g) = Y bady® y
Zb wﬁdy wa

Elijamos ademés que Y byw® < —|dg(w)|?, con la ayuda de b,. Asf,

Bu(go f)lay = Hess(g)(dfv,dfv)] o) + dg(w)] ()
= Jdf(0)]” + ) baw® < 0. (21)
La ecuacion 21 contradice nuestra hipotesis inicial de que g o f es convexa

cerca de zg.
(ii) Supongamos que f es arménica y g convexa, entonces

A(go f) = (gof)(ez‘a@z‘)
= Bug(esdf(e)(9) + dg(z4£7)

= Hess(g)(ez,ez) > 0. (22)

Para demostrar la condicién necesaria supongamos por reduccién al ab-
surdo que f no es arménica, i e. 7(f)],, # 0 =t wy Hess(g)(X,X) > 0.
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Ahora elijamos a una funcién convexa g, cerca del punto f(zq), de manera
tal que

dg(w) < —2e(f)(xo)

y
Hess(g)] f(a) = 1d.
Entonces,
A(g © f)|500 = T(g © f)(ei> 6i)|xo
= Bi(enar(en(9) +dg(7(f))
= 2e(f)(xo) + dg(w) <O0. (23)
Por tanto, A(g o f)|., < 0, lo que contradice la hipdtesis de que la com-

posicion es subarmonica. O

Finalmente enunciemos el Principio del Maximo como sigue

Teorema 10.1. Sea f : M — N armdnico con f(M) CV C N (OM # 0).
Ademds g : V. — R convezra. Si go [ alcanza su mdximo en algin punto
interior de M, entonces go [ es constante.

Probemos el siguiente corolario,

Corolario 10.1. Sea M compacta y sin frontera, f: M — N armonica tal
que f(M) CV C N. Asumamos que existe g : V — R fuertemente conveza.
Entonces f es constante.

Proof. Por reduccién al abasurdo. Supongamos que f no es constante. En-
tonces existe vg € M y X € T, M tal que df X # 0. Sea g fuertemente con-
vexa, entonces Hess(g)(df X,df X) > 0. Como M es compacta en g o f(M)
alcanza su maximo en el interior (pues no tiene forntera M), entonces por el
teorema 10.1, g o f es constante. Por otro lado,

0=7(90f) = DBieidre;(9) +dgztf]
= Baje,dfe;(9) > 0 (24)

Lo que contradice que g es fuertemente convexa. Por tanto f es constante.
[
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10.2 La formula de Bochner y sus aplicaciones

Teorema 10.2. Supongamos M y N tales que existen a y b constantes reales
positivas tales que Ric™ > a Riem”™ < b donde Ric™ denota la curvatura de
Ricci con M compacta y Riem” denota la curvatura seccional de N. Dado
f+ M — N mapeo armonico con el max(rangf) < p, p > 2. Si la densidad
de energia satisface que e(f) < ﬁ entonces [ es un mapeo constante

o mapeo totalmente geodesico, en particular si e(f) < 3, f es un mapeo
constante.

Proof. Tomemos f : M — N mapeo armonico usando la formula (1.3.5 del
libro)

Ae(f) = |B(f)?)?— < RN (fuei, fvej) fuei, frej > + < fuRicMey, foe; >
demostrada por Irvin y la relacion < fiRicMe;, fue; >= Ry < f.eiej >
tenemo que

Ae(f) = [B() + Ry < feei, fre; >

—(feeiP fuej|*— < fues, fej >< fues, fuej >)Riem™ (fuei, fue;).  (25)

Sea x € M y tomemos un marco local ortonomal {e;} tal que la primera
forma fundamental de N sea diagonal en el punto f(z) o en otras palabras
< fu€i, fu€i >= A;0;; y supongamos que el rango de f es ¢ y tenemos \; <

Ay < -+ < A, con lo cual tenemos que |f.e;| = 2e(f), con esto la ecuacin 25
se reduce

Ae(f) = [B(f)I = (4(e(f))* — Nidij) Riem™ (foes, fue;) + Rij2e(f).  (26)

Con lo que conluimos que

q
Ae(f) = |BH)IP = b(d(e(f))* = D N) + 2ae(f). (27)
i=1
Usando la desigualdad de Schwarz nos dice que
A4+ A < gAT 4+ A) < p(A + -+ A2)

por lo tanto

SO+ 02 <_()‘1+"'+)‘q)2 _ (2e(f))?
1 q) = D D
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el ultimo paso usando la definicion de e(f) para un marco local ortonormal,
con esto la desigualdad 27 queda

2(p—1)b
b

recordando que por hipotesis sabemos que a > w. Concluimos que e(f)

es una funcin sub armnica sobrela M, por lo tanto e(f) es constante, con
esto Ae(f) = 0 por 28 tenemos que

Ae(f) = [B(f)I* +2¢(f)(a - e(f)) =0, (28)

2(p — 1)1)6 _
a— (f))=0

Si e(f) = 0 el mapeo f es contaste, supongamos que f no es un mapeo
constante entonces B(f) = 0 con lo cual f es totalmente geodesico, ahora

B(f)=0 y e(f)a—

como e(f) # 0 tenemos que e(f) = i Por lo tanto si e(f) < g implica
que e(f) < % y concluimos que e(f) = 0 por lo tanto e(f) = 0. m

Para el caso en que M es completa pero no es compacta tenemos el
resultado analogo se obtiene pidiendo que la energia de f sea finita.

Teorema 10.3. Sea M una variedad completa no compacta con cuvatura de
Reci no negativa y N con curvatura seccinal no positiva. Si f : M — N es
armnica con enerquia finita entonces f es un mapeo constate.

De la ecuacui 25 tenemos que

Ae(f) = [B()I. (29)

Sea x € M tomemos {e;} un marco geodesio en alrededor de x, por lo tanto

Veelf) = Vei% < df,df >=< V., df,df > (30)
con lo cual
[Ve()I? =< (Vee(f))en (Vee(f))e; > (31)

=< Ve, df, df >< V., df, df >< e;,e; >=< V. df  df >*

usando la desigualda de Cuachy tenemos
[Ve(/)I? < [Vedf?|df|* = 2¢(f)|B(f)I” (32)
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Sea ¢ > 0, Consideremos funciones f : M — R y g : R — R la formula para
el laplaciano de go f es

Ago f(m) = S2 )T+ 2 (pm)ar

tenemos que

AVE) Fe= =5l + VI + (e() + O Hael) ()

Usando 60 y 61 tenemos que

AV e —2(elf) + ) 2e(NIBUIE + (e(f) + O H B (34)

2
—le )% 201 _ e(f)
= 5N +9TIBOIM - JF) <0 (3)

Consideremos 1 una funcion arbitraria En M con soporte compacto, por
el resultadoa anterior tenemos que

Og/MnQ\/e(f)jLeA\/e(f)%—e*l (36)

usando la integracion por partes o tambien llamda formula Green

/ng*lz—/<Vf,Vg>>x<1.
M

De 36 tenemos que

:‘Aﬂ<vmwwﬁ+¢v¢4ﬂ+wwl (37)

:—Q/Mn e(f)—l—e<V?],V\/e(f)—l—e*l—/Mn2|V\/e(f)+e]2*1. (38)

Tomemos zo € M y las bolas geodesicas B, y Bs, con ctro en zy y la
funcin chipote

1 six € B,
n(x) .
0 six € M — By,
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con )0 <n<1, |Vl < C;l donde d es una constate positiva, de la desigual-
dad 63 tenemos

O§—2/ n e(f)+e<V77,V\/e(f)+e>*1—/ ?|V/e(f) +e|®* 1.
Bar B

2r

pero si € B, tenemos que n(zx) = 1 es constante por lo que Vn(x) =0

:_2/ <vel(f)+eVnnVie(f) +e>xl
Bar—B;
[ Rvve - [ vVap e e

Usando la desigualda de holder en la prima integral tenemos que
<=2 praNvaPni() Ve T st ()
327'737" BQT*BT

[ Rvve - [ vyap e

Estas expresion se puede releer como una desigualda cuadratica sobre
[ Vel s
BQT7BT

donde lo lemos dela forma a = —1, b = 2([, 5 (e(f) + €)|Vn|* * 1)z y

c=— [5 |Vy/e(f) + ¢l por lo tanto
() + Va1 =4 [ [Vl «1

0§b2—4ac:4/

BQrfBr

[IvvanTsis [ (eln+alwnt

27”7Br
d2
<

(e(f) +e)x1 (40)

)
r BQrfB'r
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pero |Vy/e(f) +e€* = [FEWD+IP omando el conjuto B = B, —{z €

4(e(f)+e)
Mle(f)(z) = O} tenmos que 55 se convierte en
V(e(f) +e)|? 2
/’W*lgﬁ B2T_Br<e(f)+e)*1 (41)
si € = 0 tenemos que
[Ve(H)I? 2
/; ety e e(f) *1 (42)

Gracias al hecho de la eneregia es finita podemos tomar r — oo y con-
cluimos

2
/ VeE 1 <9 (43)

M—{e(f)=0 4(e(f))
Con esto concliomos que e(f) es constante, si e(f) # 0 tenemos que
= [yelf e(f)Vol(M) pero la energia es finita por lo tanto el

volumen es ﬁmmto por lo que tenemos una contradiccin, concluimos que
e(f) # 0, por lo tanto f es constante.

Corolario 10.2. Podemos ver de aqui que st M = C, N = C y f una
funcin armnica entre las variedades en otras palabras una funcin holomorfa,
tal que su energia sea finita entonces f es la funcin constante 0. Esto es muy
parecido al teorema de Liuville ya que al tener energia finita tiene que estar
acotada en el infinito, no podemos deducir el teorema de Liuville tal cual por
que no toda funci’on contante tiene energua finita.

10.3 Mas aplicaciones de Principio del Maximo

Comenzaremos la seccién mencionando la féormula de composicion que es la
siguiente:

Bxy(f o f) = Br.xpy(f) +df(Bxy(f)); (44)
y tomando la traza de (44) tenemos
7(f o f) = Bp.eipe.(f) + df (7(f)) (45)

Una aplicacion de la férmula de composicion ocurre cuando N es una subvar-
iedad de N, para esto sean f : M — N una mapeo suave y i : N < N una
inmersion isométrica, ahora definamos F = io f, de (45) se tiene la siguiente
propisicién
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Proposiciéon 10.3. f es armonica < 7(F) esta contenido en el espacio
normal de N en N.

Proof. =] Supongamos que f es armoénica. Aplicando (45) a F' se tiene

T(F) = 7(iof)
- Bf*eif*ei(i) + dZ(T(f»
= (Vi*f*eii*f*ei)N
por lo que 7(F) esta contenido en el espacio normal de N en N.

<] Supongamos que 7(F) esta contenido en el espacio normal de N en N,
se tiene

T(F) = 7(iof)
= Brpeifoe (1) + di(7(f))
y de aqui deducimos que 7(f) = 0, por tanto arménica. ]
Ahora en el caso cuando S” = N se tiene la siguiente observacién.

Observaciéon 10.1. Dada f : M — S™ que es armonica < Ay F' es paralelo
a F en cada punto, donde F: M — R™" ™ y Ay F = (AyFy, o, Ay Frgn).

Ocuparemos la observacion anterior para probar el siguiente resultado.

Proposicién 10.4. Sea f : R™™ — S* ¢ R*"™ un mapeo definido por lo
polonomios homogeneos armonicos de grado k, entonces fls» es armdnico.

Antes recordemos la siguiente definicionla cual nos ayudara a probar la
proposicion.

Definicién 10.1. Sea (M™, g) una variedad riemmaniana, definimos el op-
erador laplaciano como A : C®°(M) — C*°(M) dado por f — Af, donde
Af =ei(ef)) — (Vee)f y{e}, es un marco ortonormal en M

Proof. Comenzamos la prueba tomando un marco ortonormal {e;}, en S™
y v = x el campo vectorial normal a lo larno de S™, entonces

Agnf = ei(ei(f)) — (Vee)f
= eale(f) +vw(f) = (Ve f
— (Vo) + Bee,(f) = v(@(f) + (Vo) f
Apmer f +mH(f) = v(v(f))
mH(f) —v(v(f)).
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donde H = —v es la curvatura media de S™ en R™, entonces tenemos

Agm f = —mw(f) = v(v(f)). (46)

Al ser f un polinomio homogéneo, se tiene

0
v(f(x))lsm = o (tz)]e=1

= kf.
y ademas
82
@Dl = o (0) i
= k(k—-1)f.

Sustituyendo lo anterior en (46) se tiene

Agnmf = —mkf—k(k—1)f
= fk(m+(k—-1)).

Por lo tanto Agm f es un eigenfuncién con eigenvalor k(m + (k — 1)). O

Lema 10.1. Sea N’ una hipersuperficie en N, supongamos que la sequnda
forma fundamental B de N’ en N es definida en yy € N', entonces existe
una funcion fuertemente conveza f : V.C N — R con yy € V talg ue
FH0)=N'NV y f <0 esta en lado céncavo.

Observacién 10.2. La sequnda forma fundamenta el llamada definida en
el punto yo st para cualquier X,Y € T, N’ existe A > 0 tal que B(X,X) =
AB(Y,Y). El lado orientado por la direccion de B(X, X) es llamado el lado

concavo.

Proof. Primero daremos la construccion que haremos con palabras y depués
lo ilustraremos con un dibujo, para aterrizar bien la idea, entonces comence-
mos, sabemos que existen coordenadas geodesicas paralelas a la hipersuper-
ficie N’ en una vecindad V' C N de yg, es decir, las coordenadas locales
(ug,...,uz) en V tal que N’ NV tienen la propiedad que u, = 0, la curva
de coordenas a lo largo de U, es geodésica con longitud de arco |u,| a par-
tir de la hipersuperficie N/, sin pérdida de generalidad podemos asumir que
en lado céncavo de N’ la coordenada u,, es negativa. Se tiene que existen
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adg orientado por B(X.X)

Geodesica con longitud de arco u,

Figure 1: Idea de la construccién

las coordenadas inducidas (uy,...,u,) € N’ NV tomando el encaje candnico
N' NV < N definido como (uy, ..., un,_1) — (U1, ..., un_1,0). Ahora defini-
mos u, : N — R como (uy, ..., u,) — uy,, es decir, la proyeccién en le n-ésima
coordenada. Al hacer la composicion de u,, con 7 se tiene

(U 08) (U, ey ttn—1) = up(i(ug, ..., up_1))
= Up(uy,...,ty_1,0)
= 0.

ahora aplicando (44) a (u,, o ¢) obtenemos

0 = BXX(un © Z)
= Bi,xi.x(un) + d(u,)(Bxx(i))
= Hess(uy)(1.X,1,.X) + d(u,)(Bxx(7))

entonces Hess(uy,)(1.X,1.X) = —d(u,)(Bxx(i)) donde X € T, N'y X #

0. Recordemos que la derivada de u, en la direccién Bxx (i) es negativa,
entonces d(u,)(Bxx(i)) > 0, esto nos dice que Hess(uy,)(i.X,1.X) > 0
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también, ademés notemos que

o 0 0 0 0
0
= 0.
Definamos B
f:VCN—=R

como u, + (u, +1)*—1, ahora para Y € T, N calculamos el Hess(f)(Y,Y)

Hess(f)(V,Y) = Y (Y ((u,+1)>=1)) = (VyY)((u, —1)* = 1)
= Y(2(u, + )Y (un)) — 2(uy, — 1)(VyY)(uy)
= 2V (un)® + 2(up + 1)Y (Y (un)) — 2(VyY)(un)? + (VyY)(un)
2Y (un)? + 2u, Y (Y () + 2w, Y (Y (1)) — 2(VyY) (un)? 4+ (VyY ) (uy)

pero evaluando en yq se tiene

Hess(f)(Y.Y)ly, = 2unY (Y (un)) = 2(VyY)(un)” + (VyY)(un)
= 2((VyY)(un)* + Hess(u,)(Y,Y))

Asi pues de lo anterior, es facil deducir, que para X € T, N’ con X # 0
tenemos

Hess(f)(X,X)|y, = 2Hess(u,)(X,X)
> 0.

Y que

-, 0 0
Hess —, = 2.
Lo tltimo prueba que f es fuertemente convexa en 1, y por como la constru-
imos se tiene que cumple con las condiciones anteriores. O

Teorema 10.4. Supongamos que f : M N es no constante y armonica con M
compacta, sea N' una hipersuperficie en N con la sequnda forma fundamental
B definida en un punto yo = f(xg) € N’, entonces no existe U C M co
xo € U tal que f(U) se encuentra en el lado concavo de N’
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Proof. La idea de la prueba es hacerla por contradiccién, para esto sea
V C N’ una vecindad de 3y y tomemos la funcién f = (u, + 1)* — 1
la cual es fuertemente convexa por el lema (10.1), entonces se tiene que
existe una vecidad U de zg y que ademds f(U) se encuentra en el lado
céoncavo de f~1(0) = N’ NV, entonces para cualquier z € U tenemos que
f(f(x)) <0 = f(f(x0)), lo anterior nos dice que xy es un punto maximo de

fofenU, aplicando el teorema 1.4.3' se tiene que f o f es constante en U.

Aplicando la férmula (45) a f o f tenemos

0 = 7(fof)

= Bf*Eif*ei( _) + df(T(f))
= Bf*eif*ei(f)

= Hess(f)(f.ei, fvei)

Entonces se tiene que Hess(f)(f«ei, f«e;) = 0 1o cual es una contradiccién, ya

que por hipdtesis f es fuertemente convexa, es decir, Hess(f)(f«ei, f«€i) > 0.
Por lo tanto dicha vecindad U no puede existir. [

!Este teorema esta en la notas de la 2da exposicion de Gilberto
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11 Funcional de Hilbert-Einstein

11.1 Meétrica inducida en formas bilineales

Definicién 11.1. Sea (M,g) una variedad riemanniana y sean G,H €
I(T*M @ T*M) dos campos tensoriales de formas bilineales simétricas. Sea

x = (21, ,2,) coordenadas locales de M. Definimos la métrica inducida:
1,3,7,8

donde en tales coordenadas locales G y H se escriben como G = Zij Gijdr; ®
de; y H =75  Gysdr, ® dx,. Usamos la notacion estandar G;; = G(a%, 8%)

Y Hij = H(gv 3%)

Observacién 11.1. La motivacion para la definicion 11.1, parte del hecho
g(dz;,dz,) = ¢g" y de g(dz;@dz;, dv,@dx,) = g(dx;, dz,)g(dz;, dzs) = " g%%.

12 Ecuacion de Euler-Lagrange

Definicién 12.1. Sea M wuna variedad lisa de dimension n. Definimos el
espacio de métricas riemannianas en M :

M={gel(T"M @ T*M)|g es positiva definida y simétrica }. (48)

La funcional de Hilbert-Finstein £ : M — R se define como

£(g) = /M S(g)dv(g). (49)

donde S(g) y dv(g) denotan la curvatura escalar y la forma de volumen de
g, respectivamente.

Lema 12.1. Dada una métrica g consideremos g(t) = g(t) + th donde h es
una forma bilineal simétrica. Entonces

(S(g9(0))) = —=A(trh) + 6*(h) — g(Ric, h). (50)

Lema 12.2. Sea B : (a,b) C R — M(n,R) es una curva de matrices
invertibles. Entonces

(detB(t)) = det(B(t))tr[B(t) ' B'(t)]. (51)
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Corolario 12.1. 4 ( detg(t)) = 1+/detg(t)g(h,g).

Proof. Por el Lema 12.2,

det(g(t))tr[g(t
& (Vdetg(t)) = Nl
= 3V detg(t)trlg(t) "' h]
2
= %\/ detg(t) Zi,jg hji = % detg(t)g(h, g).

g'(t)]

]

Proposicién 12.1. §i M es compacta sin frontera y n > 3, entonces una

métrica riemanniana g € M es un punto critico de € si y solo si la curvatura
de Ricci de g es cero.

Proof. m
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13 Teorema de Rayleigh

Sean X y Y campos vectoriales sobre una variedad suave M. Para estos se
define el producto:

(X,Y) ::/ (X,Y) dv ,
M
y la norma:

IX2 = / XP v . (52)
M

Claramente se pide que la integral en (60) sea finita. Esto da a lugar a un
espacio L? el se quiere completar a otro que por el momento se denotara
como L2, el cual serd un espacio de Hilbert. Esto se puede hacer pensando
en funciones reales sobre M tal que sus componentes son funciones medibles.

De la misma forma se puede dar un producto en un espacio de funciones
como:

<f,g>=/Mfgdv,

induciendo una norma (finita) de la misma forma y por supuesto una métrica,
la cual nos da un espacio L2.

Sea f € C*(M) y X un campo también C*(M), entonces se cumple la
siguiente identidad:

div(fX) = f(divX) + (gradf, X) (53)

En caso de ser k£ = 1 la identidad se sigue cumpliendo, ademsds, si f y X
tienen soporte compacto se tiene que:

(gradf7 X) = _(fv leX)
Esto sirve para motivar la siguiente definicién.

Definicién 13.1. Sea f € L*(M), se dice que Y € L2(M) es una derivada
débil de f si:

para todo X campo vectorial C* tal que tenga soporte compacto en M.

En el caso que f € C'(M), la existencia de Y queda demostrada por las
consideraciones anteriores. Asi, como f en general no se puede derivar se

denota Y =Gradf.
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Se denota H (M) al subespacio de funciones en L*(M) tal que poseen una
derivada débil. Este es un espacio de Sobolev.
En H (M) se define el producto interior:

(f7 g)l = (f7 g) + (Gradf, Gradh) s

COo1 normas:

LA = 1A% + | Grad f]]*. (54)
Definicién 13.2. Se define la integral de Dirichlet o de energia como:
DIf, h] = (Gradf, Gradh) (55)

Como el Gradiente es lineal sobre los reales la integral de Dirichlet que
acabo de definir es bilinieal; ademas, como el producto interior sobre M es
simétrico se tiene que D es simétrico también.

Sobre una variedad se consideran diferentes problemas de eigenvalores y
se busca que en todos ellos sea valida la siguiente expresion.

(A¢, f) = =D, f] (56)

e Problema cerrado

En este caso se tiene M compacta y es valida la siguiente férmula de Green.

/ fA¢ dV = —/ (grad f, grad¢) dV/
M M

Y la ecuacién (56) es vélida cuando ¢ € C*(M) y f € C°(M). Ademas,
para ¢ € C?(M) la ecuacién (56) define un funcional lineal F que actia en
C*°(M) como subespacio de H(M) y que satisface:

[Es(F)] < [lgradg|| [lgrad f[| < [lgradal| [ f]]x-

Dénde la primera desigualdad se da por Cauchy-Schwarz, y la segunda por
la definicién de la norma || - ||;.

Entonces Fj es un funcional lineal acotado en C*°(M) y por lo tanto se
puede extender a H(M) con la misma cota. Con esto la ecuacién (56) es
valida para ¢ € C*(M) y f € H(M).

Para cada problema de eigenvalores la ecuacién (56) es valida para dis-
tintos espacios asi que para referirnos a todos de una sola vez se hablard
del espacio de funciones admisibles $(M), el cual se define como el domino
donde esta ecuacién es valida.
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Teorema 13.1. Sea M un dominio normal con un problema de eigenvalores
fijo con el espacio $(M) y eigenvalores:

A< A<

donde cada eigenvalor se repite el niimero de veces de su multiplicidad. En-
tonces para cualquier f € $(M) tal que f # 0 se cumple la desigualdad:

D[f, f]
Lz

alcanzando la igualdad si y sélo si f es la eigenfuncién correspondiente a
Ai. Si {1, ¢2,...} es una base ortonormal completa de L*(M) tal que ¢,

A <

es eigenfuncién para el valor A\; con j = 1,2,..., entonces para f € H(M)
distinta de la funcién cero que satisface:
(f7¢1):"':(f;¢k—1):07 (57>
se cumple la desigualdad
D
>\k S [f? f] ,
/1]

alcanzando la igualdad cuando f es la respectiva eigenfuncion.

Proof. Si ¢ es una eigenfuncién y f € $(M) la ecuacién (56) es vélida.
Para cualquier f en $(M) se define o; := (f,¢;), de tal forma que la

condicién (57) se puede escribir como oy = -+ = a1 = 0. Entonces, para

todak=1,2,...yr==k,k+1,..., setiene que:

0 < D[f—zocjcﬁj,f—zajM
j=k j=k

= D[f, f] — 2ZCY]'D[f, QS]] + Z ajalD[¢j7¢l]
j=k

Jl=k

= DIf. 142 aj(f,85) = > ajou(d;, Adn)
=k

=k

= DIf,f1+23 Nai(f.o) — Y Ny, dn) -
=k

=k
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Como {¢1, @9, ...} es una base ortonormal y por definicién de las funciones

a; se tiene:
Z)\ af < DI[f, f].

Como esta desigualdad se da para toda r se puede concluir que el limite
converge. Entonces:

DIf, f] >Zm >AkZa§=Ak||f||, (58)
=k

donde en la tdltima igualdad se usa la hipotesis de que la base sea completa.
Esas desigualdades demuestran ambos casos, solo falta demostrar la igual-
dad.
Para todos los casos se cumple la siguiente formula de Green:

/M hAf = — /M (Gradf, Gradh) .

Aplicandola para h = f = ¢, donde ¢ es una eigenfuncién, se obtiene la
igualdad. Soélo falta ver que la igualdad implica que f es eigenfuncion.
Suponiendo la igualdad, se obtiene de la ecuacién (58) lo siguiente:

9] infty

S y=ad=> (A= M)ai=0,

=k j=r

dénde r depende de la multiplicidad de A;. Como A, < A; para j > r, los
valores 04]2- deben anularse para 57 > r. Entonces:

r—1
_ 2
f - >\k § CY]- )
i=k

lo cual hace a f una eigenfuncion.

O
14 Teorema Min-Max
En lo subsecuente nos ocuparemos de la validez de la ecuacion
(B¢, f) = =Dlo, f] (59)
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Para el problema de eigenvalores de Neumann, la validez de (1) para ¢ €
C?*(M) que satisface v¢p =0 en M y f € C*, nos la da la férmula de Green

/M[fm;s VAV = [ Fwé)dA =0

oM

Para el problema de eigenvalores de Dirichlet, la validez de (1) para ¢ €
C?(M) que satisface ¢ =0 en M y f € C*°(M) con soporte compacto, nos
la da la misma férmula de Green

/M[ngb +(Vf,Vo)dv = fvgp)dA =0

oM

Para el problema de eigenvalores mixtos, la validez de (1) para ¢ =0en
OM — N,v$p =0en Ny f en la completacién de funciones en C*°(M) con
soporte compacto en M U N, también esta dada por la formula de Green.

Definicién 14.1. Dado el problema de eigenvalores anteriores, definimos
el espacio de funciones admisibles h(M), que en el caso de el problema de
eigenvalores cerrados y de Neumann es precisamente H(M), para el problema
de Dirichlet es la completacion de las funciones C'°° con soporte compacto
en M y por ultimo para el problema mixto se trata de la completacion de
funciones C*° con soporte compacto en M U N.

Teorema 14.1. (Min-Mazx)
Sean vy, vy, ..., v5_1 € L*(M) y

DL
w=nf e

donde f wvaria sobre los subespacios de (menos el origen)de funciones en
h(M) ortogonales a vy,v,...,v5_1 en L*(M. Entonces para eigenvalores
A < A < A3 < ... tenemos que o < A,. Ademds si vy,Vs, ..., V_1 SON
ortonormales, con cada v; eigenfuncion de N\;, © = 1,2,....,k — 1 entonces

Proof. Consideremos la funcién f de la forma
k
f=>_a9;
j=1
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donde ¢, ¢a, ..., ¢, son ortogonales y cada ¢; es eigenfunciéon de A;, j =
1,2,....ky f es ortogonal a vy, ...,v5_1 en L*(M) esto es

k

k
O = <f, Ui> = <Z Cl/ijj,’Ui> = Zajwj,vi) ’l = 1,2, ,k’ —1
j=1

j=1

Ahora si consideramos a los a; como incégnitas y a (¢;, v;) como coeficientes
entonces tenemos mas inc¢ognitas que ecuaciones y por lo tanto existe una
solucién no trivial, por lo que mi funcién esta bien definida. Asi

ulf? < DI, fl = =(AF, f) = =(Choy 0805, X, audh)
= =3 oy Y (A ) =30 o Y au(Ng, én)
= Y h e Sl ) = Y5 ay S udy

k k
= Zj:l 05]2‘)\]‘ < )\k Zj:l O‘? = )‘k|f|2
Por lo tanto u < Ak
Para la igualdad. Supongamos que vy, vg, ..., vx_1 son ortonormales, con cada

v; eigenfuncién de A\;, © = 1,2,....k — 1 de aqui vy, ve, ..., Vg1, U, Yri1, ... €8
base de L?(M) donde 9y es eigenfuncién de \; para i > k. Sea

f=2_a50;
=k
con a; = (f,1);) Por otra parte como Ay < Ay < ... < A1 \x < ... Entonces
2 2
St < Y

>k j>K

De aqui
22k A% _ DIf. f]
ijK O‘? | fI?

Lo cual implica que Ay < p. Por lo tanto A\, = p

Ak

IN
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15 La Desigualdad de Poincaré y el primer
valor propio de Laplaciano

Empezaremos eneunciando dos teoremas que usaremos mas adelante.

Teorema 15.1. Sea M™ una variedad riemanniana completa tal que existe
una constante K > 0 de manera que para todo X € X(M)

Ric(X, X) > (n — K| X|*.

1. (Myers) Entonces M es compacta y su didmetro d estd acotado supe-

riormente
d< L
p— K‘
2. (Cheng) Sid < %, entonces M es isométrica a la n—esfera estindar
de radio \/LF

Teorema 15.2. Sea M"™ una variedad riemanniana compacta y sin frontera
tal que existe una constante K > 0 de manera que para todo X € X(M)

Ric(X,X) > (n — 1)K|X|*.

Entonces el primer valor propio A1 del Laplaciano cumple A\y > nK. La
tqualdad se alcanza si y solo si M es isométrica a la n—esfera de radio \/LE

Proof. Sea u : M — R una funcién lisa no constante tal que Au = —Aju.
Consideremos

Q = |Vul]* + ﬁuZ
n

y calculemos AQ ayudandonos de la Férmula de Bochner:

AQ = 2|Hessu|? + (Vu, VAu) + 2Ric(Vu, Vu) + %

)\2
= 2|Hessu|* — 2\ |Vu|? 4 2Ric(Vu, Vu) — 22 u? + 2
n

(2uAu + 2|Vul?)
A1

n .

(60)

Si {E;} es un marco ortonormal local, usando la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos que

2
1 Au)?
|Hessu|* = Z Hessu(E;, E;)* > ZHessu(Ei, E)?* > - (Z Hessu(E;, EZ)> = (Au) ’

. n
17]
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y combinando lo anterior con la cota de la curvatura de Ricci en (60) llegamos
a que

20?2 202 A
AQ > 2Ly — 20|Vl + 2(n — DK|Vul> — 2 > 2242 + 2w
n n n
o 2 )\1 o )\1 2
=2|Vu|*((n — 1)K + P AM)=2(n—1)( K — - [Vul|?. (61)

Si A1 > nK ya terminamos, entonces supongamos que A\; < nK y veremos
que esto implica que A; = nK. Por (61) sabemos que AQ > 0, asi que el
Principio del Maximo nos garantiza que () es constante. Entonces

A 9

0=AQ >2(n—1)| K —— ) |Vu|* >0,

n
de donde (K — %) |Vul? = 0, pero como u no es constante, hay un punto
en M en donde Vu no se anula, por lo tanto Ay = nk.

Sean .# = maxu(M),m = minu(M) y x4, z_ puntos de M en donde u
alcanza sus valores maximo y minimo, respectivamente. Como Vu se anula
en estos puntos, tenemos que

K#? =Q(zy) = Qz_) = Km?, (62)
asi que .# = —m. Observemos ahora que .# # 0 # m, de lo contrario u seria
constante 0. Podemos entonces suponer (multiplicando por una constante
adecuada de ser necesario) que elegimos u de tal forma que #Z =1y m = —1,

asi () = K, por lo que para puntos en donde u # +1 se tiene que
\Y
Vol _ R

Los puntos x; y z_ se pueden elegir de tal forma que si v : [0,s] — M es un
segmento gedésico minimizante de velocidad unitaria que los une, entonces
u(y(t))? # 1 para todo t € (0,s). De este modo, si d es el didmetro de M,
tenemos que

S I\ o Ry AT G0
Vi@ o ioa

VR VRi(eso) = i)
S(Vu, (), 7 du/dt [T du
2/0 1 —u? dt = 0 \/1—u2dt_/_1\/1—u2_

T,

o4



es decir, d > \/TX, pero también d < E, pues M cumple las hipdtesis de

Teorema de Myers, entonces d = g Finalmente, el Teorema de Cheng
garantiza que M es isométrica a la n—esfera de radio \/LR
m

El resultado anterior nos proporciona una cota para A; cuando la cur-
vatura de Ricci de nuestra variedad estd acotada inferiormente por una con-
stante positiva. Haremos ahora algo similar, pero para variedades con cur-
vatura de Ricci no negativa.

Observacién 15.1. Si M es una variedad compacta sin frontera y ¢’ €
€ (M) es una funcion propia correspondiente a A1, tenemos que

0= [ agav= [ —xgav=-x [ pav.
M M M

pero como A1 # 0, entonces fM O'dV = 0. FEsto quiere decir que ¢’ toma
valores positivos y negativos, asi que existe una contante C' tal que ¢ = C'¢’
cumple

a+1=maxp(M),a—1=minp(M),

para alguna a > 0, y claramente ¢ sigue siendo funcion propia. Usaremos
estas ¢ y a en el enunciado del teorema siguiente.

Teorema 15.3. Sea M es una variedad riemanniana compacta con curvatura
de Ricci no negativa y con diametro d. Entonces

7T2

(14 a)d?

Proof. Consideremos ¢ y a como en la Obsevaciéon 15.1 y sea u = ¢ — a.
Entonces

At >

Au=Ap —Aa= - \p=—\(u+a).

Sean ¢ = A(1+a) y P = |Vul? + cu®. Aplicando la Férmula de Bochner
obtenemos lo siguiente:

1
SAP = [Hessul? + (Vu, VAu) + Ric(Vu, Vu) + c(uldu + [Vul?)
= [Hessul?* — | Vul® + Rie(Vu, Vu) = heu(u +a) + [ Vul* - (63)

Probaremos que si zp € M es un punto en donde P alcanza su maximo,
entonces P(zy) < c¢. Consideraremos dos casos:
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1. Vuly,, =0. Comoa—1 < ¢ < a+1,se tiene que —1 < u < 1, entonces
P(xg) = cu(x)? < c.

2. Vul,, # 0. Todas las expresiones que aparecen a continuacién estan
evaluadas en xg. Sea X = g“' Observemos que como xy es punto
maximo de P, en particular es punto critico, por lo tanto

0 = Vu(P) = 2(Vv,Vu, Vu) + 2cu|Vul|?
= 2|Vu|*Hessu(X, X) + 2cu|Vul?.

Se sigue que Hessu(X, X)? = c*u®. Por otro lado, AP(xy) < 0 porque
T es maximo de P. Comblnando lo anterior con (63) se llega a lo
siguiente:

0> AP > u® — \|Vul? — M\eu(u + a) + ¢|Vul?
= (¢ — A1) (cu® + |Vul?) — Macu
> al P(xy) — Mac.

Si a # 0, lo anterior implica que P(zq) < ¢, como queriamos.

Ahora, para cualquier punto  de M tenemos que P(z) < P(xg) < ¢
entonces si u(z)? # 1
Je > |Vu’

V1I—u?

Si consideramos un segmento geodésico minimizante y parametrizado por
longitud de arco, que conecte puntos en donde u alcanza sus valores maximo
y minimo, y que no tenga puntos criticos en el interior, argumentando como
en el Teorema 15.2 tenemos que

Jad > |Vl Y du
[— 7'("
1/ _u2 - 1 1/1_u2
por lo tanto Ay > ﬁ, como se buscaba. O

16 Un Lema

Lema 16.1. FEsta desigualdad la demostro Irvin en clase

[Vu(z)* < A1+ a)(1 - u()?). (64)
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Lema 16.2. La funcion
2
z(u) = —(arcsin(u) + uv'1 —u?) —u (65)
7r

Donde z € [—1,1], satisafce;

su4 31 —u?)+u=0 (66)
22 —2254:>0 (67)
2 —Fu+1>0 (68)
y
(1 —u?) > 2|z (69)

Lema 16.3. Suppongamos que M es una variedad compacta sin frontera
con curvatura de Ricci no negativa. Asumamos que el primer eingefuncin ¢
corresponde el eingevalor A normalizado, con lo cualtenemos que 0 < a < 1,
q+1=sup¢ ya—1linfy; ¢. La funcin U = ¢ — a, su gradiente cumple la
siguiente desigualdad

[Vul? < A1 — u?) + 2az(u) (70)
con z(u) la definida en el Lema anterior

Proof. Primero veremos que podemos estimar 70 para la funcion u = e(¢p—a),
donde 0 < € < 1. Estimemos el Laplaciano de u;

Au=Ale(¢p —a)] = eA¢p = —rep = —Ae(¢p —a+a) = —A(u+e€a). (71)

Por contruccin de u tenemos que —e < u < €. Gracias a la desigualdad
concluimos que a > 0. Consideremos la funcin

Q = |Vul* — ¢(1 — u?) — 2a)z(u), (72)
Usando 16.1 y 69 para estimar @)

Q < M1 +a)(1 —u(x)?) — c2|z| — 2arz(u)
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por lo tanto podemos escojer ¢ suficientemente grande tal que sup,, @) = 0.
Si ¢ < X el lemma se demuestra tomando ¢ — 1. Concentremonos en el
caso ¢ < A. Veamos que si zy es el punto deonde () es maximo entnces
|Vu(zo)| > 0, supongamos que Vu(zg) = 0 por lo tanto

0=0Q = —c(l—u(x)?) —2arz(x) < —c(1 —u(zo)?) — ar(1 — u?)
= —(c—aN)(1—u?) < —(c—aX)(1—¢€*) > 0.

Usando 69.
Ahora derivemos @) con respecto a la dirrecin e;, tenemos que

1
QQZ = w;uj; + cuu; — ariu,. (73)

Podemos rotar el marco en el punto zy de tal forma que ui(xg) = [Vu(xo)|,
usnado que Q;(xg) tenemos que

0 = uy(xo)uy; + ui(cu — arz),

por lo tanto siz =1
up = —(cu — ad?),

porlo tanto
wjug > uly = (cu — a\i)?,

O

Usando el hecho de que en un maximo el Laplaciano es negativo y la
formula antes vista del laplcaciano del gradiente tenemos que

1
0> AﬁQ(ﬂJo) = wjjui; + ui(Au); + Rijuiu; + cu? + culdu — a\iui — aliAu

= wijuy; + uj(Au); + Riju; + (¢ — al2)|Vul® + (ue — aXi)Au
Usando

> (cu — ar2)® 4+ uj(Au); + (¢ — ard)u? — Muc — arz)(u + ea)

> (cu —aX2)® + (c — A — ad3)[c(1 — u?) + 2aAz] — Auc — a2)(u + ea)
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re ordenando
= —acA{(1-vu?)+ui+eu}+a® N2 {225+ +e2 J+al(c—A){—ui+22+1}+(c—N)(c—al).
Usando 66, 67 y 68 concluimos que

0> acA(1 — €)u — a® *(1 — €)2 + (¢ — \)(c — a))

notando de un calculo directo que z > (% —1) y u > —1 tenemos que

> —aeh(1 — ) — N (1= (> ~ 1) + (e~ A)(c — a))

> A1 =€) = N1 =€)+ (c= N2 = —(c+ MAL =€) + (c— N2

Esto ultimo es una ecuacion cuadratica sobre ¢ con coeficiente cuadratico
positivo por lo que la parabola habre para arriba, por lo que concluimos que
si ¢ es mas grande que sus raices positivas la desigualdad de arriba se cumple
por lo tanto

CS)\{2+(1_6+ 2(1—6)(9—6).
si € — 1 llegamos al resultado deseado.

Lema 16.4. Supongamos M compacta y sin fronteras con curvatura de Ricci
no negativa. Dados a > 0 la media de la normalizacion del primer engevalor
con a+1 =supy, ¢, a—1 = infy ¢ donde ¢ es la engefuncion y d el diametro

de M. 6
BN > 7+ —(g —1)*a? > 72(1 + 0.02a2). (74)
T

Proof. Argumentando con u = ¢ — a la misma del Lemma.Tomemos v el
camino geodesico mas corto del punto en M que es minimo de u al punto en
M que es maximo de u, por lo tanto la longitud de arco de la curva es mas
pequea que d.

|Vl
v /1 —u?+2az(u)

Usando la desigualdad de Lemma pasado para el ultimo paso y la desigualdad
de Cauchy para le siguiente paso

d\z > /A%ds >

<Vu,‘fi—z> 1 du

> =
~Jy /1 —u? + 2az(u) 1 4y/1—u? + 2az(u)
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Gracias a que z es una funcion impar

1
du
/{\/1—u2+2az V1 —u?+2az(u )}

Con un calculo directo se puede checar la siguiente desigualda

322
&Z}du

> [ e

calculando

1
du 1 T
——— — arcsin(u)|, = arcsin(1) — arcsin(0) = —

/0 N (w)lo (1) (0) =5

con lo cual tenemos

1
z
> 7+ 3a? / —du 2,
( NV )
desarrollando
= Z(arcsin(u) 4 uv1—u?) —u
iea iew

computando la primera integral

2

1 .
arcsin(u) , S
———=du = —(arcsin(u = —
[ = (avesinu) Py =
la segunada
L 1—u2 ! p
udu = —
\/1—u2 0
la tercera
Ly, e
——du=VvV1—-u?;=-1
| == ;
por lo tanto 75 queda
2 7T2 1 30/2 7T2 3@2 T
— 2 2 _
=7m+3a (;(§+§)—1) —7T+?(Z+1—7T) —7T+—(§—1)
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17 Otro Lema

Lema 17.1. Sea M wuna variedad Riemanniana m-dimensional completa.
Supongase que la curvatura de Ricci de M estd acotada por debajo

Rij > —(m — 1)R,

para alguna constante R. Sea u una funcion definida sobre M que satisface
la ecuacion

Au = —\u,

y st definimos
Q(x) = [Viog(a — u(z))|?,

entonces

AQ - s IVQPQ™

+(Vo,VQ)Q (A2 - 2 ) > 2 (2

4 2Xa Au 2
+ (mm T oatu 2< ) )Q + (a—‘ru) :
Proof. Definamos a la siguiente funcién v(x) = log(a + u(x)), entonces
primero mostremos que

A A
Av=—|Vol2 = 2% = V- r+ 2L
a-+u a-+u
Sean X, Y € X(M) y {e,..., ey} un marco ortonormal definido en un punto.
Asi,
Hessv(X,Y) = XYv)—(VxY)v
= X(GmYu) = o (VxY)u

= 5 (Xu)(Yu)+ mX(Yu) — m(VXY)u
—(Xu)(Yu) + ——Hessu(X,Y).

Si ahora trazamos respecto a la base ortonormal y usando que u es eigen-
funcién del Laplaciano,

tr(Hessu) = Y7, i (ean(en) + X7 L Hessu(er e

a+u)? a+u
( 1 : 2 A

— u
(a+tu)? |V’U/’ T oatu”
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Por otro lado, tenemos la siguiente relacién,

Vol = | X eely [P
= [ mei(u)ez‘ v |
1
= WlVUP

Por tanto, usando las dos observaciones anteriores

A
Av = —|Vv|? — i (81)
a+u
Usemos ahora la expersién local de la formula de Bochner,
AQ =Y (203 + 2Ryuw; + 2(Vv, VAv)), (82)

2%
donde v;; = e;(e;(v)) v v; = €;(v).
Comencemos a acotar a la ecuacién 82: como Q = |Vou[? = Y7 02,
entonces ;" vf < 35" v Ademds, por hipdtesis Y7 Rij > —(m —
1)R, luego tenemos que

AQ = D (20} + 2Rivw; + 2(Vo, VAD))

i,J
\a
- Z (21}% + 2Rjviv; + 2(Vou, V(= |Vo|* — A + . u)>)
17.]
> Z (203, = 2(m — 1)RQ — 2(Vv, VQ) — 2Aa [Vol?). (83)
- = K ’ (a+u)

Consideremos a nuestro marco ortonormal de manera tal que cumpla
|Voule; = Vo; es decir, el primer campo es paralelo a la direccién del gradiente
de v. Esto implica que en la descomposicion para Vv, en términos de la base
ortonormal, > ", c;e; = 0, pues ¢; = 0 para toda i # 1.

Observemos que
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m m

VIVoP = ) e, (O vde; |,

j=1 i=1

= > 2ue(vie; |y

j=1 i=1
m m

= D> 2vi(vies Iy -
=1 i=1

Entonces,

\V!V'UP]Q—i(i%wij 4i ifvzvl]
=1 =1 Jj=1 =1

Si ahora usamos que ]Vv\el = Vv y que {e;}"; es marco ortonormal, esto
implica que |Vv|?> = v}; entonces la suma sobre el indice i sélo aplica para
1= 1:

m

IVIVo?? = 4 ZUWU
1

J:

= 4Z(U1U1j)2
= 4@%21}%

j=1
m
= A[Vo]*) o}, (84)
Jj=1
Acotemos por debajo el primer término del lado izquierdo de la desigual-
dad 83, a saber ;”j vfj Pensemos a los términos de la anterior suma como
elementos de una matriz cuadrada,

2 2 2 2
Uip Vi Vi3 o-.- Uy
2 2 2 2
Vyp Vg Uz ... Uy
V = ]
2 2 2 2
vml vm2 va Umm



Entonces, la suma de todos los elementos de V' acota por arriba a la suma de
los elementos de la diagonal de V mas la suma de la primera fila: > +
25", v?,. Esto es,

alaa

m m
2 2 2 2
E v 2 U1 +2 E Vi T E :Uaa
i?j = =

2
V3 + 2 Z Vi, #U(lm) (Cauchy-Schwartz)

v

A _
= v} +2 Z Vi, v 1)111) (marco geodésico)

v

1 AU
U%l + 22”%@4 + m((WU\Z + H—u) + U11)2 (Ecuacién 81)
a=2

_ 1 AU AU
= ol 42 vl (Vo o+ ) oy + 2Vl + o)

a=2

AU 2v AU
S (Vo
U m — a—+u

A\ 2v AU
> 2 4 2 1 24 . 85
> _1§jm3 (Vo + S (g ) ()

1 1
= U%1+m 1U11+22U1a+—(|v vl +

a=2

)

Consideremos ahora que

er(IVo*) = ei(vy)
= 2?)161(1)1)

= 2uvvn

er(|Vo]*) = (V|Vu[*, Vo) [ Vo[,

lo que nos permite deducir que

2u1; = (V|Vo]?, Vo) | V|2 (86)
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Finalmente, si sustituimos la ecuacion 86 en el iltimo término de la de-
sigualdad 85, llegamos a que

m

2 m 2 1 2 Au 2
2 = Ty 2t Ve )
1,] J=
L e Yo e (e + ). (s
m— 1 ’ a+u’’

Para obtener la desigualdad del lema 17.1 notemos que aquella es equiv-
alente a la siguiente proposicién si desarrollamos los productos:

m 2(m — 2)

AQ 2z go—IVerQ™T - (Yo, vQ)QT (51 —70)
2 A
* <VU’VQ>Q71(maﬁu)
2 2
RN
4  2Xa AU
* m—1a+uQ_a+uQ_2(m_1>RQ
2 AU |2
i | ol (83)

Sustituyendo la ecuacién 87 en 83 y reescribiendo las ecuaciones 86 y 84
al recordar que Q = |V

2u11 = (V|V}, Vo) V|2 = (VQ, Vo)Q ™t

m

VIVOP]? =4 Vo) ol = [VQPQ /4= 1),

J=1 J=1

m AU

2
AQ = mw@z@_l +— @+ a+u)2
2 _ AU
+ ——({VQ,Vv)Q 1(Q+a+u)
— 2(m—1)RQ — 2(Vu,VQ) — (azi“wQ. (89)

La ecuaciones 88 y 89 son equivalentes, lo que muestra el lema inicial.

[]
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18 Teorema de Li-Yau

Teorema 18.1. (Li-Yau)
Sea M™ wuna variedad riemanniana sin frontera. Supongamos que la cur-
vatura de Ricci de M estd acotada por

para R > 0. Entonces existen constantes Ci(m) > 0 y Co(m) > 0 tal que
que el primer eigenvalor de M satisface que

Ci(m)
Az 2

donde d es el diametro de M

emp(—Cg(m)d\/ﬁ),

Proof. Sea u una eigenfuncién que satiface Au = —Au, integrando la igualdad
anterior y por el Teorema de Stokes tenemos que

/MAu: /MHu)
= —)\/Mu

= 0.

Al ser u no constante se tiene que cambia de signo; asi como también se tiene
que M es compacta, por tanto alcanza un maximo y un minimo, ademads al
no tener frontera dicho maximo y minimo estan al interior de M, asi podemos
normalizar a u de tal manera que se satisfaga que minu = —1 y maxu < 1.

Ahora consideremos la siguiente funcién
v = log(a + u)
para algin a > 0.

Si xp € M es un punto donde la funcién Q = |Vov|? alcanza su maximo,
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entonces tenemos todas las condiciones del Lemmab.6 entonces se cumple

AQ g, ivere”
+ (Vu,vQ) Q! (2?:__12)@ B (m—zli\(liﬂru)) ¢
2 9 4 \u 2Xa
S +<<m_1><a+u>_a+u_2R(m_1))Q

n 2 M\
m—1\m-—1
ahora como x( es maximo de () se tiene que V@ = 0 y que AQ < 0, entonces

la desigualdad anterior queda como

0 > AQ(x)

v
L
E
_|_

2 2y A 2Xm+Da . .

(c)

donde la ultima desigualdad se da ya que solo quitamos el iltimo termino
(b) y rescribimos a (a) en (c).

Despejando a Q(zg) de la desigualdad anterior se tiene

Qr) < Qo)
< |Vlog(a + zo)[?
< (m—l)%%—l—%
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Para todo x € M

.. 1 , . e e
Ahora si integramos a Q2 a lo largo de una geodésica minimizante vy que

une los puntos u = —1 y u = max u, tenemos que
a a + maxu
a—1 — a—1

a — a —

10g< a ) S 10g (Hﬂ)
a—1 a—1

= log(a + maxu) —log (a — 1)

ademés

= log (a + maxu) |5

= /ngog(a%—u)

= /(Vlog(a—i-u),"y)

y

< / |V log(a + u)|
y

(m+ 1)aX
a—1

< d\/(m —12R+

para todo a > 0, ahora si sustituimos t = “T’l, tenemos que la desigualdad
anterior queda asi

o(2) = o

y despejado se tiene

(m4+1XN >t (% (log(%) —(m — 1)2R)

para todo t € (0,1). Maximizando el lado derecho de la desigualdad anterior
como una funcién de ¢ tenemos

t = exp (—1 — 1+ (m— 1)2Rd2> = exp(h)
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ahora sustituyendo a ¢ obtenemos la siguiente estimacion

(m+1)A > exp(h) ( log (exp( ))2 —(m—1)’R
B exp(h) ((=h)* — (m —1)°R)
— exp( 1—/1+(m 2Rd2> (diz <1+\/1+(m—1)2Rd2>2)
- o (21— 15 = PR (1)
— exp< 1—/1+ 2Rd2> <d—2 <2+2\/2+ m—l)ZRd2-|-(m_1)2Rd2>>
- eXp( 1—/1+(m —12Rd2> ((m —1)*R)
= exp ( 1— /14 (m—1) 2Rd2) (d% | /U DR 1+(m;;)2Rd2>

_ exp< L= /1+(m ‘12Rd2> ((m = 1)°R)
- 21U PRE) () | (o — 1)2ReP)

despejando se tiene a A de la desigualdad anterior se tiene

2exp(—1 — /14 (m — 1)2Rd?) ——
A > (m+1)d2 (1++/1+ (m — 1)2Rd?)
L Cum)(exp(=Co(m)dVR)
> pp

Para algunas C}(m) y Co(m) en R. Notemos que para obtener a C} se deduce
rapidamente y se tiene que solo depende de m, para deducir a C5 se necesita
hacer un poco de trabajo algebraico (cuentas) y también se tiene que solo
depende de m, por la tanto el teorema queda demostrado. O

Cabe mencionar que en el caso en el que M es una variedad compacta con
frontera, también hay estimaciones correspondientes para el primer eigenvalor
de Dirichlet y para el primer eigenvalor de Neumman utilizando el principio
del maximo.
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