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Introducciéon

Estas notas estan basadas en un curso de licenciatura que imparti en el
2011 en la Facultad de Ciencias de la UNAM.

El objetivo de este manuscrito es dar una introduccion a la Geometria
Diferencial de curvas y superficies inmersas en el espacio de Minkowski de
dimensién tres. Estas son parte de las matematicas que uso A. Einstein para
desarrollar la Teoria de la Relatividad Especial que presenté en 1905. Asi
que puede verse como un curso de aspectos matematicos de dicha teoria.

Esta dirigido a estudiantes de matematicas y areas afines que hayan cur-
sado cinco semestres de su carrera. Se dejaran algunos ejercicios para que
el estudiante pueda tener practica con las técnicas que se van a explicar en
clase.

En estas notas se han incorporado correcciones hechas por Fernando Frias,
a quién agradezco su ayuda.
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CAPITULO 1

Algebra lineal del espacio de
Minkowski

1.1 La métrica de Lorentz

El espacio de Minkowski R} consiste del espacio vectorial estandar R? junto
con la siguiente forma bilineal simétrica no degenerada llamada la métrica
de Lorentz.

Definiciéon 1.1.1 La métrica de Lorentz es la funcién bilineal
{(-,-) : R? x R — R dada por (u,v) = ax + by — cz,
donde u = (a,b,c) y v = (z,y, 2).

Definicién 1.1.2 Formas bilineales
Una forma bilineal simétrica no degenerada es una funcién

(,):VxV—R,

donde V' es un espacio vectorial sobre R de dimensién finita y que satisface:
Los vectores u, v, w son elementos de V' y A € R.

e Bilineal: (u,v + Aw) = (u,v) + A\(u, w), para todo u,v,w, .
e Simétrica: (u,v) = (v, u).

e No degenerada: Si u es un vector tal que (u,v) = 0 para todo v € R?,
entonces u = 0. En caso contrario se dice degenerada.
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Un caso particular, de forma bilineal no degenerada es cuando la forma bi-
lineal es positiva (negativa) definida, denotado (-,-) > 0 (< 0) si satisface
que para todo u # 0, (u,u) > 0 (< 0).

Definicién 1.1.3 El cono de luz de R3 se define como el conjunto de vectores
C={u=(2,y,2) €R} | (u,u) =2°+9y* — 2> =0, u+#0}.

Notese que el cono de luz tiene dos componentes conexas. Cada una en un
semi-espacio abierto en el complemento del plano xy. Vedse la figura 1.1.

Definicién 1.1.4 Sea V C R? un subespacio lineal. El complemento ortog-
onal V+ de V es V+ = {u € R3| (u,v) =0 para todo v € V}.

Proposicién 1.1.1 Sea V' C R? un subespacio lineal, entonces
e dimR} =dimV + dim V*.

o (VHt=V.

Demostracién. Note que si dimV = 0, entonces V' = {0} y por lo tanto
V+ =R3. SidimV = 3, entonces V = R? y como la métrica es nodegenerada
se deduce que V+ = {0}.

Sea v; = (ai,bi,¢1), - ,vx = (ag,bx,cx) una base de V, donde k = 1,2.
Definimos la transformacién lineal, T’ : R? — R*, dada por

T(x,y,z) = (alx + bly —C1%, -, QT + bky - Ckzz)-

Nétese que el nucleo T71(0) de T es V* y la dimensién de la imagen T'(R$)
de T es igual a dim V. Por un resultado clasico de algebra lineal, obtenemos
que dim R} = dim 771(0) + dim 7'(R}) = dim V+ + dim V.
La primera parte aplicada a V' y V= respectivamente implica que dimR3 =
dimV +dim V+ y dim R} = dim V+ + dim(V+)+. Igualando obtenemos que
dim V = dim(V+)+. Para concluir basta observar que V C (V+)+.
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1.1.1 Producto cruz Lorentziano

Dado dos vectores en R? linealmente independientes existe una tinica recta
por el origen ortogonal a ambos. A continuacién se muestra como construir
la direcciéon de tal recta.

Definicién 1.1.5 Sean v = (a,b,c). v = (z,y,2) € R}. Definimos el pro-
ducto cruz Lorentziano como

i j -k
uxv=|a b ¢ |=(bz—cy cx—azbr—ay).
Ty =z

Sea w = (r, s,t), un calculo prueba que

a b c
bzr —cyr + cxs —azs —bxt+ayt = (u X v,w)y = | Yy =z
r s t
En consecuencia (u X v,u) = 0y (u x v,v) = 0, es decir el producto

Lorentziano de dos vectores es ortogonal a los factores: u, v. En partic-
ular, v x v también es ortogonal al subespacio generado por los vectores

{u,v}.
Ejemplo 1.1.1 Sea p = (z,y,2) € R} cualquier punto. El vector
xz yz —s
Vi g2 i+ P
es ortogonal a p y geométricamente es el reflejado (desde el punto de vista
Euclidiano) de p con respecto al cono de luz. Se tiene la relacién

(p,q) =0, (q,q) =—2*—y*+2>=—(p,p), (P+q,p+q) =0.

De esta forma si p es tipo espacio, ¢ es tipo tiempo y viceversa. Observe que
cuando p es tipo luz, ¢ = p ya que en este caso z = \/x? + y2. Finalmente,
es un ejercicio ver que

el cual estd en el plano zy. El vector p genera una recta cuyo plano ortogonal
estd generado por {g,p X ¢}.



1.2 Caracter causal

Definicién 1.2.1 Sea u € R? un vector. Se dice que v tiene caracter causal:
e Tipo espacio si (u,u) >0 ¢ u=0,
e Tipo tiempo (u,u) < 0,

e Tipo luz o nulo (u,u) =0 yu #0.

Figura 1.1: Caracter causal de vectores

tipo tiempo
tipo_luz

tipo espacio

En la siguiente tabla analizamos las posibles bases v;, v5, v3 de R? tal que
<’Ui, Uj> = 0, +1, —1.

Tabla de bases

V1 | U2 | U3 <’U1, ’Ul> <’U2, ’Ug) <’U3, ’Ug) <’U1, ’Ug) <U1, ’Ug) <U2, ’U3>
+ 1+ - |1 1 -1 0 0 0
+|+1]0 |1 1 0 0 0 1
+ - 10 |1 -1 0 0 0 -1
010 [+ 10 0 1 -1 0 0




El concepto de caracter causal se puede extender a subespacios como
sigue.

Definicién 1.2.2 Dado un subespacio lineal V' C R3, la métrica de Lorentz
se puede restringir a V' para obtener la funcién (-,-)y : V x V. — R. Por
simplicidad escribiremos (-,-) en lugar de (-,-)y y la llamaremos métrica
inducida (MI). Esta restriccién es bilineal, simétrica. Un subespacio V' se dice
no degenerado si la métrica inducida es no degenerada. La métrica inducida
puede ser degenerada. Se tienen las siguientes posibilidades complementarias.
Se dice que V tiene caracter causal:

Caso V' no degenerado

e tipo espacio si la MI es positiva definida,

e tipo tiempo si la MI es Lorentziana:
max{dim U|U es subespacio lineal de V, (-,-)y <0} =1

Caso V' degenerado

e tipo luz o nulo si la MI es degenerada.

Proposicién 1.2.1 Sea V' C R? un subespacio lineal no degenerado, en-
tonces

e R3 se descompone en suma directa como R =V & V=+.

o V< también es no degenerado.

Demostracion. Para ver la descomposicion en suma directa, primero veamos
que VN V+E={0}:

Seaw € VN VL. Comow € V4, (v,w) = 0 para todo v € V. Pero también
tenemos que w € V, es decir en V hay un vector que es ortogonal a todos los
vectores de V. Como V' es no degenerado, concluimos que w = 0. Obtenemos
que V' y V= sélo comparten el vector cero.

Por la Proposicién 1.1.1, sabemos que dim R} = dim V' + dim V. Los casos
en que dim V' = 0, 3 siguen por cuestién de dimension: Si dim V' = 0 se tiene
que V+ =R3 y si dim V = 3 entonces V+ = {0}. Si dimV = 1,2 entonces la
dimensién de V+ es 2,1 respectivamente. Esto prueba que V y V+ generan
a R} ya que estos subespacios son linealmente independientes pues sélo se
intersectan en el vector cero.



Para la segunda afirmacién, queremos demostrar que si en V+ hay un vec-
tor w que es ortogonal a todos los vectores de V* entonces ese vector es el
vector cero. Sea w € V= tal que para todo u € V4, (w,u) = 0, esto nos dice
también que w € (V+)4. Por la Proposicién 1.1.1, (V+)t = V. Se deduce
que w € V. Esto implica que w € V N V+ y por la primera parte de esta
prueba, esta interseccion sélo contiene al vector cero. Esto prueba que w = 0
y entonces V* es no degenerado. O

Proposicion 1.2.2 El caracter causal de un plano V' por el origen se car-
acteriza geométricamente como

e ¢s tipo espacio si y solo si no intersecta al cono de luz.
e cs tipo luz si y solo si es tangente al cono de luz.

e ¢s tipo tiempo st y solo si intersecta al cono de luz pero no es tangente.

Demostracion. Por definicién, V' es tipo espacio si y sélo si la métrica in-
ducida en V' es positiva definida. Esto es equivalente a que todos los vectores
en V sean tipo espacio. Asi que V no intersecta al cono de luz.
Ahora, V es tipo tiempo si y sélo si la métrica inducida tiene un vector tipo
tiempo. Se deduce que V intersecta al cono de luz, ya que los vectores tipo
tiempo estan acotados por dicho cono. Ademas, V no puede ser tangente al
cono de luz, ya que un plano tangente no contiene vectores tipo tiempo.
Finalmente, V' es tipo luz si y sélo si la métrica inducida es degenerada. De
manera equivalente, V' contiene a un vectro no cero u talque es ortogonal a
todos los vectores en V. En particular, u es ortogonal a si mismo (u,u) = 0.
Como u es tipo luz, entonces V' tiene que ser tangente al cono de luz a lo
largo de la recta generada por u. Ya que de otra forma en V' habria vectores
tipo tiempo y por tanto existiria un subespacio U C V tal que (-, )y seria
negativo definida lo cual dice que V' es tipo tiempo. O

Para cualquier par de eventos u,v linealmente independientes tenemos
que

u | v | <u>T|span {u, v} |uxv

+

+
S|+ +|+

+| =]

S|+ |+
o I
_l’_




Proposicion 1.2.3 Si u,v son tipo tiempo, entonces
[(u, v)| > |ullv], con igualdad si y sdlo siu es colineal a v.

Demostracién. Introducimos la notaciéon v = (a,b,c) y v = (x,y, z). Como
u,v son tipo tiempo, entonces son linealmente independientes si y sélo si
generan un plano tipo tiempo. Lo cual es equivalente a que u x v = (bz —
cy, cx — az,bx — ay) es tipo espacio. Esto pasa siy sélo si (bz — cy)? + (cx —
az)? — (bxr — ay)? > 0. Ahora, resta reescribir esta desigaldad:

(bz — cy)* + (cx — az)* > (bx — ay)?
2abry — 2bcyz — 2acxz > a’y? — a’2? + b — 0?27 — Pa? — PyP
(azx + by — cz)? > (a® +b* — &) (2? + y* — 2?)
|(u, v)] > Juf[v].

Observe que las anteriores desigualdades se convierten en igualdades si y sélo
si u y v son colineales, lo cual es equivalente a que u x v = 0. O

Definicién 1.2.3 Sea T = {u € R} | (u,u) < 0}, el conjunto de los vectores
tipo tiempo en el espacio de Minkowski. T tiene dos componente conexas T
y T~ delimitadas por el cono de luz, donde TT = {(x,y,z) € T|z > 0} y
T- =A{(z,y,2) € T|z < 0}. Para cada u € T definimos el cono temporal
(conteniendo a u) como

C(u) = {v € T|{u,v) < 0}.
Proposicién 1.2.4 Sea u = (a, b, c) un vector tipo tiempo. Entonces
C(u) = {(z,y,2) € T|cz > 0},

es decir el conjunto de vectores tipo tiempo cuya tercer coordenada tiene el
mismo signo que c. En particular, dos vectores u, v tipo tiempo estan en un
mismo cono temporal C(w) para algin w € T si y sdlo si (u,v) < 0.

Demostracion. La idea de la prueba es geométrica y usa el hecho bien cono-
cido que para cualquier plano P = {(2,y/, 2')|A2’ + By’ — Cz' = D} se tiene
que R*\ P = P* U P~ es una unién de los dos semi-espacios abiertos P =
{(«",y/,2")|A2' + By — C2' > D} y P~ ={(a, ¢/, 2')|Ax’ + By — Cz' < D}.
Como u es tipo tiempo, Q =< u >*= {(2/, v/, ') € R3|azx’ +by —cz’ = 0} es
un plano tipo espacio. Sea v € C(u), entonces (u,v) < 0, es decir v € @~ N T.



Ademss, se deduce que u € @Q~. Ya que si u estuviera en Q" existiria
A >0 € Rtal que \u+(1—XN)v € Q, es decir (Au+(1—=A)v, \u+(1—=A)v) =0
pero esto es una contradiccion:

(Au+(1=XN)v, Au+ (1 =)o) = N2 (u, u) +2A(1 = \){u, v) + (1 = A)*(v,v) < 0.
Esto implica que u y v estan en un mismo semi-espacio que contiene a una
de las dos componentes conexas de 1. Lo cual prueba que z y c tienen el
mismo signo.

Para la otra contencién: Sea v = (z,y,z) € T tal que cz > 0. Vamos a
probar que (u,v) < 0. Ahora observemos que los vectores (a,b,0) y (x,y,0)
son tipo espacio. Deducimos que ax + by < Va2 + b2y/22 + y? < |cz| = cz.
La primera igualdad es Cauchy-Schwarz y la segunda desigualdad se uso la
condicién de que u y v son tipo tiempo. Esto prueba que (u,v) < 0.

1.3 Isometrias: Transformaciones y grupo de
Lorentz

Definicién 1.3.1 Una funcién biyectiva f : R? — R? se dice transfor-
macion de Poincare o isometria del espacio de Minkowski si preserva la
métrica de Lorentz, es decir para todo u,v € R?

(f(u) = f(v), f(u) = f(v)) = {u—v,u—v). (1.1)

Bajo la composicion forman un grupo llamado el grupo de isometrias. También
se conoce como Grupo de Poincare o Grupo de Lorentz no homogeneo.

El siguiente resultado y su prueba es analogo a la geometria Fuclidiana.

Proposicion 1.3.1 Si f es una isometria del espacio de Minkowski que deja
fijo al origen entonces es una transformacion lineal.

Demostracion. Sea 0 el origen del espacio de Minkowski. En primer lugar
en la Ecuacion (1.1) sustituimos v =0y f(v) =0: (f(u), f(u)) = (u,u).
En segundo lugar si la desarrollamos bilinealmente y simplificamos la ex-
presién usando la igualdad del paso anterior obtenemos:

(f (), f(v)) = {u, v).

Veamos que esta igualdad junto con el hecho que la métrica es no degenerada
implican que f es lineal:



Como f es biyectiva, cualquier w se puede escribir como w = f(z). Entonces
para todo A € R (f(u+Av),w) = (f(u+v), f(2)) = (u+Av, z). Procedemos
de manera analoga en el siguiente desarrollo:

(fw) +Af(w),w) = (f(u) +Af(v), f(2)) = (f(u), f(2)) + A{f(v), f(2))
= (u, z) + Mo, z) = (u+ v, 2).

Como la métrica es no degenerada, de la igualdad probada:
(flu+v),w) = (f(u) + Af(v), w) podemos concluir que

flu+v) = f(u) +Af(v).

Las transformaciones de Lorentz son las isometrias lineales.

Definicién 1.3.2 Una transformacién lineal biyectiva f : RY — R} se dice
isometria lineal o transformacién de Lorentz lineal del espacio de Minkowski
si preserva la métrica de Lorentz, es decir

(f(u), f(v)) = (u, v).

Forman un subgrupo del grupo de isometrias llamado Grupo de Lorentz.

Este subgrupo de isometrias lineales es isomorfo a

0.(3) = {A € GL(3,R) | A'GA = G},

donde
10 0
G=101 0
00 —1

Equivalentemente, estas matrices

aix aiz A3
A= 21 Qg2 A3
a31 dasz2 G33



satisfacen

a, +ay —az =1, (1.2)

a%2 + a%2 - a§2 =1, (1.3)

a3y + a5y — az; = —1, (1.4)

apaiz + azag — agrazy =0, (1.5)
ajaiz + az a3 — azrazz = 0, (1.6)
12013 + A22093 — Gz2a33 = 0. (1.7)

Es decir, las columnas de A forman una base ortonormal en la métrica
de Lorentz de R}. Las dos primeras columnas son vectores tipo espacio y la
tercera es un vector tipo tiempo.

Ademas hay que observar que si A € O;(3) entonces det A = £1. Esta
afirmacién es correcta ya que
—det A% = det A’ det G det A = det(A'GA) = —1 implica que det A = +1.

1.3.1 Boosts

Introducimos ahora el subgrupo Of (3) = {4 € O(3) | det A = +1}.
Sea O *(3) ={A € O:(3) | det A =+1, azz > 0}.

Definicién 1.3.3 Decimos que A € O;(3) preserva la orientacién temporal
si A(T*) = T+,

Observacién 1.3.1 La transformacién A € O;(3) preserva la orientacién
temporal si y s6lo si A € Of*(3). Para visualizar esta afirmacién, hay que
aplicar A al vector e3 = (0,0, 1) y usar la Proposicién 1.2.4.

Lema 1.3.1 Sea A € O4(3) una isometria que deja fija punto a punto a una
recta L tipo tiempo 6 tipo luz en R3. Entonces A € OF1(3).

Demostracion. Primero recordemos que A preserva el caracter causal de cada
vector en R?. Supongamos que L =< v >. En particular, A(T) =T. Si L es
tipo tiempo, tenemos que para todou € T, (v, u) = (A(v), A(u)) = (v, A(u)).
Por la Proposicién 1.2.4, u y A(u) estdn en C(v). Como esto es cierto para
todo u € T, podemos concluir que A preserva el cono de tiempo C(u) de
u. Pero para todo u € T, C(u) = T 6 C(u) = T~. Esto confirma que A
conserva la orientacion temporal.



Si L es tipo luz, como A preserva a L punto a punto entonces A preserva a
la componente conexa del cono de luz que contiene a v pues A preserva el
caracter causal. Asi A preserva las dos componentes conexas del cono de luz.
En particular, A preserva las dos componentes conexas T y T~ del conjunto
de vectores tipo tiempo 7. Es decir, A preserva la orientacion temporal.

O

Aqui estudiamos las isometrias de R? en Of7(3) que dejan fijo punto a
punto a un subespacio de dimension uno.

L tipo luz

Consideremos el caso cuando L = span{es + es}.

Sea A la matriz en O] 7 (3), para que A deje fija punto a punto a la recta
L, necesitamos que A(ey + e3) = es + e3. Esto implica que a13 = —aqs,
a3 = 1 —agy y ass = 1 — asze. Las ecuaciones (1.4) y (1.7) se transforman en

an—i—l —2a22+a§2 — 1+ 2as3s —a§2 = —1,

2 2 2

Las cuales prueban que ags = —1 4 ags y por lo tanto az3 = 2 — aq. Las
ecuaciones (1.5) y (1.6) se transforman en

a11a12 + A21Q22 + a3; — agiage = 0, (1.10)

—a11a12 + Q21 — 21022 — 2a3; + aziage = 0, (1.11)

en consecuencia az; = as;. Usamos ahora la ecuacion (1.2) que se transforma

en a?, + a3, — a3, =1, entonces a;; = +1. Andlogamente, la ecuacién (1.3)
2

2 2 2 : : _ ajg

toma la forma af, + a3, — 1 + 2a2 — a3, = 1 implica que axp = 1 — =2,

Finalmente, usamos la ecuacién (1.10) para deducir que ay; = Faje. Vamos

a denotar a;o = t entonces la matriz A se simplifica a

+1 t —t
2 2
A= 7 1-5 &
Ft —2 142
2 2
Un célculo directo prueba que det(A) = +1. Entonces como queremos que
A € Of*(3) escojemos +1 en la entrada a;; y con esto concluimos lo sigu-
iente. Concluimos que el grupo



1t —t
G={A=|-t1-£ ¢ [ teR

t2 t2
—t -5 1—1—5

deja fija punto a punto a L.

Lema 1.3.2 Sean u, v, dos vectores tipo luz. Entonces (u,v) = 0 si y sdlo
si son linealmente dependientes, es decir u = v para alguna \ € R.

Demostracion. Siu = Av, (u,v) = (Av,v) = 0.

El reciproco tiene por hipétesis que (u,v) = 0, es decir ax + by — cz = 0,
donde u = (a,b,c) y v = (x,y, z). Ademés, como son tipo luz x* +y* — 22 =
0, a®> +b*> — ¢ = 0. Si multiplicamos estas dos ultimas ecuaciones tenemos
que 222 = (22 + y?)(a® + b?) = a?2? + y*b* + 2?b* 4 y*a? y si elevamos al
cuadrado la primera ecuacién: ¢?2? = (ax + by)? = a’x? + 2abxy + by
Igualamos estas dos 1ltimas ecuaciones para obtener 226 + y2?a? = 2abzy, es
decir (zb —ya)® = 0. Asi 2 = % = \ para algin A € R. Sustituimos a = Az
y b= My arriba: cz = \x? + \y? = \z2. Se deduce que ¢ = Az, esto prueba
que u = \v. O

Proposicién 1.3.2 Sea A € O1(3) una isometria lineal. Si A(v) = v, v €
R3, entonces A deja invariante a los planos de la forma < v >* +p, para
todo p € R3.

Demostracion.

e Si v es tipo tiempo o tipo espacio.
Observemos que A deja invariante a P =< v >, es decir
A(< v >t) =< v >t Se sigue que A(< v >+ +p) =< v >+ +A(p).
Consideremos una descomposicién p = p; +p; €< v > + < v > y
A(p) = A(p1) + A(p2) = p1 + A(ps) € pr1+ < v >*. Por lo tanto

Al<v>t4p) = <ov>t4+A[p) =<v >t +p
= <v>T4p +p=<v>t+4p.

Aqui usamos el hecho que si v es tipo espacio o tiempo R} =< v >
+ < v > es una descomposicién ortogonal.



e Si v es tipo luz.
No hay una descomposiciéon ortogonal del espacio usando < v >y
< v >T ya que v estd en el plano tipo luz < v >*. Procedemos
como sigue: Sea w tipo luz tal que (v, w) = 1, en consecuencia w es
linealmente independiente de v. Ahora se tiene una descomposicion
R} =<w >+ <v >t
Notemos que 1 = (w,v) = (A(w),A(v)) = (A(w),v) y que A(w)
también es tipo luz. Se deduce que (A(w) — w,v) = 0, es decir
Aw) € w+ < v >*. En particular, AAw) € Mw+ < v >+, Si
consideremos la descomposicién p = p; +ps €< w > + < v >ty
A(p) = A(p1) + A(pa) € p1t+ < v >1 +A(p2) = p1+ < v >*. Se sigue
que

<v >t +A(p) =<v >t 4y

= <v>t4p +p=<v>t+p.

A(<v >t +p)

O

Corolario 1.3.1 Sea L una recta en R3 y consideremos la accion de los
elementos de OF*(3) en R que dejan fija punto a punto a L. Entonces la
componente conexa de la orbita, bajo dichos elementos, de un punto p en
R3\ L es una pardbola, una elipse o una hipérbola, dependiendo si L es tipo
luz, espacio o tiempo respectivamente. Cuando L es tipo espacio y p es tipo
luz, la orbita también puede ser una semirecta.

Demostracidn. Vamos a denotar por A a cualquier elemento de O (3) que
deja fijo punto a punto a L.

Si L es tipo luz, L+ es un plano tangente al cono de luz a lo largo de L.
Vamos a usar la notacion, Llf = p+ L+ el cual es un plano que pasa por p y
L, = L+ p la cual es una recta paralela a L y que pasa por p. Entonces, por
la Proposicién 1.3.2, Lj es invariante y en consecuencia la érbita de p esta
en este plano L.

Si p es tipo luz, A(p) también es tipo luz para todo A € O 7(3). Esto implica
que la orbita de p estd ademas en el cono de luz. Para concluir este caso,
notemos que la interseccion del cono de luz con L; es una parabola.
Ademds, si p no es vector tipo luz tenemos también que L, intersecta al cono
de luz en una parabola. Afirmamos que la érbita de p es una traslacién de
dicha parabola: Sea ¢ el punto de intersecciéon de L, con el cono de luz.
Veamos que la orbita de p es la traslacion de la orbita de ¢ con vector de
traslaciéon p — ¢. Para ver esto notemos que L, C L]f y que si A(g) es un



elemento de la drbita de g entonces A(q)+ (¢ —p) es un elemento de la érbita
de p pues A(q) + (¢ —p) = A(p) + Alg — p) = Alp).

Finalmente, investiguemos el caso cuando L es una recta no degenerada, es
decir tipo tiempo o tipo espacio: El plano L* es un plano no degenerado, el
cual es tipo espacio si L es tipo tiempo 6 tipo tiempo si L es tipo espacio.
Como vimos antes la orbita de p estda contenida en el plano Lj. Sea q el
punto de interseccién de L}f con L, en particular A(q) = ¢. Entonces si p no
es un punto tipo luz, su érbita satisface que (A(p) —q, A(p) — q) es constante
pues (A(p) —q, A(p) — q) = (A(p) — A(q), A(p) — A(q)) = (p—q,p— ). Esto
prueba que si L es tipo tiempo la érbita de p es una hipérbola y que si L |
es tipo espacio la drbita de p es una elipse.

Cuando p es tipo luz: La dérbita de p es la interseccion de Lﬁ con el cono de
luz. Por lo tanto, si Lﬁ es tipo espacio dicha érbita es una elipse y si Lj es
tipo tiempo, la componente conexa de la orbita de p es una semirecta cuando
L; pasa por el origen de R? 6 una hipérbola si L; no pasa por el origen. O

1.4 Transformaciones lineales autoadjuntas

Definicién 1.4.1 En el estudio del espacio de Minkowski es necesario intro-
ducir un nuevo tipo de base lineal.

e Una base seudo ortonormal de R? es una base lineal de la forma {v, vy, v3}
donde v es espacial de norma uno, ve y v3 son tipo luz tal que (vq, v3) =
1. Ademas, vy es ortogonal al plano tipo tiempo generado por vy, vs.

e Sea V un subespacio tipo tiempo de dimensién dos en R}. Una base
seudo ortonormal para V consiste de una base lineal de dos vectores
nulos vy, vo tales que (vy, v9) = 1.

Ejemplo 1.4.1 Una base seudo ortonormal de R? consiste de los vectores

{v, = \/%(—4,3, 0)., Vo :'(3,4, 5), vz = %(;’),4,—5)}. Los vecto.res Vg, Us

generan un plano tiempo tiempo ya que son linealmente independientes y el

vector espacial v; es ortogonal a dicho plano.

En general, si vy = (x,y, ) es un vector tipo luz: z? + y* — 22 = 0, entonces
_ 1 : _

vz = m(m, y, —z) es otro vector tipo luz tal que (vq, v3) = 1. El vector

- _ 1 3
espacial v; = W(—y, x,0) completa una base seudo ortonormal de Rj.

Hemos probado que cualquier vector tipo luz se puede completar a una base
seudo ortonormal del espacio de Minkowski.



Observacién 1.4.1 Dado una base seudo ortonormal podemos construir
una base ortonormal y viceversa:
Si {v1, v, w3} es una base seudo ortonomal de R entonces los vectores

1 1
vy, —=(v2 4 v3), E(Uz — v3)

V2
forman una base ortonormal. Los dos primeros vectores son espaciales y el
ultimo es temporal.

Si {wy, wy, w3} es una base ortonomal de R? con ws tipo tiempo entonces
los vectores

1 1
V1 = Wy, Vg i= E<w2 +w3),v3 = E(WQ - w3)

forman una base seudo ortonormal. El primer vector es espacial y los otros
dos son nulos. Similarmente, dada una base seudo ortonormal vy, v de un
plano temporal V' entonces se puede construir una base ortonormal de V' y
viceversa. Es un ejercicio.

Lema 1.4.1 Sea V un plano no degenerado en R3. Sea vy, vy cualquier base
lineal de V. Siv yw son dos vectores tales que (v,v;) = (w,v;) parai =1, 2
entonces v = w.

Demostracién. Nétese que (v —w,v1) = 0 = (v — w,ve). Como vy, vy €s
una base de V', deducimos que (v — w, z) = 0 para cualquier vector z € V.
Como V es no degenerado, es decir la métrica de Lorentz restringida a V' es
no degenerado, podemos concluir que v —w = 0. O

Proposicion 1.4.1 Sea vy, vs una base seudo ortonormal de un plano tipo
tiempo V. Siv € V entonces v = (v,v2)v1 + (v, v1)vs.

Demostracion. Por el Lema 1.4.1, basta ver que el producto de Lorentz
de los vectores v y (v,v9)vy + (v, v1)ve con la base vy, vy son iguales. Pero
(v,v1) = (v, v2)v1 + (v, v1)v2, V1) y (V,v2) = (v, V2)v1 + (v, v1)v2, v2) pues vy
y v son vectores nulos tal que (vy,vy) = 1. O

En geometria extrinseca de superficies se aplican las propiedades de las
transformaciones lineales del espacio de Minkowski llamadas autoadjuntas.



Este tipo de transformaciones no necesariamente son diagonalizables como
en el caso euclidiano. Esta diferencia tiene implicaciones geométricas. En
concreto estudiaremos transformaciones autoadjuntas de un espacio vectorial
de dimensién dos tipo tiempo en si mismo.

Definicién 1.4.2 Sea V' C R? un subespacio vectorial no degenerado, es
decir un subespacio de dimension dos tipo tiempo 6 tipo espacio. Una trans-
formacion lineal T : 'V — V' se dice autoadjunta o simétrica si para todo
u,v eV,

(T'(u),v) = (u, T(v)).

Definicién 1.4.3 Sea T': V — V una transformacion lineal autoadjunta.
Un vector v € V tal que T'(v) = av para algin a € R se llama vector propio
de T y a se llama valor propio T

Observacién 1.4.2 Cuando tenemos una transformacién lineal autoadjunta
con respecto a un producto interno de un espacio vectorial V', resulta que
siempre existe una base ortonormal de vectores propios de la transformacién.
Sin embargo, esto ya no es valido cuando tenemos una transformacién au-
toadjunta con respecto a un producto escalar tipo Lorentz en el espacio vec-
torial V. Es decir, los vectores propios de una transformacion autoadjunta
no necesariamente existen si su dominio V' es un subespacio de dimension
dos tipo tiempo. En cambio, cuando V' es tipo espacio la restriccion de el
producto escalar de Lorentz a V resulta ser un producto interno. Por tanto
para cualquier transformacion lineal autoadjunta, existe una base ortonormal
de vectores propios.

Proposicién 1.4.2 Sea V' un subespacio no degenerado de dimension dos y
sea T : V — V una transformacion lineal autoadjunta. Sean v, w € V\{0}
dos vectores ortogonales que no son vectores nulos. Si v es vector propio de
T entonces w es vector propio de T'.

Demostracién. Por hipétesis, T'(v) = av para algin a € R. Veamos que
T(w) es un multiplo de w. Para ello es necesario y suficiente probar que
T(w) es ortogonal a v:

(T(w),v) = (w, T(v)) = (w,av) = 0.



Por supuesto, aplicamos la condiciéon de que T es autoadjunta. Con esta
propiedad podemos hacer el célculo siguiente. Como v y w no son vectores
nulos, entonces deben ser 6 tipo espacio 6 tipo tiempo:

(T(w),v)  (T(w),w) —_ (T(w),w)

T(w) = 0.0 v+ fw,w) w = fw.w) w.

Es decir, w es un vector propio de T'. La combinacién lineal anterior es
consecuencia del Lema 1.4.1. O

Ejemplo 1.4.2 Sea V el plano generado por el vector tipo espacio e; =
(0,1,0) y el vector tipo tiempo ez = (0,0, 1). Para definir una transformacién
lineal T basta decir qué valores toma en los dos vectores anteriores: T'(ey) =
—ey v T'(e3) = eg. Por linealidad deducimos que

T<Oa Y, Z) = (Oa —Y, Z)

Noétese que T es una isometria ya que (T(0,y, 2),(0,a,b)) = —ay — bz =
((0,9,2),T(0,a,b)). Ademés, se satisface que T%(0,y,2) = T(T(0,y,z2)) =
(0,9, 2). Se sigue que T es autoadjunta:

<T<07 y’ 2)7 (07a7 b)> - <T2(07 y’ Z)7T(O7 a7b)> = <(O’y7 Z)’T(07a’ b)>

Ejemplo 1.4.3 (Transformacion lineal autoadjunta que no es diagonaliz-
able)

Sea V' como en el ejemplo anterior, es decir el plano yz. Supongamos que T'
tiene la siguiente representacién matricial en la base es, es.

(50

—b a )’

con b # 0. Explicitamente, T(0,y, z) = (0, ay + bz, —by + az). Entonces
(T(0,y,2),(0,7,5)) = ayr + bzr + bys — azs = {(0,y, z), T(0, 1, s)).

En este ejemplo, T no es necesariamente una isometria.

Ademas, vamos a verificar que T' no es diagonalizable: Si lo fuera, exis-
tirlan A € Ry (0,y,2) € V' \ {0} tal que

(0,ay + bz, —by + az) =T(0,y,z) = A(0,y, 2).



Igualando las coordenadas tenemos dos ecuaciones. Las cuales son equiv-
alentes a —ayz — b22 = —\yz y —by? + azy = Azy. Finalmente, sumando
las ecuaciones se deduce que, b(y*+2?) = 0 lo cual no es posible ya que b # 0.

Ejemplo 1.4.4 Vamos a trabajar sobre el mismo plano yz como subespacio
V. Supongamos que T : V' — V tiene la siguiente representacion matricial

en la base u; = (0, \/Li’ \/Li),uz = (0, \/Li’ _\/Li)

a 0

1 a /)
Noétese, que esta base de V' consiste de vectores tipo luz con (uj,us) =
1. Como (0,y,2) = y\gul + fu2, la transformacion 7' estd dada por:
T(O,y, Z) = y—;};T(ul) + ET(UQ) = Waul + W(Ul + QUQ) e

La combinacion lineal de (0,7, s) en la base dada es (0,r,s) = TRu1+ R U
Ahora podemos hacer el siguiente célculo:

(T(0,3.2),(0,r,8)) = (“Zau, b o),
Y4z r— s+y Zr—s

= YRV TRV

=)

_l_
i
\/’
Intercambiando las variables tenemos la relacion,

T+sy—z+r—sy—z T—sy+z
V2 V2 V2 Ve TV Ve

Esto prueba que la transformacién T' es autoadjunta.

((0,9,2),T(0,7,5)) =

Veamos que T' no es diagonalizable: Si lo fuera, existiran \,u € Ry
c € R tal que Auy + pus es un vector propio de T'y ¢ su correspondiente valor
propio. Ya que todo elemento de V' se representa en la base dada en una tal
combinaciéon. Ahora

cAuy + cpug = T(Aug + pug) = AT (uy) + pT'(ug) = Aaug + p(ug + aus).

Reescribiendo la combinacién lineal de la base igual a cero tenemos que los
coeficientes son cero: ¢\ = a\+ p y cup = ap. Esto implica que u = 0, es
decir todo vector propio de T" es de la forma Au;. Esto concluye el ejemplo,
ya que si T fuera diagonalizable V' tendria una base de vectores propios.



Proposicion 1.4.3 Sea T : V. — V una transformacion lineal definida en
un plano no degenerado V. Seanv,w € V dos vectores linealmente independi-
entes. La transformacion T es autoadjunta si y sélo si (T'(u),v) = (u, T (v)).

Demostracién. La igualdad anterior es sin duda una condicién necesaria.
Ahora veamos que es suficiente: Supongamos que (T'(u),v) = (u,T(v)). La
hipétesis de que u, v son linealmente independientes nos dice que forman una
base de V. Cualesquiera vectores w,z € V se escriben como w = au + bv
z=cu+dvy . Lo cual nos da la igualdad: T(w) = aT'(u) + bT'(v). Ahora
vamos a verificar la condicion de que T es autoadjunta.

(T(w),z) = (aT(u) + bT'(v), cu + dv)
= ac{T'(u),u) + bd(T (v),v) + ad(T(u),v) + be(T(v), u)
ca{u, T(u)) + db(v, T'(v)) + da{u, T(v)) + cb{v, T(u))
= (au + bu, cT'(u) + dT'(v)) = (w, T(z)).

O

Proposicion 1.4.4 Sea T : V — V una transformacion lineal autoadjunta
definida en un plano tipo tiempo V. Si existen dos vectores tipo luz x,y € V
linealmente independientes que son vectores propios de T entonces 1" es un
multiplo constante de la transformacién identidad de V.

Demostracion. Que los vectores x,y sean linealmente independientes es
equivalente a que (z,y) # 0. Podemos suponer que (x,y) > 0 y en caso
contrario cambiamos a y por —y en la base {z, y}. Sean u := z/|(z,y)|? v
v :=y/|{x,y)|2. Tenemos ahora una base seudo ortonormal con (u,v) = 1.
Estos vectores siguen siendo vectores propios de T: T'(u) = au y T'(v) = bv
donde a,b € R son los valores propios correspondientes a z,y. Como 1" es
autoadjunta,

a = (au,v) = (T(u),v) = (u, T(v)) = (u, bv) = b.

Es decir los valores propios de u y v son iguales, T(u) = au y T(v) = awv.
Esto prueba que 7' es un miiltiplo de la identidad: Cualquier vector w € W
se escribe como, w = (w, u)v + (w,v)u y en consecuencia

T(w) = (w,uw)T(v) + (w,v)T(u) = a({w,u)v + (w,v)u) = aw.



Proposicién 1.4.5 Sea T : V — V una transformacién lineal autoadjunta
definida en un plano tipo tiempo V. Si existe un vector tipo luz y € V' que
es vector propio de 1" entonces 6 T' es un multiplo de la identidad 6 T tiene
una matriz asociada de la forma

a 0
+1 a )’
en alguna base de la forma {u,v} de vectores tipo luz con (u,v) = 1.

Demostraciéon. Sea x € V un vector tipo luz linealmente independiente a
y € V, condicién equivalente a (z,y) # 0. Podemos elegir a x € V tal que
(x,y) = 1. Como y es vector propio de T, existe a € R tal que T'(y) = ay.
Vamos a calcular el valor de T" en el vector x:

T(x) = (T(x), y)x + (T(x), )y = (x, T(y)x + (T(x), 2)y = ax + (T(x), x)y.

Si (T'(z),z) = 0 entonces T'(z) = ax. En este caso, x,y son vectores propios
con el mismo valor propio. Llegamos en esta situacion a que 7' es un multiplo
de la identidad.

Si (T'(z),z) # 0, podemos definir v = z/|(T(z),z)|]2 y v = [(T(z),z)|2y.
Los vectorres u, v forman una base seudo ortonormal ya que son tipo luz y
(u,v) = 1. Observemos que,

Tw) = T(x)/(T(z),z)|? = o g4 T@e)
(uw) (2)/ (T () >\T Tt T e 1Y
= au + ‘ETE?:;;'U =au+v
1
Tw) = [KT'(z),2)|2T(y) = (T(z),z)[2ay = av

Aunque las transformaciones lineales autoadjuntas definidas en un plano
tipo tiempo no son necesariamente diagonalizables si se pueden llevar a una
forma especial.

Teorema 1.4.1 (Consulte [6] pdgina 261) Sea T : V. — V wuna transfor-
macion lineal autoadjunta definida en un plano tipo tiempo V. FEntonces T
se puede representar en alguna base como una matriz de los siguientes tres
tipos

e Una matriz diagonal en alguna base ortonormal.



(5 2)

con b # 0. En alguna base ortonormal.

(£2)

En alguna base de la forma {u,v} de vectores tipo luz con (u,v) = 1.

1.5 Ejercicios

1.

Sea vy, v, v3 una base ortonormal de R3. Demuestre

v = (v1,v1) (v, v1)v1 + (Va, V2) (v, V29 + (3, v3){(V, V3) V3.

En particular, si vy, vo son tipo espacio y vs es tipo tiempo entonces
v = (v,v1)v1 + (v, V2)v2 — (v, V3)v3.

Pruebe que el vector ¢ del ejemplo 1.1.1, es la reflexién del vector
p = (z,y,2) en el cono de luz. Es decir, si el cono de luz fuera un
espejo, p se refleja en gq.

Realize la tabla 1.2 con bases de R? explicitas.

Muestre que una transformacién de Lorentz que deja fijo a 0 € R3, es
necesariamente transformacion lineal.

Exhiba un elemento A € O (3) que deje fija a una recta L tipo espacio y
que no preserve la orientacion temporal, es decir que no esté en OTF(B).

Demuestre que el grupo de transformaciones de Lorentz lineales es
isomorfo a el grupo de matrices O;(3). El isomorfismo puede ser
dado asociandole a la transformacién una matriz en la base candnica
er = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) o asociandole a una matriz en
0O1(3) la transformacién lineal por multiplicacién de la matriz por un



10.

11.

12.

vector.

Justifique con rigor que O 7 (3) es un grupo.

. Pruebe que la rotaciones que dejan fijo al eje z son transformaciones

de Lorentz. Recuerde una rotacion esta representada por una matriz

de la forma
cosf senf O

—senfl cosf 0
0 0 1

. Considere los siguientes dos puntos en R3: p = (0,1,5) y ¢ = (0,2, 1).

Noétese que ¢ — p es tipo tiempo. Encuentre una base ortonormal de
vy, U2, v3 de R3 tal que p = avy + bvy + cvs y ¢ = avy + bvg + dvs.

Probar que

(u X v,uxXv)=—

(u,u) (u,v) ‘

(u,v)y (v,v)

donde x y (-, ) son los respectivos productos lorentzianos.
En general pruebe que

donde x y (-, ) son los respectivos productos lorentzianos.
Demuestre que un vector tipo tiempo no puede ser ortogonal a el mismo.

Sean v, w € R? dos vectores linealmente independientes. Sea g la matriz
definida como

o= () o,

Demuestre que el plano generado por v y w es



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

e tipo espacio si y sélo si det(g) > 0,
e tipo tiempo si y sélo si det(g) < 0

e tipo luz si y sdlo si det(g) =0

Describa a todas las isometrias lineales T : R? — R3 que son autoad-
juntas, es decir que satisfacen ambas condiciones

(T(u),T(v)) = (u,v) y (T(u),v) = (u,T(v)),
para todo u,v € R3.

Si T es tipo espacio, N tipo luz y B es tipo luz tales que (T, T) =
1, (N, B) =1 entonces pruebe que cualquier vector v se escribe como

v={(v,T)T + (v, B)N + (v, N)B.

Si T es tipo luz, N tipo espacio y B es tipo luz tales que (T, B) =
1, (N, N) =1 entonces pruebe que cualquier vector v se escribe como

v=(v,B)T + (v, N)N + (v, B)B. (1.12)

Deduzca que un vector tipo tiempo no puede ser ortogonal a un vector
tipo luz.

Por otro lado, note que un vector tipo espacio si puede ser ortogonal a
un vector tipo luz.

Dado un vector tipo luz (z,y, z), encuentre un vector tipo espacio or-
togonal a el.

Dada una base seudo ortonormal vy, v de un plano temporal V' con-
struya una base ortonormal de V. Reciprocamente, dada una base
ortonormal wy, ws con wy vector temporal de un plano temporal V
construya una base seudo ortonormal de V.

Sean v = (a,b,c¢) y w = (x,y,z) dos vectores espaciales linealmente
independientes tales que generan un plano tipo tiempo V. Encuentre
una féormula para un vector nulo en V' en términos de las coordenadas
de vy w.






CAPITULO 2

Curvas en el espacio de
Minkowski

2.1 Foérmulas de Frenet-Serret para curvas

Una curva diferenciable o de clase C*, a, en el espacio de Minkowski R} es
una aplicacién o : I — R? de clase C* con dominio I un abierto conexo
(un intervalo) de R. Vamos a trabajar con curvas diferenciables. Una curva
diferenciable se dice regular, si o/(t) # 0 para todo ¢t € I. Decimos que la
curva es lisa o C si a es C*°.

En general el caracter causal del vector tangente a una curva en el espacio
de Minkowski depende del punto de la curva. Pero hay curvas especiales
donde dicho caracter causal es constante a lo largo de la curva.

Definicién 2.1.1 Denotemos con C'C' a cualquier caracter causal: tipo tiempo,
tipo espacio o tipo luz. Decimos que una curva « : I — R? tiene caracter
causal C'C si o(t) tiene un mismo caracter causal CC' para todo t € I.

Una curva se dice no degenerada si sus vectores tangentes nunca son tipo
luz.

2.1.1 T, N, B es base ortonormal

Sea o : I — R una curva regular de clase C? no degenerada. Vamos
a suponer que « admite un marco ortonormal asociado a cada uno de sus
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puntos: Para todo t € I,
| T(t), N(t) , B(t), es base ortonormal de R}. |

La definicién y construccién de los campos vectoriales T', N, B a lo largo de
a la veremos a continuacion.

Supongamos que « es una curva no degenerada con caracte causal bien
definido y que &/(t) no es tipo luz para todo ¢t € I. Supongamos que estd
parametrizada por longitud de arco: (o/(t),d/(t)) = €; € {+1,—1}.
Definimos al vector tangente unitario como

T(t) = &/ (t) el cual es tipo tiempo o tipo espacio a lo largo de la curva.

Notemos que el complemento ortogonal < T'(t) >1 de la recta tangente

generada por T'(t) es un plano no degenerado. con caracter causal tipo es-
pacio si T es tipo tiempo 6 con caracter caracter causal tipo tiempo si T es
tipo espacio.
Si T es tipo tiempo a lo largo de « entonces T'(t) es tipo espacio ya que 17"
y T son ortogonales: (T'(t),T(t)) = 0. Si T es tipo espacio a lo largo de
a entonces T"(t) es tipo espacio, tipo tiempo o tipo luz ya que 7" y T son
ortogonales: (T"(t),T(t)) = 0 y el plano no degenerado ortogonal a 7' seria
tipo tiempo. Para continuar vamos a suponer que T’ no es tipo luz (este
caso sera analizado mas adelante) y que 77 # 0. En particular, 7" tiene un
caracter causal constante a lo largo de a: Como T” es una funcién continua
con dominio conexo I C R, se sigue que para que 7" cambie entre tipo espa-
cio y tipo tiempo tendria que ser en algiin momento tipo luz 6 cero.

Definimos la curvatura de la curva en el punto «(t) como k(t) = |T"(t)| =
VI{T'(t), T'(t))|. Por la hipdtesis de arriba, esté curvatura no es cero. Pode-
mos definir el vector normal principal como
_T'@®)
k(1)
y denotamos por e; = (N(t), N(t)) € {+1,—1} a su caracter causal. Intro-
ducimos ahora un tercer vector a lo largo de la curva a: El vector binormal

N()

el cual es no es tipo luz,

B(t) =T(t) x N(t), el cual tiene caracter causal constante a lo largo de «,

el cual vamos a denotar como e3 = (B(t), B(t)) € {+1,—1}. Bajo estas
condiciones un vector v € R? se escribe como:



v =€ (v, TYT + es(v, N)N + e3(v, B) B. (2.1)
Las formulas de Frenet-Serret nos dicen como se expresan las derivadas de
T, N, B en términos de los vectores T, N, B.
Por la definicién 77 = kN. Ahora para N’ tenemos que
(N', Ty = —(N,T") = —(N,kN) = —e3k. Observemos que (N', N) = 0.
Introducimos ahora el concepto de la torsiéon 7 como

7(t) = es(N'(1), B(t))-

Estamos listos para el siguiente calculo:
(N, B) = e37. Ahora aplicamos la ecuacién (2.1) para obtener

N/ = —€1€2KIT—|—TB.

Para el caso del vector binormal tenemos: (B',T) = —(B,T') = —(B,kN) =
0. (B',N)=—(B,N') = —e37 y (B, B) = 0. Entonces

/
B = —eye37N.

Podemos escribir las ecuaciones de Serret-Frenet matricialmente:

T’ 0 K 0 T
N | = | —eex 0 T N
B’ 0 —e9637 0 B

Esto concluye el caso cuando la curva admite un marco ortonormal.

Ejemplo 2.1.1 Investiguemos la curvatura de la hipérbola
a(t) = (0,7 cosh(t/r), rsinh(t/r))
donde r > 0. Es una curva plana tipo tiempo ya que
T(t) = & (t) = (0,sinh(¢/r), cosh(t/r))

tiene caracter causal ¢, = (T'(t),T(t)) = sinh®(t/r) — cosh®(t/r) = —1.
Ademds, T'(t) = (0, £ cosh(t/r), L sinh(t/r)) Entonces la curvatura es x(t) =
IT'(t)] = +, es decir o es una hiperbéla que tiene curvatura constante. La

torsion resulta ser cero ya que la hiperbdla es una curva plana. El valor de la
torsion sera claro méas adelante. Notese que el vector normal principal de « es
N(t) = (0, cosh(t/r),sinh(t/r)) el cual es tipo espacio €3 = (N(t), N(t)) = 1.
La derivada da N'(t) = (0,2sinh(¢/r), L cosh(¢/r)), Lo cual muestra las
relaciénes T"(t) = w(t)N(t) y N'(t) = —e1ear(t)T'(2).



2.1.2 T tipo espacio, N tipo luz, B tipo luz

Otro caso es el siguiente:

’ T tipo espacio, N tipo luz, B tipo luz. ‘

La posibilidad que nos queda por analizar es cuando 1" es tipo luz:

Definimos N :=T" el cual es tipo luz. Aqui no se puede definir la curvatura
ya que la norma en la métrica de Lorentz de T” es cero aunque la curva sea
regular.
Ademas tampoco podemos definir a vector binormal B como antes ya que
T x N estd en el plano tipo luz span{T, N}. La afirmacién de que este
plano es tipo luz se sigue del hecho que T"y N son ortogonales. Definimos
el vector binormal B como el tinico vector tipo luz que satisface la condicién
(B,N) =1y (B,T) =0.

En este caso un vector v € R? se escribe como:
v=(v,T)T + (v, B)N + (v, N)B. (2.2)

(N'.T) = —(N,T') = (N,N) = 0 y (N, N) = 0.

La torsion 7 es como antes
T(t) = —(B'(t), N(t)).

Estamos listos para el siguiente céalculo:
(N',B) = —(N, B") = 7. Ahora aplicamos la ecuacién (2.2) para obtener

N' =7N.

(B',T) = —(B,T') = —(B,N) = —1.
E

(B',N) =—71y (B',B) = 0. Entonces
B'=-T —1B.
T’ 0 1 O T
N | = 0O 7 0 N
B’ -1 0 —71 B

Hemos concluido el caso en que la curva es de tipo espacio.



2.1.3 T tipo luz, N tipo espacio, B tipo luz

Finalmente, analizamos el caso cuando « es tipo luz, es decir el vector tan-
gente T'(t) = o/(t) es tipo luz (ya no es unitario).

’ T tipo luz, N tipo espacio, B tipo luz. ‘

Vamos a usar el hecho que una curva tipo luz se puede parametrizar con
aceleracién unitaria: (T77(t),T'(t)) = (a”(t),a”(t)) = 1. Tenemos que T" es
tipo espacio por ser ortogonal al vector tipo luz T'. Como en el caso anterior
definimos N(t) = T'(t) tipo espacio.

Definimos el vector binormal B como el inico vector tipo luz que satisface
la condicién (B,T) =1y (B,N) = 0.

En este caso un vector v € R se escribe como:

v= (v, BT+ (v, N)N + (v,T)B. (2.3)

(N'.T) = —(N,T') = —(N,N) = —1 y (N",N) = 0.

La torsién 7 es como antes
T(t) = —(B'(t), N(t)).

Estamos listos para el siguiente célculo:
(N',B) = —(N, B’) = 7. Ahora aplicamos la ecuacién (2.3) para obtener

N'=7T - B.

(B'\T)=—(B,T") = —(B,N) = 0.
(B',N)=—(B,N") = —(B,7T + B) = —7 y (B, B) = 0. Entonces

B'= —7N.
T’ 0 1 0 T
N’ = T 0 -1 N
B’ 0O —7 0 B

Proposicién 2.1.1 Sea o C R? una curva tipo luz. Si o”(s) = \(s)a/(s)
para alguna funcion A, entonces « es parte de una recta tipo luz.



Demostracion. Usaremos la notacién,

als) = (2(s),y(s), 2(5)), o/ (s) = (¢/(s), 4/ (s), 2 (s)),
a(s) = (2"(s),y"(s), 2" (s)).

Como « es una superficie tipo luz, tenemos las igualdades:
2%(s) +y°(s) = 2%(s) = 0, (a/(s),a"(s)) = 0.

Podemos visualizar la ecuacion diferencial de la hipdtesis en coordenadas
como:

7"(s) = As)7'(s), y"(s) = A(s)y'(s), 2"(s) = A(s)Z'(s).

Las podemos reescribir como:

4 ln(a'(s)) = 2 = As), £ In(y/(s)) = L = A(s).

En consecuencia,

2'(s) = Aexp(f(s)), y'(s) = Bexp(f(s)), #'(s) = Cexp(f(s)),

donde A, B,C € R son constantes positivas tal que A> + B2 —C? = 0 y
f'(s) = A(s). En forma vectorial: o/(s) = exp(f(s))Tb, donde Ty = (A, B, C)
es un vector tipo luz. Finalmente deducimos que, a(s) = h(s)Ty + v donde
B'(s) = exp(f(s)) y v € R? es un vector fijo. Es decir, a es parte de una
recta tipo luz en la direccion Ty. O

Observacién 2.1.1 La Proposicion 2.1.1, resuelve el caso pendiente de una
curva tipo luz con vector aceleracion tipo luz, el cual no se habia considerado
antes.

Proposicién 2.1.2 Sea o C R? una curva tipo luz coneza y sea v € R? un
vector tipo espacio. Si (/(s),v) = 0 para todo s entonces « es parte de una
recta tipo luz.

Demostracion. Como « es una curva ortogonal a v, es necesario que « sea
una curva plana contenida en un plano II paralelo al complemento ortogonal
de v el cual es un plano tipo tiempo. El plano II sélo contiene dos rectas
tipo luz, asi que los vectores tangentes o/(s) tiene direccién en tales rectas.
Pero la funcién o’ es continua, lo cual implica que «’(s) estd contenido en
una de las rectas nulas con direccién Ty. Es decir o/(s) = A(s)Ty donde Tj
es la direccion de una de las rectas nulas. Por lo tanto a(s) = h(s)Ty + w,
para algin w € R} y h/(s) = A(s). O



2.2 Aplicaciones

Definicién 2.2.1 Decimos que una curva a en R? es una curva plana si
existe un plano V' C R? tal que a C V.

Teorema 2.2.1 Sea o una curva reqular que admite un marco ortonormal
T, N, B en cada uno de sus puntos. La torsion de a es cero si y solo si es
una curva plana.

Demostracion. Por la ecuaciones de Serret-Frenet de la Seccién 2.1.1, la
torsion es cero si y sélo si B'(s) = 0 es decir B(s) es constante. Esto implica
que B(s) = (a,b,c) es un vector constante. Por definicién, B(s) = T'(s) X
N(s), donde T'(s) = '(s). Esto implica la propiedad (B(s),d/(s)) = 0.
En consecuencia, (B(s),a(s)) = (B'(s),a(s)) + (B(s),d/(s)) = 0 ya que
B'(s) = 0. Es decir, (B(s),a(s)) = S para alguna constante S. Si a(s) =
(z(s),y(s),2(s)) y como B(s) = (a, ) entonces por sustitucién llegamos a
la igualdad az(s) 4+ by(s) — cz(s) = S. Es decir, « satisface la ecuacién de
un plano: axr +by —cz = S.

Reciprocamente, supongamos que « es una curva plana, es decir existen
constantes a,b,¢,S € R tal que az(s) + by(s) — cz(s) = S. Al derivar
obtenemos que ax’(s) + by'(s) — ¢z'(s) = 0, es decir {(a,b,c),a'(s)) = 0.
Otra derivada implica que ((a, b, ¢), &’ (s)) = 0. Estas dos tltimas igualdades
prueban que ((a,b,c),T(s)) = ((a,b,c),a'(s)) = 0y que {(a,b,c),N(s)) =
((a,b,c),a”(s)/k(s)) = 0. Pero B(s) también es ortogonal a T'(s) y N(s).
Se deduce que B(s) = A(a,b,c). Como (B(s), B(s)) = €3 obtenemos que A
es constante, ya que se cumple la igualdad e3 = A2v/a? + b2 — c2. Probamos
que B(s) es un vector constante.

O

Definicién 2.2.2 Decimos que una curva regular o en R? es una curva hélice
si existe un vector fijo v € R?\ {0} tal que (T'(s),v) es una funcién constante.
Aqui suponemos que « esta parametrizada por longitud de arco o por longi-
tud seudo-arco.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos la curva tipo tiempo

a(s) = —=(cos(s),sin(s), 2s).
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El vector tangente es T'(s) = o/(s) = \/ig(— sin(s), cos(s),2) y seav = (0,0, 1).
Entonces esta curva es una hélice:

T(s),v) = —.
(T(s).0) = =2
Notemos que si (T'(s),v) = 0 la curva estéd contenida en el plano ortogonal
a v. Reciprocamente toda curva plana es una curva hélice con respecto a la
direccién dada por un vector ortogonal al plano. Ahora vamos a analizar el
caso cuando la curva no es plana.

Teorema 2.2.2 Sea o una curva no plana que admaite un marco ortonormal
T, N, B en cada uno de sus puntos. Se tiene que o es una curva hélice si
y solo si existen constantes a,b € R tal que ar(s) + br(s) = 0. Ademds, si
la curva es tipo espacio con aceleracion tipo luz, entonces no es una curva
hélice.

Demostracion. Observemos que si ninguno de los vectores T, N, B es tipo
luz, las ecuaciones de Serret-Frenet tienen la forma

T’ 0 K 0 T
N | = | —eaex 0 T N
B’ 0 —éqe37 0 B

Por hipétesis, existe un vector v no cero tal que (T'(s)v) = ¢ es constante.
Derivando de ambos lados tenemos que 0 = (T(s),v) = x(N(s),v), esto
implica que (N(s),v) = 0. Como T, N, B son una base ortonormal y v es
ortogonal a N podemos deducir que v = a(s)7T'(s) + b(s)B(s). Calculamos la
derivada de ambos lados y aplicamos las férmulas de Serret-Frenet:

a'(s)T(s) +b'(s)B(s) + a(s)T'(s) + b(s)B'(s) = 0,
a'(s)T'(s) +V(s)B(s) + a(s)kN — exe3b(s)TN = 0.
a'($)T(s) + (a(s)k — exe3b(s)T)N + V' (s)B = 0.

Como los vectores involucrados son linealmente independientes, concluimos
que d'(s) =V(s) =0, a(s)k — e2e3b(s)T con a y b funciones constantes.

Reciprocamente, supongamos que existen constantes tales que ax(s) +
br(s) = 0. Vamos a probar que el campo vectorial v(s) = aT'(s) — e2e3bB(s)



es un vector fijo. Calculamos la derivada y sustituimos:
v(s) = aT’(s) — eae3bB'(s) = ak(s)N(s) + (e2€3)?b7(s)N(s) = 0. Esto con-
cluye la primera parte de este resultado ya que el vector constante v =
aT(s) — eae3bB(s) satisface la condicién (T'(s)v) = ae;.

Resta estudiar el caso cuando el vector tangente de «, T', es tipo espacio
y N, B tipo luz. Recordemos que las correspondientes ecuaciones de Serret-
Frenet son:
T"=N, N =7Ny B = —-T —7B. Al igual que antes, como (T,v) = ¢

deducimos que (N,v) = 0. Esto implica que v se representa como v =
a(s)T(s) + b(s)B(s). Procedemos como en los casos anteriores:

a'(s)T(s) + V' (s)B(s) +a(s)T'(s) + b(s)B'(s) = 0, (2.4)

a'(s)T(s) +V(s)B(s) +a(s)N +b(s)(—=T — 7B) = 0. (2.5)

(a'(s) = b(5))T'(s) + a(s)N — b(s)B = 0. (2.6)

Obtenemos que a = b = 0, pero esto obliga a que v = 0. Entonces concluimos
que en este caso no existen curvas hélice. O

Proposicion 2.2.1 Sea a una curva plana que admite un marco ortonormal
T, N, B en cada uno de sus puntos. Si las rectas ortogonales y coplanares a
a son concurrentes, entonces a tiene curvatura constante no cero y es parte
de una elipse o una hipérbola.

Demostracion. Suponemos que « estd parametrizada tal que |o/(s)| = 1:
(T'(s), T(s)) = (/(s),a/(s)) = €1. Como la curva es plana, su torsién es cero
y por tanto B(s) es un vector constante ortogonal al plano que contiene a
la curva. Por hipétesis, T, N, B es un marco ortonormal a lo largo de la
curva. Asi que B(s) es siempre tipo espacio o tipo tiempo y el plano que
contiene a la curva es tipo tiempo o tipo espacio, respectivamente, Sea p el
punto donde las rectas ortogonales son concurrentes. La condicién geométrica
queda capturada por la ecuacion

a(s) + A(s)N(s) = p, (2.7)

para alguna funciéon A\. Tomamos la derivada de ambos lados de la ecuacion:
a'(s) + N(s)N(s) + A(s)N'(s) = 0 y aplicamos las férmulas de Serret-Frenet
en este caso: B'(s) = —e1eak(s)T(s) + 7(s)B(s) = —ereak(s)T(s).

T(s)+ N(s)N(s) — A(s)erear(s)T(s) = 0.



Esto prueba que X' = 0, decir A es constante. Ademads, obtenemos que
Kk = <2 es constante no cero.
Reescribiendo la ecuacién (2.7) llegamos a que:

|a(s) = pl = |Al,

los puntos de la curva equidistan de p. O

Proposicién 2.2.2 Sea o una curva plana que admite un marco ortonormal
T, N, B en cada uno de sus puntos. Si « tiene curvatura constante, entonces
estd contenida 0 en una recta, en una elipse 6 una hipérbola.

Demostracion. Las ecuaciones de Serret-Frenet se reducen en este caso a
T" = kN y N' = —e169k(s)T con k una constante. Si k = 0, entonces
a(s) = av + b es parte de una recta, donde a,b € R son constantes y v
es un vector constante en el espacio de Minkowski. Si la curvatura no es
cero, definimos los vectores v(s) = a(s) + %2 N(s). Vamos a probar que en
realidad, es un vector constante: Basta derivar para ver que

v'(s) = T(s) + S2N'(s) = T(s) — (e1e2)*T(s) = 0.

Esto demuestra que, |a(s) —v| = [22||N(s)| = +. O

2.3 Ejercicios

1. Prucbe que (a(t), B(#))' = (/(£), B(1)) + {a(t), #(¢)). Estamos usando
la métrica de Lorentz.

2. Verifique la propiedad analoga para el producto cruz Lorentziano:
(a(t) x B(£))" = o/ (t) x B(t) + a(t) x B'(E).

3. Decimos que la curva C', v : J C R — R} es una reparametrizacién
de « si existe un difeomorfismo C*, h : J C R — I, t = h(s) con
h'(s) > 0y tal que y(t) = ho a(t).

Muestre que el caracter causal de una curva es independiente de la
parametrizacion.



. Parametrize por longitud de arco las curvas a(t) = (cos(t),sin(t), 5t)

y B(t) = (cos(t),sin(t),2t). Y verifique las férmulas de Serret-Frenet
correspondientes a cada curva. Para esto tiene que calcular todo los
terminos que aparecen en las mismas.

Hacer todos los pasos anteriores con la curva tipo luz

a(t) = (cos(t),sin(t),t). Observe que en este caso ya tiene parametrizacion
por longitud de seudo-arco.

. Para dos eventos (puntos) p,q € R‘% tal que ¢ — p es tipo tiempo, se
define la duracion 7(q — p) de ¢ — p como

N|=

(g—p)=(—{g—p,a—p)2.

Pruebe que si « : [a,b] — R es una curva C'! tipo tiempo y dirigida
al futuro (wordline) de a(a) = p a a(b) = ¢ entonces Lenght(a) <
(g —p).

. Sea o una curva tipo tiempo y sea f = « o ¢ una parametrizacién por
longitud de arco. Deduzca las siguientes formulas para la curvatura y
torsion: sea ko = rgo @}

o x o det(o/, O//, O/”)
Ko = =

\0/\3 ) - |O/><o/’\2

. La curva dada por
3 1
at) = <cost, g sint, 5 sint + 1) )

es una elipse parametrizada en R3.

Parametrice la curva por longitud de arco, y demuestre que su curvatura
k es constante. También demuestre que los vectores normales a la curva
son concéntricos, esto es N + o = p donde p € R3 es un vector fijo.

. Para la curva
a(t) = (sinht,t, cosht),

encuentre



e Reparametrizacién por longitud de arco.

Caracter causal.

La curvatura k y la torsion 7.

los vectores T, N, B.

Verificar las formulas de Frenet-Serret.

9. Sea a una curva regular contenida en un plano V' en el espacio de
Minkowski. Pruebe lo siguiente. Existe un punto p en el espacio de
Minkowski tal que:

Si V' es tipo espacio, «a es parte de una elipse si y solo si satisface la
condicién |a(t) — p| = a constante.

Si V es tipo tiempo, « es parte de una hipérbola si y sélo si satisface
la condicién |a(t) — p| = a constante.



CAPITULO 3

Superficies: Técnicas
extrinsecas

3.1 Topologia Diferencial de superficies lisas

La topologia diferencial de superficies lisas estudia las propiedades de las
superficies que no involucran la métrica de Lorentz del espacio R? sino que
solo las relacionadas a la estructura diferenciable.

Definicién 3.1.1 Sea ¢ : U C R? — R3 una funcién C* o lisa. Decimos
que ¢ es una inmersion C*° o lisa si su matriz Jacobiana Jo(xg, o) tiene
rango dos para todo (zg,yo) € U.

Recordemos que si ¢(z,y) = (P(x,y), Q(z,y), R(z,y)) donde P, @, R :
U Cc R? — R son funciones lisas o C™ entonces

AP oP

Oz |(zo,y0)  OY |(xo,y0)
o0, 90) = | 52 eom) 05
©(Zo,Yo) = Oz |(zo,y0) OV |(z0,y0)

dR OR

%\(wo,yo) 8_y‘(m(),yo)

Recordemos que la derivada, denotada ¢.(zy40) : R? — R?, de ¢ en el
punto (g, yo) se define como
@ (w0, yo) + t(u,v)) — p(xo, Yo)

g0*|(930,yo)(u7 U) = %E}(l) ; .

Esta derivada que es una transformacion lineal, se puede escribir en
términos de la matriz Jacobiana de ¢:
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orP orP
Oz [(z0,%0) Oy |(ac0,y0) Uu
90 P

Pel(eown) (W V) = |02 |wom0) O |(zoo)
OR OR

IR OR v
0z |(z0,y0) O |(z0,y0)

Definicién 3.1.2 Una carta C™ o lisa es una inmersién ¢ : U C R? — R3
que ademds es inyectiva como funcién y que es un homeomorfismo con su
imagen o(U). La topologia de ¢(U) es la topologia inducida por R3, es decir
un abierto de p(U) es de la forma W N p(U) donde W C R$ es un abierto
del espacio de Minkowski.

Ejemplo 3.1.1 Sea f : U C R?> — R cualquier funcién lisa. Entonces
o(x,y) = (x,y, f(x,y)) es una carta lisa. Ndtese que

1 0

Jsﬁ(ﬂﬁoayo): of 0 of 1

%l(z(%y()) Oy ‘(.’Eo,yo)

Esta matriz tiene rango dos y la funcién ¢ es inyectiva. Ademas, la imagen
(V) de un abierto V' C U es abierto pues satisface p(V) = (V x R)Nnp(U).
Esta igualdad implica que la inversa de ¢, p=! : p(U) — U es continua.

Definicién 3.1.3 Superficie C* o lisa.
Un subconjunto M de R? es una superficie C* si para cada p € M existe
una carta lisa cuya imagen esta contenida en M y que contiene a p.

Definicién 3.1.4 Sea M una superficie lisa en R} y sea p € M. Decimos
que v € R“;’ es un wvector tangente a M en p, si existe una curva C*°, « :
(a,b) — M tal que

e aty) =py

e o/(tg) =,

para algun ty € (a,b).
Denotamos por T),M al conjunto de todos los vectores tangentes a M en
p. Este conjunto se llama el plano tangente de M en p.



Vamos a probar que la anterior terminologia es adecuada.

Proposicion 3.1.1 El conjunto de vectores tangentes de una superficie lisa
M en un punto, es un plano.

Demostracion. Sea p € M, como es lisa existe una carta lisa ¢ : U C
R?* — R tal que p € p(U) C M. Sea v € T,M un vector tangente y sea
a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) una curva lisa contenida en M como en la Definicién
3.14. Como ¢ : U — ¢(U) es un homeomorfismo, la curva o se puede
realizar como o = @ o 3, donde 3 : (a,b) —> U es una curva en U con
B(t) = (u(t),v(t)). Ahora usamos la regla de la cadena: a/(t) = . g0 5 (t).
Expresamos esta ecuacion vectorial en el siguiente sistema,

Z(t) = or W)+ 28 v'(t)
oz [(z0,y0) ay [(z0,y0)
’ aQ / aQ /
) = == u(t) + — t
y ( ) 0 |(z0,v0) ( ) dy |(z0,y0) ( )
OR OR
S = W) + — V' (1).
®) O |(zo0.40) () Y |(w0,90) g

Este sistema es equivalente a la ecuacién o'(t) = o' (t)p, + v'(t)p,. En
particular, el vector tangente v de M esta generado por los vectores tangentes
inducidos por la inmersion: ¢, y ¢,. O

Definicién 3.1.5 Una funcién f : M — R con valores reales, se llama
funcién C* en p € M si es la restriccién de una funcién F : V C R} — R
la cual es C™ en p y estd definida en un abierto V' de R? que contiene a p.
Es decir f(q) = Fljvam(q) para todo ¢ € V N M.

La funcién f se llama C'*° si es C'™° para cada p € M.

Ejemplo 3.1.2 Sea M una superficie lisa y sea d = (a, b, c) € R? un vector
distinto de cero. La funcién altura A : M — R en la direccién de d estéa
dada por

h(p) = (p,d).

Esta funcién es C* ya que es la restriccién de la funcién F : R} — R
definida como F(z,y,z) = ax + by — cz, es decir h(p) = F(p) para todo
pe M.



Definicién 3.1.6 Una aplicacién X : M — R? dada por

X(w7yvz) = (fl(xaya Z),fQ(fan,Z)af?,(%yaZ))
es C* si cada funcién fi, fo, f3: M — R es C*.

Definicién 3.1.7 Un campo vectorial C* (continuo) a lo largo de una su-
perficie lisa M, es una aplicacién lisa (continua) X : M — R3.

e X se llama campo vectorial tangente si para cada p € M,

X(p) € T,M.

e X se dice transversal a M si para cada p € M,

X(p) ¢ TpM‘

e X se llama campo vectorial normal si para cada p € M,

X(p) € (L,M)".
Sip € M es tal que X(p) = 0, llamamos a p una singularidad del campo X.

Definicién 3.1.8 Una superficie lisa M encajada (sin auto intersecciones)
en R? es orientable si existe una campo vectorial continuo ¢ a lo largo de M,
sin singularidades, tal que £ es transversal a M.

Definicién 3.1.9 Denotemos por R? al semiplano cerrado superior: {(u,v) €
R?| v > 0}. Una superficie con frontera M encajada en R} es un subespacio
topoldgico de R? que consiste de dos tipos de puntos:

M = intM U OM,
tal que
o intMNOM =10,
e intM es una superficie lisa encajada en R},

e para cada p € M existe una inmersién ¢ : U C R2 — R} tal que
p € @(U)y ¢(U) es un abierto de M.

La frontera de M es el subconjunto 0M. Cada una de sus componentes
conexas es una curva regular.



3.2 Geometria Diferencial de superficies lisas

3.2.1 Caracter causal de superficies

Denotemos con C'C' a cualquier cardcter causal: tipo tiempo, tipo espacio o
tipo luz.

Definicién 3.2.1 Decimos que una superficie lisa tiene caracter causal C'C
si T, M tiene un mismo caracter causal C'C' para todo p € M.

Definicién 3.2.2 Decimos que el campo vectorial X a lo largo de M tiene
cardcter causal C'C' si el vector X (p) tiene un mismo cardcter causal CC para
todo p € M.

Observacién 3.2.1 Sea M una superficie lisa tipo luz, tipo tiempo o tipo
espacio. Consideremos £ cualquier campo vectorial ortogonal a M. Entonces
M es tipo luz, tipo tiempo o tipo espacio si y solo si € es tipo luz, tipo espacio
o tipo tiempo respectivamente.

Ejemplo 3.2.1 Los ejemplos inmediatos son las siguientes superficies lisas
descritas en forma implicita:

e El cono de luz {(z,y,2) € R3|2? + y? — 22 = 0} es una superficie tipo
luz.

e El espacio de De Sitter de radio r > 0,
S2(r) = {(z,y, 2) € R3|a?+y?— 22 = r?} es una superficie tipo tiempo.
Usaremos la notacién S? := S%(1)

e El modelo del hiperboloide del plano hiperbdlico de radio r» > 0, es la
superficie tipo espacio
H(r) := {(z,y,2) € R}| 2 > 0, 22+ y* — 22 = —r?}. Por simplicidad
escribiremos H? para denotar a H?(1).

Proposicién 3.2.1 Denotemos por M = M(c) a cada una de las superficies
del Ejemplo 3.2.1, es decir M(0) es el cono de luz. Sic >0, M(c) = S3(c)
y sic <0, M(c)=H>*(—c). El campo vectorial a lo largo de M dado por el
vector posicion &(x,y, z) == (z,y,2), es un campo vectorial normal, es decir
es ortogonal a M. El campo vectorial £ es tipo luz, tipo espacio 6 tipo tiempo
sic=0,>0,< 0 respectivamente.



Demostracion. Dado p = (x,y,z) € M queremos probar que (z,y,z) es
ortogonal a T(, , .)M. Para esto se necesita verificar que (z, y, z) sea ortogonal
cualquier vector en T, , . M. Sea v € T, M cualquier vector tangente a M.
Por definicién, v es el vector tangente de alguna curva « : (a,b) — R}
tal que a(ty) = p, &/(ty) = v para algun ty € (a,b) y para todo t € (a,b),
a(t) € M es decir («(t),a(t)) es constante. Como la curva « consiste de
vectores de posicién, tenemos las siguientes relaciones:

(0.0) = {alty), o/ (1)) = {a(0), (), = 3a(t),a(t)}, = 0. O

Figura 3.1: Plano hiperbdlico-Espacio de De Sitter

Definicién 3.2.3 Sea f: U C R?2 — R una funcién C*. Se dice que f es
eikonal si |V f| = ((f.)? + (f,)?)/? = c una constante c.

El siguiente resultado nos da un criterio para saber el caracter causal de
la grafica de una funcién.

Proposicion 3.2.2 Sea M wuna superficie lisa dada por la grdfica de una
funcion f: U C R* — R. Sea |V f| =+/(fz)? + (f,)?. Entonces

o M es tipo espacio si y sdlo si |V f| < 1.
e M es tipo tiempo si y sélo si |V f| > 1.
o M es tipo luz si y sdlo si |Vf| =1, es decir f es una funcion eikonal.

Demostracion. Consideremos el vector & = (f,, f,, 1) el cual es ortogonal a
TpM, con p = (x,y, f(x,y)). En consecuencia M es tipo espacio si £ es tipo
tiempo, M es tipo tiempo si £ es tipo espacio, M es tipo luz si £ es tipo
luz. Notesé que [£]? = |V f|> — 1. Usando esta tltima ecuacién se obtiene el
resultado deseado. O



Ejemplo 3.2.2 Como aplicacion de esta Proposicion 3.2.2 podemos ver-
ificar que el espacio hiperbélico H2(r) es tipo espacio y el espacio de De
Sitter S3(r) es tipo tiempo: Para esto basta observar que H?(r) y S%(r)
se puede obtener como la grafica de la funcién z = /22 +y2+r2y 2z =
++/22 + y? — 12, respectivamente. El signo a elegir + depende si queremos
graficar la parte estrictamente arriba del plano xy o la parte por debajo.
Para la superficie H2(r), el gradiente estd dado por

z Y

v.f: ) )
(\/x2+y2+r2 \/x2+y2—|—r2)

de donde se deduce la desigualdad |V f|* = o

. . o4y +r?
Para el espacio de De Sitter, tenemos las relaciones
+x +y

Vf:(\/x2+y2—r27\/x2+y2—r2)

v VP = 245 > 1.

22 1y2 12

Teodricamente siempre se puede describir un abierto de una superficie como
la grafica de una funcién, pero en algunos casos es conveniente poder hacer
calculos en forma implicita: La técnica que vamos a explicar funciona cuando
la superficie esta descrita en forma implicita por medio de una funcién F"

M = {(z,y,2)|F(z,y,2) = 0},

Un campo vectorial ortogonal a M esta dado por £ = (Fy, F,,, —F.), lo cual
se ve después de aplicar la regla de la cadena a F'oa = 0 donde esta igualdad
nos dice que la curva « esta contenida en M. La regla de la cadena deja la
igualdad Flj ) o o/(t) = 0 la cual es equivalente a (&, o/(t)) = 0.

Entonces, el criterio para determinar el caracter causal de M es:

e M es tipo espacio si y sélo si (F,)? + (F,)? < (F.)*
e M es tipo tiempo si y s6lo si (F,)? + (F,)* > (F.)%
e M es tipo luz si y sélo si (F,)?* + (F,)* = (F,)%

Como ejemplo, para el espacio de De Sitter F(x,y,2) = 2 +y*—2>—1y
(F., F,,—F,) = (2x,2y,2z). Como 4a? +4y? = 1+42* > 422, esta superficie
es tipo tiempo.



Definicién 3.2.4 Una superficie M en R? se dice compacta, si como sub-
conjunto de R? es compacto. Es decir si M es un subconjunto cerrado y

acotado de R?. La topologfa de R} es la misma que la del espacio euclidiano
R3 .

Proposicion 3.2.3 Si M es una superficie compacta tipo espacio, tipo tiempo
o tipo luz, entonces OM # ().

Demostracion. Vamos a proceder por contradiccion. Supongamos que OM =
(. Sea IT un plano en R? de cualquier caracter causal. Vamos a probar que M
tiene un plano tangente paralelo a II en algin punto. Como M es compacta
podemos tomar un plano IT que no intersecte a M. El conjunto R? consiste
de dos semi espacios abiertos y disjuntos. Uno de los semi espacios contiene
a M. Ahora transladamos al plano II hacia el semi espacio que contiene a
M hasta que intersecte por primera vez a M en algin punto p € M. Como
M tiene frontera vacia, el plano transladado y M son tangentes en p . Asi
que sus planos tangentes coinciden, es decir el plano transladado y paralelo
a Il es el plano tangente a M en p. Esto prueba que una superficie compacta
y sin frontera tiene planos tangentes de cualquier caracter causal. La tunica
posibilidad para que una superficie compacta tenga un caracter causal bien
definido es que tenga frontera no vacia. O

Proposicion 3.2.4 Si M es una superficie tipo espacio, entonces M es ori-
entable.

Demostracion. Vamos a construir un campo vectorial continuo a lo largo de
M el cual es tipo tiempo y esta dirigido al futuro. Sea p € M, como M
es superficie lisa, existe un abierto de M V), alrededor de p y una inmersién
op : U, C R? — R3 tal que p(U,) = V,. La inmersién ¢ = ¢, induce un
campo vectorial ortogonal y de norma uno:

905 X 9015
‘903 X 90t|,

el cual es tipo tiempo. Ahora vamos a definir el campo vectorial normalizado
§ y ortogonal a M coolineal a este campo vectorial y siempre dirigido al
futuro. Primero lo definimos localmente y lo denotamos como §: Para g € V,,

Ps XPt .
(q) := { losx@tl|o=1(q) si (s X pp,e3) <0

_ psXpt :
|‘Ps><<,9t\‘90—l(q) S1 <Q03 X th7€3> > 0.



Podemos hacer esta construccién en un abierto V,, de M para cada punto
de p € M. Obtenemos asi una cubierta {V,},enpr de M y en cada abierto
tenemos definido un campo vectorial & (¢) tipo tiempo ortogonal a M, de
norma 1 y que esta dirigido al futuro. Entonces el campo vectorial buscado
¢ se puede definir globalmente como

&(q) == E&(q) siq € V.

Este campo vectorial ortogonal estd bien definido y es liso. Es decir, £(q)
no depende de la carta que se use para calcularlo: Si ¢, con ¢ € V,, y ¢y
con ¢ € V,y son dos cartas que cubren a g entonces fp(q) = fp/(q) debido a
la condicién de que &,(q) y & (q) estan dirigidos al futuro, son de norma 1 y
ortogonales a M. O

Observacién 3.2.2 La demostracion de la Proposicion 3.2.4, también fun-
ciona si M es una superficie tipo tiempo tal que sus vectores ortogonales
n tipo espacio no son ortogonales al eje z. Para los vectores tipo espacio
n que no son ortogonales al eje z siempre se cumple un de las condiciones
(n,e3) < 06 (—n,e3) > 0 lo cual significa que n (respectivamente —n) y
es pertenecen al mismo cono temporal. Consulte la Definicién 1.2.3. Por la
Proposicién 1.2.4, n (resp. —n) y e pertenecen al mismo cono temporal si
y sélo si la tercer componente de n (resp. —n) es positiva.

3.2.2 La primera forma fundamental 6 métricas induci-
das
Definicién 3.2.5 Dada una superficie lisa en R3, decimos que la métrica

de Lorentz induce una métrica no-degenerada en M, si para cada p € M la
siguiente forma bilineal es no degenerada:

Ingy : T,M x T,M — R

dada Ipp(v,w) = (v,w). Si la forma bilineal I = I, es degenerada,
diremos que la métrica es degenerada. En cualquier caso esta métrica se
conoce como la primera forma fundamental ¢ métrica inducida.

Definicién 3.2.6 Dada cualquier base v, w de T),M, le podemos asociar una
matriz, que denotaremos también por I, con respecto a tal base:

I, - ( Lip(0,0) - gy (v, ) )

I p(w,v)  Ipp(w,w)



La métrica inducida es no-degenerada si y sélo si el determinante de la
matriz [, es distinto de cero para todo p € M. La métrica inducida es posi-
tiva definida si y sélo si el determinante de la matriz I, es positivo para todo
p € M. La métrica inducida es indefinida si y sélo si el determinante de la
matriz I, es negativo para todo p € M.

Podemos usar la métrica inducida para caracterizar el caracter causal de
una superficie.

Observacién 3.2.3 Cardcter causal en términos de la métrica

e Una superficie es tipo espacio si y sélo si la métrica inducida I = Iy,
es no-degenerada y positiva definida para todo p € M.

e Una superficie es tipo tiempo si y sélo si la métrica inducida I = I/,
es no-degenerada y indefinida para todo p € M.

e Una superficie es tipo luz si y sélo si la métrica inducida I = Iy, es
degenerada y de rango uno para todo p € M.

Ejemplo 3.2.3 Vamos a aplicar el criterio de la métrica inducida para
encontrar el cardcter causal de la grafica de una funcion lisa f : U C
R? — R. Sea M = {(z,y, f(z,y)) € R?}. Para calcular la métrica
inducida en M, necesitamos una base para el plano tangente en el punto
p = (z,y, f(z,y)). Una base natural se obtiene tomando las derivadas par-
ciales de la parametrizacién de M: v = (1,0, f,) y w = (0, 1, f,). La matriz
asociada a la métrica inducida esta dada por

I = ( <U7U> <U7w> ) — ( 1 _fg? f:vfy >
P <wv U) <w7w> fxfy 1- fy2
El determinante de esta matriz es 1 — f2 — fy2 Se deduce que M es tipo

espacio, tipo tiempo 6 tipo luz si este determinante es positivo, negativo 6
cero, respectivamente.

Definicién 3.2.7 Superficie con orientacion temporal: Sea M una superfi-
cies lisa tipo tiempo. Si M admite un campo vectorial tangente X : M —
R3 tipo tiempo, diremos que M tiene una orientacién temporal dada por X.



Ejemplo 3.2.4 Sea f : Q C R? — R una funcién lisa. Si |[Vf] > 1
entonces la grafica de f es una superficie orientada temporalmente.
Prueba: Por la Proposicién 3.2.2, la grafica de f es una superficie tipo tiempo

con vector ortogonal normalizado & = (fs, fy,1)//|Vf|> —1. Afirmamos

que la parte tangente EJ del campo temporal E3 = (0,0,1) es un campo
vectorial tipo tiempo de M:

E?,T = ES - <E37£>f
Finalmente, veamos que EJ es tipo tiempo:

T Ty _ 1 2 _ 1 _ [V f]
(B, By ) = =1+ o ~ oy = —1~ oypt = ~wgp <0

Observacién 3.2.4 El concepto de orientacion temporal para superficies
tipo tiempo de la Definicion 3.2.7, es geométrico. El concepto de orientacion
para superficies inmersas en R? de la Definicién 3.1.8 es topoldgico. Ambos
conceptos son independientes. Sin embargo, se puede probar que toda su-
perficie orientable tipo tiempo es orientable temporalmente. Es un ejercicio
para el lector. Observesé que la gréfica de una funcion lisa es una superficie
orientable.

3.3 El operador de forma y la segunda forma
fundamental

Definicién 3.3.1 La aplicacion de Gauss: Sea M una superficie lisa tipo
espacio, tipo tiempo y sea p € M un punto. Consideremos un abierto U C
M que contenga a p y tal que M admite un campo vectorial normalizado
n:UC M — (TM)* ortogonal a M definido en U. Ademés podemos
elegir n tal que para todo p € U € := (n(p),n(p)) = 1, —1 dependiendo si M
es tipo tiempo 6 tipo espacio, respectivamente.

De manera que si M es tipo tiempo, n, es una funcién

n:UCM— S}

con imagen dentro del espacio de De Sitter.
Si M es tipo espacio, n es una funcién

n:UcC M — H?

con imagen dentro del espacio hiperbdlico.



Definicién 3.3.2 Definimos la derivada direccional, D,n, de la aplicacién
de Gauss n, en la direccién tangente v € T, M como

_d
a dt |t=t0

(noa(t)),

D,n

donde « es una curva en M con condiciones «(tg) =py o/(ty) = v.

Proposicién 3.3.1 Sea M una superficie lisa tipo espacio o tipo tiempo y
sea n un campo vectorial ortogonal a M normalizado. La derivada direccional
del campo vectorial n induce una transformacion lineal T,M — T,M dada
por

v (Dyn),,.

Demostracion. Primero veamos que (Dyn), € T,M: Sea a : (a,b) —
M una curva lisa en M que pasa por p con vector velocidad v. Ahora
usemos la condicién de que n estd normalizado, es decir (n(q),n(q)) es +1, —1
dependiendo del caracter causal de M. En particular si los puntos ¢ € M los
restringimos a la curva «, entonces (n(«a(t)),n(«a(t))) es constante. Asi que
al tomar la derivada

d

(Dm)moal) = (G

(noa(t)),noalt)) =0,

Esto prueba que (D,n), € T,M.
Ahora verifiquemos la linealidad:

Dados dos vectores v, w € T,M y A € R, elegimos a las curvas «, 3, v:

(=€, €) tales que afto) = S(to) = y(to) = py /(to) = Av+w, F'(to) = Avy
v (to) = w. Ahora procedemos al célculo:

4
dt t=to
= A(0) + 7up)

d
= A, P00

Dyvpun = (10 A1) = Moy (0) = np(A0 + w)

+—  (no~(t)) = ADyn + Dyn.
dt |t:t0



Definicién 3.3.3 Sea M una superficie regular. La aplicacién lineal in-
ducida por la derivada direccional de un campo vectorial ortogonal n nor-
malizado serd denotada como S, : T, M — T,,M y la llamaremos el operador
de forma de M en el punto p:

Sp(v) := —Dyn.

Ejemplo 3.3.1 Vamos a calcular la derivada direccional, a lo largo de una
curva, de la aplicacién de Gauss del espacio hiperbélico H?(r) 6 el espacio de
De Sitter S?(r). En ambos casos tenemos un campo vectorial normal dado
por n(z,y,z) = (x,y, z) para todo (x,y,2) € M.

Dado cualquier vector tangente v € 7,M donde p € M, introducimos una
curva « que satisface estas condiciones iniciales:

Si M =H*(r) 6si M =S%(r) y v es tipo tiempo,

a(t) = rsinh(t|o|/r) 5 4 7 cosh(t|v|/r)p/r.

El vector tangente es o/(t) = |v] cosh(t|v|/r) + |v]sinh(t[v]/r)p/r.

Si M = S%(r) y v es tipo espacio,

at) = rsin(t|v|/r)ﬁ + 7 cos(t|v|/r)p/r.

El vector tangente es o/(t) = |v] cos(t|v|/r)lz—‘ — |v|sin(t|v|/r)p/T.

Si M =S2(r) y v es tipo luz, a(t) = p + tv.

Evaluando en t = 0, vemos que las condiciones iniciales de a:

a(0) =p, /(0) = .
Estamos listos para calcular la derivada direccional del campo n:
d d
Dyn = — t)=— t)/r=a'(0)/r =v/r.
n dt|t:t0noa( ) dt\t:toa( )/r=a'(0)/r=v/r
Estos calculos muestran que el operador de forma S, de H?(r) 6 del espacio
de De Sitter S?(r) en cualquier punto p estd dado por S,(v) = —D,n = —v/r.

Lema 3.3.1 Sea M una superficie regular y sea p € M. Consideremos una
inmersién ¢ : U C R? — R$ con p € ¢(U) C M. Entonces

Sp(on) = =1y Splpy) = —ny.

Demostracion. Sea p = p(ug, vo) para algun (ug,vy) € U. Por definicién,

Sp(u) = —@ = —n,. Donde usamos el hecho que la curva u — ¢(u, vy)
pasa por p en tiempo vy con velocidad ¢,,. Similarmente, S,(¢,) = —W =

—Ny.
O



Proposicién 3.3.2 El operador de forma S, : T,M — T,M es una trans-
formacion lineal autoadjunta o simétrica:

<Sp(v)7w> = <U’ Sp<w)>7
para todo p € M.

Demostracién. Sea ¢ : U C R?> — R$ una inmersién con p € o(U) C M.
Por Lema 3.3.1,

<Sp(90u>7907)> = _<nm§0v> = <n7§0vu>
<(Pu7sp((,0v)> = _<¢U7nv> = <(pvuan>'

Finalmente, el resultado se sigue por bilinealidad. O

Definicién 3.3.4 Sea M una superficie lisa en R} tipo tiempo 6 tipo espacio
con aplicacién de Gauss n y sea € = (n,n). La sequnda forma fundamental
de M en el punto p es la siguiente forma bilineal:

I1,: T,M x T,M — (T,M)*
dada por
IT,(v,w) = €(S,(v),w) n(p). (3.1)

Es una forma bilineal con valores en la recta ortogonal a M. Noétese que
I1,(v,w) = I1,(w,v), es decir la segunda forma fundamental es simétrica
para todo p € M.

En particular observemos que

(LLp(v, w), n) := (Sp(v), w). (3.2)
El vector de curvatura media H de M en p se define como

~ 1 1
H(p) = §tr(IIp) = é(elflp(vl,vl) + €11, (v9, 1)),

donde vy, vy es una base ortonormal de T, M con
€1 = <U1,U1>> €2 = <U27U2>-

Definicion 3.3.5 Una superficie M cuyo vector de curvatura media satisface
H(p) =0 para todo p € M se llama minima.



3.3.1 Curvatura Gaussiana y Curvatura Media via el
operador de forma
Definicién 3.3.6 Sea M una superficie lisa en R? tipo espacio o tipo tiempo.
Usando las ecuaciénes (3.1) y (3.2) y una base ortonormal vy,vy de T,M
deducimos que la curvatura Gaussiana K(p) de M en el punto p esta dada
por
K(p) = det(Il,)
= ae((Il(v1,01), 11y (v2,02)) — (I (v1, v2), TTp(v1, v2)))
= eere((Sp(v1), v1)(Sp(v2), v2) — (Sp(v1),v2)(Sp(01), v2))

La curvatura media de M en el punto p esta dada por la relacién

H(p) = H(p)n(p),

es decir H(p) = e(H(p),n).
1

H(p) = ei(el(IIp(vl,vl),m+62<[Ip(vl,1)2),n>) (3.3)
= e5(Ex(Sy(wn), 1) + xS, (12), ). (3.4)

Notese que

Sp(vr) = €e1(Sp(v1), v1)v1 + €2(Sp(v1), v2)v2
Sp(va) = €1(Sp(v2), v1)v1 + €2(Sp(va), v2)va.

Asi que la matriz asociada a S, con respecto a la base vy, v, estd dada
por:

S| = )
g (ez<sp<v2>,vl> ez<sp<v2>,v2>>
Entonces las curvaturas son

K(p) = ¢ det([S)), H(p) = eytr([S))

Proposicion 3.3.3 Con respecto a una base arbritaria, la curvatura Gaus-
stana y la curvatura media se expresan como

_ 5(0), ) {Sp(w), w) — (Sp(v), w)”
Kp) = (v, V) {(w, w) — (v, w)?
H(p) _ 61 <Sp(v)7v><wvw> _ 2<Sp<v)’w><v’w> + <Sp(w)’w><vav>.

2 (v, V) (w,w) — (v, w)?

Y




Demostracion. Sean v, w una base de T,M. Para calcular el determinante
y la traza de S, basta hallar la matriz asociada [S,] a S, en esta base:
Sp(v) = av+bwy Sy(w) = cv + dw.

(Sp(v),v) a{v,v) + b{w, v),
(Sp(v),w) = afv,w) + blw,w),
(Sp(w),v)y = c(v,v) + d{w,v),
(Sp(w), w) c(v,w) + d{w, w).

( (U1, 0),n(p) ({0, w),n(p) ) _ < a b ) ( I(0,0) I(v,0) )
(I(w, ), n(p)) (I {w,w),n(p)) ¢ d )\ 1w) Iww) )
donde I = I,y Il = I1,.
Aqui aplicamos la relacién (I1,(v,w),n(p)) = (S,(v)w). En notacién matri-
cial

1 =[S,)I.

Entonces [S,] = (I1)I~!. La matriz inversa es

cea (et )

Deducimos que

det([S,)) = det(IT)det(I"") = d;;f{]? (3.5)
(Sp(v), V) (Sp(w), w) — (Sp(v), w)? (
(v, v){w,w) — (v, w)? '
tr(S,] = tr((I1)IT) (
_ (5p(), v)(w, w) — 2(Sy(v), w){v, w) + <Sp(w),w>(v,v>(.3'8)

(v, V) {(w, w) — (v, w)?

3.6)

3.7)

O

Proposicién 3.3.4 Curvaturas Gaussiana y media via una inmersion. Sea
¢ : U CR?* — R} una inmersién que cubre un abierto de p en la superficie



M tipo espacio o6 tipo tiempo. Entonces las curvaturas se calculan por medio
de las formulas:

eg — f°
K(p) - GEG_F27
 1eG—2fF +gE
H(p) - 65 EG — F2 )

donde € = (n,n), n la aplicacion de Gauss de M y

e (Sp(@u), 0u) = (1, Puu),
fo= (Sp(pu) pu) = (M Pu),
g (Sp(@w), @u) = (1, Puv),

( = (Pu; Pv)

E = L 00), G = (P, Pv).

Demostracion. El resultado se sigue por sustitucion. O

Ejemplo 3.3.2 Vamos a calcular la Curvatura Gaussiana y la curvatura
media del espacio hiperbdlico

H*(r) = {p € R} | {p,p) = —r*}
y del espacio de De Sitter
Sir)={peRy | (p.p) =1r"}.

Sea € = (n,n) donde n es la aplicaciéon de Gauss. Observemos que H?(r) es
una superficie de revolucién con eje de simetria el eje z. Ademés se obtiene
rotando alrededor del eje z a la curva «(t) = r(0,sinh(t), cosh(t)), es decir
H?(r) se parametriza como

©(t, s) = r(sin(s) sinh(t), cos(s) sinh(¢), cosh(t)).

Ahora podemos calcular las primeras y segundas derivadas

w; = r(sin(s) cosh(t), cos(s) cosh(t), sinh(t))
s = r(cos(s)sinh(t), —sin(s) sinh(t),0)
v = r(sin(s)sinh(t), cos(s)sinh(t), cosh(t))
¢t = r(cos(s)cosh(t), —sin(s) cosh(t),0)
wss = r(—sin(s)sinh(t), — cos(s)sinh(t),0).



La aplicacion de Gauss esté dada por n(p(t, s)) = ¢(t,s)/r y como n es tipo
tiempo € = (n,n) = —1. Entonces

e=—r, f=0, g=—rsinh®(t), E=r% F =0, G =r’sinh®(t).
Esto da por resultado que en cualquier p = ¢(t, )
K(p)=-1/r*, H(p)=1/r,

Es decir H? tiene curvatura Gaussiana constante —1/r? y curvatura media
constante 1/r.

En el caso del espacio de De Sitter se toma la curva §(t) = r(0, cosh(t), sinh(t))
y la parametrizacién resulta

©(t, s) = r(sin(s) cosh(t), cos(s) cosh(t), sinh(t)).
Ahora podemos calcular las primeras y segundas derivadas
o = r(sin(s)sinh(t), cos(s)sinh(t), cosh(t))
ws = r(cos(s)cosh(t), —sin(s) cosh(t),0)
o = r(sin(s) cosh(t), cos(s) cosh(t),sinh(t))
s = r(cos(s)sinh(t), —sin(s)sinh(t),0)
pss = r(—sin(s)cosh(t), — cos(s) cosh(t),0).
La aplicacién de Gauss estd dada por n(e(t,s)) = ¢(t, s)/r y como n es tipo
espacio € = (n,n) = 1. Entonces
e=r, f=0, g=—rcosh®(t), E=—r* F =0, G =r*cosh?(t).
Un proceso similar muestra que

K(p)=1/r*, H(p)=—1/r.

Corolario 3.3.1 Sea f : Q C R? — R una funcién C*. La superficie M
definida por la grafica de f tiene curvaturas
det(Hessf)

BT .

H = lfm(l - (fy)2> + 2facfyf$y + fyy(l — (fac)z)

2 NS (3.10)




Demostracion. Recordemos que la grafica de f es la imagen de la inmersién
o(z,y) = (z,y, f(z,y)). Un campo vectorial ortogonal a M es (fs, f;,1). La
aplicacion de Gauss estd dada por

n(plr,y) = —zde
VIV 1]

Por otro lado tenemos las derivadas parciales de la inmersién:

Pz = (1707fx)
Yy = (07 17fy)
ee = (0,0, fuz)
Pry = (0707fxy)
Pyy (0,0, fyy)
P _f:m: f _ _fxy g = _fyy
VIV =1 V=17 VIV -1
E=1—(f.)" F = —fufy, G=1—-(f,)?
2 Jaafyy — w2y 2 2
eg_f:HVf]—Q—H , EG—-F*=1—|Vf|
_fm(l — (fy)Q) — 2fzfyf:cy - fyy(l — (fa:)2)
eG —2fF + gFE \/W .
Definimos
e=(n,n) = w
’ IVF]? =1

Entonces las curvaturas son

Jookuw = Fay 1 _ 1V fue(l = (£)*) + 2fn fyfoy + fin(1 = (£2)°)

K= 22w oy
IV =1 2 V2= 1372

O

Ejemplo 3.3.3 (Superficie de Scherk)
Consideremos la funcién f(z,y) = log cosh(y)—log cosh(z). Vamos a calcular
su curvatura media.

1 1

fo = = taih(a) fy = tanbly). o = ~ s o = s

7f:):y = 0.



Ahora podemos sustituir en el numerador de la Ecuacién (3.10):

fxm(l o (fy)Q) + fyy(l o (f‘r)Q) - _coshl2(a:) coshl2(y) + coshl2(y) coshl2(x) = 0. Es
decir, la curvatura media es constante cero H = 0.

Para llegar a esta solucién de la ecuacién diferencial parcial f,.(1 — (f,)?) +
2fufyfey+ fuuy(1—(f2)?) = 0 se hace la hipdtesis de que la funcién f se puede
descomponer como f(z,y) = g(x) + h(y). A la grafica de una tal f se le
conoce como superficie de traslacion.

Nétese que se tienen las relaciones: f, = ¢'(z), fux = ¢"(2), foy =0, f, =
h'(y), fyy = h"(y). Sustituyendo se obtiene la ecuacion,

g"(@)(1 = (W(y)*) = ") (1 - (g'(2)*).
Esta ecuacién implica que

g"(x) = c(l = (¢'(x))*) y que h"(y) = —c(1 = (W'(y))?)

Definicién 3.3.7 Decimos que una superficie no degenerada M C R} es
minima si tiene curvatura media constante igual a cero.

Vamos a enunciar el teorema de calculo acerca de maximos y minimos de
una funcion diferenciable de dos variables.

Proposicién 3.3.5 (Ver detalles en [1] pdgina 207)

Sea f: Q C R* — R una funcién C*°. Sea (zo,y0) € Q un punto critico
de f, es decir fi(zo,y0) =0, fy(xo,y0) =0. Si det(Hessf) > 0, entonces f
alcanza un mdximo (si fr.(z0,v0) < 0) 6 minimo (si frz(xo,yo) > 0) en tal
punto.

En el caso de que det(Hessf) < 0, entonces f no alcanza ni mdzximo ni
mintmo en tal punto.

Corolario 3.3.2 Sea M una superficie tipo espacio con curvatura negativa
en p entonces el plano tangente de M en p deja localmente a M en uno de
los dos semiespacios que determina. Si M tiene curvatura positiva en p, M
atraviesa localmente su plano tangente en p.

Demostracion. Primero aplicamos una isometria 7" del espacio de Minkowski
que lleve p al origen y el plano tangente de M en p al plano zy. Entonces
T(M) es la grafica de una funcién, F', C*° alrededor de 0. Nétese que la
curvatura de T'(M) en el punto 0 es igual a la curvatura de M en el punto p.
Se sigue del Corolario 3.3.1, que el signo de det(HessF') alredor del origen es
positivo si la curvatura de M en p es negativa; y es negativo si la curvatura
de M en p es positiva. Ahora resta aplicar la Proposicion 3.3.5. O



Lema 3.3.2 Si M es una superficie conexa no degenerada con operador de
forma nulo entonces M es parte de un plano.

Demostracion. Por hipétesis, S(X) = 0 para todo campo vectorial X tan-
gente de M. Pero S(X) =0 = —Dxn es decir la aplicacién de Gauss es un
vector constante a lo largo de M. Sea p € M. Veamos que M es parte de
un plano que pasa por p y es ortogonal al vector constante n. Sea ¢ € M
cualquier otro punto de M. Como M es conexa existe una curva o contenida
en M de p a q. Podemos suponer que, a(0) = p y «(1) = ¢. Consideremos
la funcién f(t) = (a(t) — p,n). Veamos que f es una funcién con valor con-
stante cero: X - f = X -(a(t) —p,n) = (/(t),n) = 0, ya que n es constante y
ademds ortogonal al vector tangente o/(t). Por lo tanto f(¢) = f(0) = 0 para
todo ¢. En particular, (¢ — p,n) = (a(1) — p,n) = f(1) = 0. Esto demuestra
que ¢ es un punto en el plano que pasa por p y con vector ortogonal dado
por n. O

Proposicién 3.3.6 Sea M una superficie no degenerada en R3. Si M tiene
curvatura Gaussiana cero, curvatura media cero y el operador de forma S es
diagonalizable entonces M es parte de un plano.

Demostracion. Como S es diagonalizable en cada punto p € M, existe un
marco ortonormal vy, vy tal que S(vy) = Muy y S(va) = Agve. La curvatura
Gaussiana y media en esta base ortonormal estan dadas por

K(p) = eerea((Sp(v1),v1)(Sp(v2), v2) — (Sp(v1),v2)(Sp(v1), v2))
66162()\11}1, ’U1> </\2U2), U2> — <>\1U1, U2> <)\1U1, U2>)
6)\1)\2 = 0,
e5(e1(Sp(v1),v1) + €2(Sy(v2), v2))
6%(610\1@1, v1) + €2(Aava, v2))
== E()\l + )\2) =0.

=
=
I

Esto implica que Ay = 0 = Ay. Larelacion (I1(X,Y), &) = (S(X),Y) permite
concluir que la segunada forma fundamental /I de M es cero en el punto p.
Como antes £ es un vector ortogonal a T, M normalizado y € = (£, ). Como
estos célculos se realizarén en un punto p arbitrario, podemos concluir que
11 es cero en cualquier punto de M. Por el Lema 3.3.2, M es parte de un
plano. O

En la Proposicién 3.3.6, es importante que el operador de forma sea di-
agonalizable para poder concluir que M es parte de un plano. El siguiente



ejemplo comprueba este hecho, ya que damos una superficie que no es parte
de un plano y tiene ambas curvaturas Gaussiana y media constantes e igual
a cero.

Figura 3.2: Superficie tipo tiempo con curvaturas Gaussiana y media con-
stantes igual a cero. Con curva tipo tiempo y vector tipo luz dados por

~v(s) = (0, cosh(s),sinh(s)), W = (—1,0,1)

Ejemplo 3.3.4 Consideremos la superficie tipo tiempo M en R parametrizada
por

(s, 1) =(s) +tW,

donde v : (a,b) — R? es una curva tipo luz la cual no es una recta y sea
W € R} es un vector tipo tiempo. Asuminos que para todo s € (a,b) se
satisface la condicién (7/(s), W) # 0, es decir 7/(s) y W son vectores nulos
linealmente independientes para todo s. Vamos a probar directamente que M



tiene curvatura Gaussiana constante cero, curvatura media constante cero.

s =7(s), pr =W
Pss = 7//(8) Pst = 07 P = 0
E={ps,05) =0, F'=(ps,00) = (7 (5), W), G= (1, 1) =0
e = (P55, &), [ =(0st,6) =0, g=(pu,§) =0,

donde ¢ es un campo de vectores ortogonales a M y normalizado. Por susti-
tucién encontramos que EG — F? = —F? = —(v/(s), W)? < 0, ya ¥/(s) es
un vector tipo luz y W es tipo tiempo. Todo par de vectores tipo luz y tipo
tiempo satisfacen la condicién: (v/(s), W) # 0. Podemos deducir que la su-
perficie M parametrizada por ¢ es no degenerada y es tipo tiempo. Es una
superficie cilindrica que no es parte de un plano ya que v no es una recta.
Ademds, eg — f2 =0y eG — 2fF 4+ gE = 0 Ahora aplicamos las férmulas de
la Proposicién 3.3.4 para concluir que M es una superficie tipo tiempo con
curvatura Gaussiana constante K = 0 y curvatura media constante H = 0.

3.4 El hiperboloide H? es isométrico al médelo
de Poincare

En esta seccion describimos una isometria entre el hiperboloide
H? := {(z,y,2) €R3| 2> 0, 2° +9* — 22 = —1}

y el médelo de Poincare del plano hiperbdlico. Para esto vamos a dar una
parametrizacién de H? conveniente para este fin. Usaremos la parametrizacién
para encontrar la matriz de la métrica inducida en H? por la métrica de
Lorentz del espacio ambiente.

Recordemos que el médelo del disco de Poincare del plano hiperbélico es
Bi={(z.y) € R? |2+ < 1},

con metrica Riemanniana

4(dx? + dy?)

AP




La parametrizacién estd dada por el homeomorfismo ¥ : B — H?2, definido
como

21 2y 1422 — g2
—m2—y2’1—x2—y2’1—x2—y2 ’

U(z,y) = (1

Se sigue de un célculo que (¥(z,y), ¥(z,y)) = —1 y por tanto ¥(B) C H?.
Los vectores tangentes de H? inducidos por esta parametrizacién son

v _ov 2(1 + 22 — y?) dxy dx
T0r \(1-a22 )P (122 —y2)?" (1 — a2 — y?)?
y
v _ov dzy 2(1 — 2% +1?) 4y
oy \(1-a? -y (L-a? -y (L-a? —y?) )

Un célculo directo muestra que

4 4
— (U, U )N=0, y (¥, )= —— .
(1— 22— 22 ( v =0,y y) (1— 22 — 12)2

<\Ilza \Ijx> =
Lo cual pueba que, punto a punto, la métrica inducida en el hiperboloide en

la base ¥,, ¥, coincide con la métrica del disco de Poincare dada en la base
)
9z’ dy*

Figura 3.3: Isometria entre modelos del plano hiperbolico




Otro aspecto que conviene comparar es la estructura como espacios métricos.
El disco de Poincare B tiene una distancia dg : B X B — R dada por

:= cosh™! 2lp — g’
dp(p, q) := cosh (1 O ppa- |q|2)) ’

donde p = (z,9), ¢ = (a,0) y [p|* = 2* + y°.
El hiperboliode tiene una métrica dada por dg: : H? x H?> — R dada
por

dgp2 (1, v) := cosh ™ (—(u,v)).

La parametrizacion ¥ preserva las métricas:

—1 ( —4ax—4by—(1 2)(14]q|?

dz=(U(p), U(q)) =  cosh 1( =Ll >>
_ -1 2(z—a)>+2(y—b)*
- cosh (H (1,‘p|2)(1,|q‘2)>

_ 2
= cosh™! (14—%) =dg(p,q).

3.5 Ejercicios

1. Sean u,v,w, z vectores en R?. Diga si la identidad de Lagrange para el
caso Euclidiano es cierta en el caso Lorentziano.

2. Se sabe que una superficie en R3 tipo espacio es orientable. Buscar un
ejemplo de una superficie no orientable que sea tipo tiempo.

3. Demuestre que una superficie tipo tiempo orientable inmersa en R? es
orientable temporalmente.

4. Sean A, B matrices de n X n con entradas reales. Pruebe que la traza
y el determinante satisfacen las identidades:

tr(AB) =tr(BA), det(AB) = (detA)(detB).



. Seab:V xV — R una forma bilineal simétrica. Defina la traza de b
como

(v9, v2)b(v1, 1) — 2{v1, V2)b(v1, V2) + (v1, v1)b(V2, Vo)
(v, V) {(w,w) — (v, w)?

tr(b) :=

y el determinante de b como

<IIP(U1, ’01)7 I]p(l}g, ’Ug)> — <I]p(1)1, Ug), ]]p(Uh U2)>
(v, V) {(w, w) — (v, w)?

det(b) =

Y

donde V' es un subespacio de dimensién dos de R? tipo espacio o tipo
tiempo y v1, ve es una base de V. Demuestre que ¢r(b) y det(b) no

dependen de la base de V.

.Sea b :V xV — R una forma bilineal simétrica, donde V es un
subespacio de R? tipo espacio o tipo tiempo. Pruebe que si v1, vq es
una base ortonornal de V' entonces

tr(b) := eab(vy,v1) + €1b(va, v2)

det(b) = e163((b(v1,v1), b(ve, v2)) — (b(vy, v2), b(vy, v2))).

Aqui usamos que €; = (v1,v;1) y €2 = (g, V).

. Sea M C R? una superficie lisa. Supongamos que M admite un campo
vectorial tangente X : M — R} tipo tiempo, es decir X (p) € T,M y
X (p) es tipo tiempo para todo p € M.

Demuestre que M es tipo tiempo.

. Sean v, w una base ortonormal de 7),M donde M es una superficie tipo
espacio o tipo tiempo. Pruebe que si v es una direccion principal de M
entonces w también es una direccién principal.

. Demuestre que una superficie es tipo tiempo si y sélo si detg < 0,
donde g denota la matriz de la métrica en alguna base.



10.

11.

12.

13.

Demuestre que una superficie es tipo espacio si y sélo si det g > 0 donde
g denota la matriz de la métrica en alguna base.

Demuestre que una superficie es tipo luz si y sélo si det ¢ = 0 donde g
denota la matriz de la métrica en alguna base.
Calcule la curvatura media de una superficie reglada:
x(u,v) = a(u) + vh(u)
donde « es una curva tipo espacio parametrizada por longitud de arco,

es decir ||/|| =1, y B es una curva tipo tiempo tal que (3, ) = —1.

Calcular la curvatura gaussiana de la superficie reglada del problema
anterior.






CAPITULO 4

Conexion de Levi-Civita:
Extrinseco vs Intrinseco

4.1 Campos vectoriales

Definicién 4.1.1 Sea F : R} — R una funcién C* y sea v € R} un vector.
La derivada direccional de F en la direccién v en p € R3, denotada v - F' se

define como p
v-F=— Foa),
dt [t=to ( )
donde a : (a,b) — R? es una curva lisa con condiciones iniciales a(tg) = p

y o/(ty) = v para algin ¢y € (a,b).

Proposicién 4.1.1 La derwada direccional descrita en la Definicion 4.1.1
no depende de la curva o, solo de las condiciones iniciales.

Demostracién. Sean « : (a,b) — R3 y B : (¢,d) — R3 dos curvas con las
condiciones iniciales a(ty) = py a(ty) = vy B(so) =py B'(so) = v. Por la
regla de la cadena:

d
a\t:to (Foa) = Fiawa'(to) = Fup(v)
d
= Flyss)f'(s0) = 2. (Fof)
[s=s0

65



Definicién 4.1.2 Un campo vectorial C* en R} es una aplicacién C*, X :
R} — R3}. Dado un abierto Q en R, un campo vectorial en  es una
aplicacion C>* X : Q C R} — R3.

Ejemplo 4.1.1 Hay tres campos vectoriales constantes que vamos a usar
posteriormente. Los denotaremos por E;, Fs, E3: R} — R} y estdn dados
por

Ei(x,y,2) = (1,0,0), Ey(x,y,z)=(0,1,0), Es(z,y,z)=(0,0,1).

Un hecho importante es que cualquier campo vectorial X = (X3, X, X3) se
escribe como

X == X1E1 +X2E2 +X3E3
= (X,E)E, + (X, Ey)Ey — (X, Es) Es.
Definicién 4.1.3 Sea F : R? — R una funcién C* y sea X : R — R?

un campo vectorial. La deriwada direccional de F' en la direccion de X, es
una funcion denotada X - F'y se define como

(X - F)(p) = X(p) - F.
Observe que X (p) es un vector y X (p)- F' esta definido en la Definicién 4.1.1.

Ejemplo 4.1.2 Consideremos cualquier funcién C*, F': R —s R. Vamos
a calcular F1 - F, Ey- F, E3- F. Haremos uso de las curvas a(t) = p+1(1,0,0),

B(t) =p+1t(0,1,0) y v(t) = p+t(0,0,1).

(B F)p) = Bi(p) F= 5 (Foalt) = Fiaa'(0) = Ei(p),
(By F)p) = Balp) F =5 (FoB(t) = Fis(0) = F(o),
(By F)p) = Bylp) F =5 (Forlt)) = Fuyon/(0) = E:(p)

es decir obtenemos las derivadas parciales de F'.

La nocién de derivada direccional pertenece a la topologia diferencial. La
topologia diferencial generaliza conceptos de calculo diferencial. Por ejemplo,



en calculo se define que es una funcién lisa con dominio un abierto del plano
euclidiano. En topologia diferencial se puede definir que es una funcién lisa
con dominio mas general como lo es una superficie lisa.

El concepto de gradiente de una funcién que introducimos a continuacion
depende de la métrica, pertenece a la geometria diferencial.

Definicién 4.1.4 Sea F : R} — R una funcién C*. El gradiente de F,
denotado por VI, es el campo vectorial determinado por

(VF, X)=X"-F.
Lema 4.1.1 El gradiente de una funcion F estd dado por
VF = (F,, F,,—F,).

Demostracion. Basta que en la Definicion 4.1.4, tomemos X igual a Fy, Fs, Fj
y apliquemos el Ejemplo 4.1.2:

(VF.Ey) =FE,-F =F, (VF,Ey) = Ey,-F =F, (VF E3) =E;- F =F,.
Por 1ultimo resta verificar que

VF = <VF, E1>E1 ‘|‘ <VF, E2>E2 - <VF, E3>E3.
O

Ejemplo 4.1.3 Gradiente de la funciones coordenadas.

Las funciones coordenadas con dominio en una superficie M estan dadas
por: 7Tl|M(P) =, 7T2|M(p) =Y, 7T3|M(p> = 2z, donde p = (z,y, z) es cualquier
punto en M. Por el Lema 4.1.1,

Vﬂ'l(x?yv Z) = ((71'1>337 (ﬂ'l>y7 (7Tl>Z) = (17 0, 0) = El(x’% Z) (4'1)
V(2 y, 2) = ((72)a, (T2)y, (72):) = (0,1,0) = Ex(z,y, 2) (4.2)
Vrs(x,y,2) = ((73) s, (73)y, (73)) = (0,0,1) = Es(z,y, 2). (4.3)

Definicién 4.1.5 Corchete de Lie.
Sean X, Y dos campos vectoriales C*°. El corchete de Lie, denotado [X,Y]
es el campo vectorial que al aplicarlo a una funcién lisa F : R} — R, el

resultado es
X, Y- F=X-(Y-F)-Y - (X F).



Lema 4.1.2 Sea X un campo vectorial en R3. Entonces

X =(X -m)E + (X -m)Ey — (X - m3)Es. (4.4)
Demostracion. Sabemos que

X =(X,E\)E + (X, E))Ey — (X, E3)Es

y por el Ejemplo 4.1.3 :
(X, E;) = (X,Vm) = X - ;. Esto concluye la prueba. O

Proposicién 4.1.2 El corchete de Lie [X,Y] de los campos X, Y en R3
estd dado por

X,Y] = ((VV3, X)—(VX,, Y), (V¥3, X)=(VXa, V), ~(VY;, X)+(V Xy, V)
0 de manera equivalente por
XY= (X -V1-Y X1, X Yo=Y Xy, —X -Ys+Y - X3),
donde X = (X1, X5, X3) y Y = (Y1, Y, Y3).
Demostracién. Para i = 1, 2, 3, sea m; : R} — R la funcién proyeccién

dada por m(z,y, 2) = x, m(z,y,2) =y, m3(x,y,2) = 2.
Observemos que

X,Y]-m = X-(Y~7r1)—Y (X-m) = X - ((Vr, V) = Y - (Y, X))
= X ((B,Y)) =Y - ((E, X))
XY Y- X, = (VY5 X) - (VX,,Y)

X,Y] -1 = X (Y om)—Y-(X-m) = X - (Vm, V) = Y - ((Va, X))
= X ((BEy,Y)) Y- ((Ea, X))
X Y=Y Xy = (VY X) — (VXs,Y)

X,Y] -7 = X-(Vom) =Y (X m) =X (Vrg, V) = Y - (Vs X))
= X-((B3Y)) Y- ((Es X))
e X Y3 - Y- Xy = (VY3 X) — (VX5 V).

Para concluir se aplica el Lema 4.1.2. O



4.2 La conexion de Levi-Civita

Como veremos en esta seccidn, el concepto de conexién es una generalizacién
de la derivada direccional de un campo vectorial en la direccién de otro campo
vectorial. Por medio de las conexiones se puede calcular la curvatura de un
espacio.

Definicién 4.2.1 Denotemos por X (R?) al conjunto de los campos vecto-
riales en el espacio R?. Una conexién sobre R}, denotada por D, de R? es
una funcién D : X(R3) x X(R?) — X(R?) que a cada pareja de campos
vectoriales (X, Y) les asocia un campo vectorial denotado por DxY tal que

1. DpxY = FDxY.
2. Dx(FY)= (X -F)Y 4+ FDxY (regla de Leibnitz).

3. D es R-linealen X y Y.
Ademas, una conexion D se llama de Levi-Civita si satisface las dos
condiciones extras

4. X - (Y, Z) = (DxY,Z) + (Y, DxZ) (compatibilidad con la métrica de
Lorentz).

5. DxY — Dy X = [X,Y] (libre de torsién).

Lema 4.2.1 Unicidad de la conexion de Levi-Civita.
Una conexion de Levi-Civita es unica y estd caracterizada por la formula de
Koszul

2DyY,Z) = X(Y,Z)+Y{(Z, X)— Z(X,Y)
—(X.[Y, Z]) + (Y. [Z,X]) + (Z,[X,Y]).

Reciprocamente, st D es una funcion que satisface la formula de Koszul en-
tonces es una conexion de Levi-Civita.

Demostracion. Sea D una conexion de Levi-Civita. Usamos la compatibili-
dad con la métrica para ver que

X-(Y,Z) = (DxY,Z)+(Y,Dx2)

Y (Z,X) = (DyZ,X)+(Z DyX)
—Z(X,)Y) = —(D;X,Y)—(X,D,Y).



Como D es libre de torsién

—(X,[Y,Z]) = —(X,DyZ)+ (X,DzY)
(V,1Z.X]) = (Y,DzX) — (Y, DxZ)
(ZIX.Y)) = (Z.DxY)—{Z DyX).

La suma total es 2(DxY, Z), lo cual afirma la férmula de Koszul. Finalmente,
observe que la formula de Koszul implica la unicidad ya que si D’ es otra
conexién de Levi-Civita también cumple que

2DyY,Z) = XY, Z)+Y{(Z,X)—Z(X,Y)
- 2<DXY7 Z>7
lo cual prueba que DxY = D\Y. O

Observacién 4.2.1 La férmula de Koszul nos dice que la conexion esté
determinada por la métrica y la estructura diferenciable de R3.

Teorema 4.2.1 La conexion de Levi-Civita de R? asociada a la métrica de
Lorentz estda dada por

DxY = (X Y1, X Y5, X - V3)
0 equivalentemente por
DxY = ((X, V1), (X, VY3), (X, VY3)),
donde Y = (Y1, Y, Y3).

Demostracién. Sea D la conexién de Levi-Civita de R}. Por la compatibilidad
con la métrica

(DxY,E)) = (DxY,Ey)+(Y.DxE))=X(Y,E) =X Y,
(DxY,Es;) = (DxY,E5) +(Y,DxEy) = X(Y, Ey) = X - Yo,
(DxY,E3) = (DxY,Es3)+(Y,DxE3)=X(Y,E3) = —-X-Ys.

Ahora sélo hay que sustituir en

DXY = <DXY7 E1>E1 + <DXY, E2>E2 - <DXY, E3>E3_



Observacién 4.2.2 El Teorema 4.2.1, permite ver que la conexiéon de Levi-
Civita del espacio de Minkowski es igual a la conexion de Levi-Civita del
espacio Euclidiano con la métrica Euclidiana estandar: La derivada direc-
cional de campos vectoriales.

Definicién 4.2.2 El tensor de curvatura Riemanniano de R} es la funcién
RP : X(R}) x X(R?) x X(R3) — X(R?) dada por

RP(X,Y)Z = Dx(DyZ) — Dy(DxZ) — Dixy,Z.
Por simplicidad escribiremos: RP(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z.
Lema 4.2.2 Para cualesquiera campos vectoriales X, Y, Z € X(R}),
RP(X,Y)Z =0.
Es decir, el tensor de curvatura Riemanniano de R se anula.

Demostracion. Primero aplicamos una vez la conexion: Sean X,Y, 7 =
(Z1, Z3, Z3) cualesquiera campos vectoriales.

Denotamos W = (Wi, Wy, Ws) := Dy Z = (Y - Z1,Y - Z,Y - Z3). Y ahora
volvemos a derivar:

Dx(DyZ) = DxW = (X -Wi, X - Wy, X - Ws)

Analogamente,
Dy(DxZ) = (Y - (X-21),Y - (X - Z5),Y - (X - Z3)).
Ahora observemos que:
DixyZ = ([X,Y]- Z1,[X,)Y]- 25, [X, Y] Z3) =

(X (V- 20) =Y (X Z0), X (Y Zo) =Y - (X Z2), X - (V- Zg) =Y - (X - Zs)).

Es claro que
Dx(DyZ) — Dy(DxZ) = DixyZ.

O



4.3 Conexién inducida en una superficie

Sea M una superficie lisa en R? tipo espacio o tipo tiempo. En esta seccién
veremos que la componente tangente en M de la conexiéon de Levi-Civita D
de R es la conexién de Levi-Civita V de M y por medio de esta conexién
daremos la férmula para calcular la curvatura Gaussiana de M.

Definicién 4.3.1 Sea f : M — R™ una funcion. Se dice que f es C* si

f se puede extender localmente a una funcion C*° definida en un abierto de
RS,

Definicién 4.3.2 Un campo vectorial tangente sobre M es una funcion X :
M — R? tal que para todo p € M,

X(p) € T,M.

El campo X se dice ™ si para cada p € M existe un abierto V' C R3 con
p €V yun campo C*, X : V C R} — R? tal que

X = X\(va)

es decir, X es la restriccion de X. De manera equivalente podemos decir que
X es C™ si X se puede extender localmente a un campo C*° con dominio
una abierto de R3.

Observacion 4.3.1 En cada punto p € M se tiene una descomposicién
ortogonal:
i
R = T,M + (T,M)™*.

Cada vector v € R? tiene una descomposicién en su parte tangente v’ y en
su parte ortogonal a M v, es decir

v:vT+vL.

Lo mismo se puede hacer si en vez de un vector tenemos un campo vectorial
X: X = XT 4 X+, Es decir, para cada p € M

X(p)=X"(p) + X" (p).



Definicién 4.3.3 La conexion inducida.

Sean X, Y : M — R? campos vectoriales tangentes sobre M los cuales son
C>. Seap e M ysean X, Y campos vectoriales en R3 definidos en abiertos
del espacio de Minkowski que contienen a p y que son extensiones de X y Y
respectivamente. Definimos

DxY := D;Y.
Entonces tenemos la descomposicion:
DxY = (DxY)T + (DxY)*.
Anélogamente, si n : M — R? es la aplicacién de Gauss de M definimos
Dxn = Dgn,

donde 7 es un campo vectorial en R? definido en un abierto del espacio de
Minkowski que contiene a p y que es extension de n .

Finalmente introducimos la conexién en la superficie, la segunda forma fun-
damental y el operador de forma:

VxY := (DxY)", conexion inducida en una superficie.
I[<X7 Y) = (DXY)L>
S(X)=—Dxn férmula de Weingarten. (4.5)

Noétese que es valida la siguiente relacion llamada férmula de Gauss
DxY =VxY +1I(X,)Y). (4.6)

Proposicién 4.3.1 DxY y Dxn no dependen de las extensiones de los cam-
pos X, Y yn. En particular, VxY, II(X,Y) y S(X) estin bien definidos.

Proposicion 4.3.2 En términos de la aplicacion de Gauss de M, la sequnda
forma fundamental se expresa como

[I(X,Y) = e(S(X),Y)n.

FEsta igualdad se deduce de (II(X,Y),n) = (S(X),Y).



Demostracion. Como II(X,Y) es un campo vectorial ortogonal a M, en-
tonces debe ser de la forma An para alguna funcion A : M — R. Para
encontrar a A\, conviene hacer el producto escalar con n en ambos lados de la
igualdad 71(X,Y) = An. Se obtiene que (/1(X,Y’),n) = A(n,n). Deducimos
que

II(X,Y) = €e(I[I(X,Y),n)n,

donde € = (n,n). Por otro lado (I1(X,Y),n) = (DxY,n) = —(Y,Dxn) =
(Y, S(X)). Por sustitucion llegamos al resultado deseado. O

Ejemplo 4.8.1 Consideremos el cilindro de revolucién M en R? definido
por la ecuacién

2 +y? = 1.

Como el eje de revolucién es el eje z, el cilindro es una superficie tipo tiempo.
La aplicaciéon de Gauss de este cilindro es n(z,y,z) = (z,9,0). Definimos
dos campos vectoriales tangentes a M:

X(z,y,2) = (—y,2,0), Y(z,y,2) = (0,0,1).

Estos campos tangentes, se extienden a campos vectoriales en R‘i’:

X(z,y,2) = (—=y,2,0), Y(z,y,2) = (0,0,1). Por simplicidad, los llamaremos
como X en lugar de X y lo mismo para Y. Estos campos los podemos escribir



€omo X(Qf,y, Z) = _yEl + xEQa Y(.CU,y,Z) - ES

DxX =
X Xy =
X Xy, =
X - X

DxX = (—z,—y,0), se sigue que

VxX = (DxX)' =(0,0,0),

(X - X1, X - X5, X - X3).
(
(
(
(
(
II(X,X) = (DxX)* = (DxX,n)n =—n = (—z,—y,0).
(
(
(
(
(

—yE, +2By) - Xy = —yby - (—y) + 2By - (—y) = —x.
—yEy+xEy) - Xo = —yEy - () + 2By - (z) = —y.

DyY = (Y- -Y,Y Y,V Y3).

Y-V, = (E3):-0=0, V- Yo=(E;)-0=0, V-Y3=(E;)-1=0.
DyY = (0,0,0), entonces la parte tangente y ortogonal es

VyY = (DyY)T =(0,0,0), I1(Y,Y) = (DyY)* = (0,0,0).

DxyY =
XYy = X-0=0, X-Vo=X:-0=0, X-V3=X-1=0.
DxY = (0,0,0) en consecuencia

(
VxY = (DxY)' =(0,0,0), II(X,Y) = (DxY)*" = (0,0,0).

4.4 Tensor de Curvatura, Ecuacion de Gauss
y de Codazzi

Definicién 4.4.1 El tensor de curvatura Riemanniana de M es la funcién
R=RY:X(M)x X(M)x X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =Vx(VyZ) - Vy(VxZ) = Vixy|Z. (4.7)
Por simplicidad escribiremos: R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy)Z.
Teorema 4.4.1 (Ecuacion de Gauss)
Sean X,Y, Z, W campos vectoriales tangentes a M definidos en una vecindad

de p € M, donde M es una superficie tipo espacio o tipo tiempo. FEntonces
se satisface la Ecuacion de Gauss:

(RIX,Y)Z,W) = (II(X,W),11(Y,2)) — (II(X, Z), [I(Y,W)).  (4.8)



Demostracion. La clave para deducir la Ecuacion de Gauss es aplicar las
formulas de Gauss y Weingarten y usar la descomposicion en parte tangente
y parte normal:

DyZ =VyZ +11(Y,Z). Entonces DxDyZ = Dx(VyZ)+ Dx(11(Y, Z)).
Necesitamos analizar estos dos términos:

Por la formula de Gauss, Dx(VyZ) = Vx(VyZ)+11(X, Vy Z), esto implica
que (Dx(VyZ),W) =(Vx(VyZ),W) yaque II(X,VyZ) es ortogonal a M.
En el caso del segundo término,

(Dx(II(Y, Z)),W) = —(II(Y,Z),DxW) = —(I1(Y, Z),(DxW)")
= —(II(Y, 2),II(X,W)).

Ahora deducimos lo siguiente

(DxDyZ,W) = (Dx(VyZ),W)+(Dx(I1(Y,Z)), W)
= (Vx(Vy2), W) —(11(Y,Z),I1(X,W)).

Anélogamente,
(DyDxZ,W) =(Vy(VxZ),W) = (I1(X, Z), [1(Y,W)).

Finalmente, por la férmula de Gauss Dixy1Z = Vixy)Z + [I([X,Y], Z).
Entonces

<D[X7Y]Z7W> - <V[X,Y]Z7W>+<[I([X7Y]7Z>7W>
= <V[X’Y]Z,W>.

Ahora recordemos que el tensor de curvatura Riemanniana de R} = 0:
RP(X,Y)Z =0.
Deducimos que:

0 = (Dx(DyZ)— Dy(DxZ) — Dixy1Z, W)
— (VxVyZ —VyVxZ —VixnZ, W) — (II(Y, Z), [I(X,W))
(X, 2),11(Y,WV))

= (RIX,Y)Z W) —II(Y,Z), 1 [(X,W))+{(II(X,2),I1(Y,W))



Definicién 4.4.2 La derivada covariante del operador de forma S, de una
superficie M, se define como

(VxS)(Y)=Vx(SY) - S(VxY), (4.9)
para todo X,Y campos vectoriales de M.

Proposicién 4.4.1 La derivada covariante VxS es nuevamente un oper-
ador simétrico para todo campo vectorial X tangente a M.

Demostracion.
(VxS)(Y),Z) = (Vx(S(V)), Z) = (S(VxY), Z)
= —(S(Y),VxZ)+ X -(S(Y), Z) — (VxY,5(2))
— —(V,S(VxZ))+ X -(Y,8(2)) — (VxY,5(2))

(Y, Vx(5(2))) = (¥, 5(Vx 2))
= (Y, (Vx5)(2)).

En la segunda igualdad aplicamos que el operador de forma es simétrico y la
compatibilidad con la métrica de la conexion de Levi-Civita V de M. En la
tercer igualdad se aplicé que el S es un operador simétrico. O

Teorema 4.4.2 (Ecuacion de Codazzi)
Para toda superficie tipo espacio o tipo tiempo M en R? se satisface la
ecuacion de Codazzi:

(Vx9)(Y) = (Vy5)(X), (4.10)

para todo X,Y campos vectoriales tangentes a M.

Demostracion.

(VXS)(Y) = V)((SY) - S(ny) = —Vx(Dyn) + Dvxyn
= —(DXDyTL)T -+ Dvxyn = —(DnyTL + D[X7y]n)T + Dvxyn
= —(DxDyn)" — Digyy—-vyx)n+ Dyyn = —(DxDyn)' + Dy, xn
(DxS(Y)" = S(VyX) =VxS(Y) = S(VyX) = (VyS)(X).

En el primer renglén aplicamos la relacion SW = —Dyn, para todo campo
vectorial W tangente a M. Notesé que en el segundo renglén aplicamos
que la curvatura del espacio de Minkowski es cero, lo cual implica que
DxDyn = DxDyn + Dixyjn para todo X,Y,n campos vectoriales. En



el tercer renglén, fue necesaria la igualdad Dy yjn = (D[X,ym)T que se de-
duce porque la derivada del campo normal n es tangente a M. Finalmente,
en el cuarto renglon se aplicé que la parte tangente en M de la conexion del
espacio de Minkowski D es la conexién V de M.

O

Definicién 4.4.3 La curvatura seccional K (IT1) de M en el punto p se define
como
(R(X, Y)Y, X)

K1) = (X, X)Y,Y) — (X,Y)?

donde X, Y son campos vectoriales tangentes de M tal que X (p), Y(p) es
una base del plano no degenerado II := T,M.

Corolario 4.4.1 Teorema Egregium de Gauss
La curvatura Gaussiana de M es igual a la curvatura seccional:

(R(X, Y)Y, X)

vy - o

Demostracion. Sea p € M y sea X, Y una base ortogonal de T,M, i.e.
(X,Y) = 0. Por la ecuacién de Gauss (4.8),

(R(X, Y)Y, X) = (II(X,X), [I(Y,Y)) = (II(X,Y), II(X,Y)).

Entonces la curvatura seccional es

<X7X><KY>_<X’Y>2 a <X7X><KY>_<X’Y>2
= ae(lI(X,X),II(Y,Y)) - (II(X,Y),II(X,Y)),

donde ¢ = (X, X) y e, = (Y,Y). O
Recordemos que una superficie minima tiene por definicion vector de cur-
vatura media cero.

Corolario 4.4.2 La curvatura Gaussiana K de una superficie minima sat-
isface que K > 0 si M es tipo espacio y st K es constante igual a cero, M
es parte de un plano. Si M es tipo tiempo el signo de K puede cambiar.



Demostracion. Sea p € M cualquier punto. En una base ortonormal vy, vz
de T,M: 0= H(p) = (vy,v1)11(vy,v1) + (va, v2) [ I(va,v2), es decir

<U1, ’U1>]](U1, ’Ul) = —<’UQ7 U2>II(U2, U2).
Por el Corolario 4.4.1, la curvatura Gaussiana es

K = (II(v1,v1),11(v2,v2))—(I1(v1,v2),l1(v1,v2))
- (v1,v1)(v2,v2)

—<]I<UI,U1), [I(’Ul,Ul» — <’U1,Ul><UQ7U2><II(U1,U2>,I](Ul,U2)>.

Ahora observemos que (I1(v,w),II(v,w)) < 0y (vi,v1)(ve,v2) > 0 si M
es tipo espacio y (II(v,w), I1(v,w)) > 0y (v1,v1)(va,v9) < 0 si M es tipo
tiempo. Observe, que en una base ortonormal como vy, v no se puede tener
que ambos vectores sean tipo tiempo.

Ademas si M es tipo espacio y la curvatura es constante cero entonces

<[I(U1, Ul), [I(Ul, ’U1)> + <[I(U1, ’Ug), [I(’Ul, U2)> = 0.
Como ambos sumandos son menores o iguales a cero,
<[[(U1, 1)1), I[(Ul, Ul)> =0= <II(U1, 'UQ), [I('Ul, ’U2)>.

Esto implica que I1(vy,v1) = 0 = I1(v1,v2) = I1(ve,v5). Es decir, la segunda
forma fundamental es constante igual a cero. O

4.5 (Geodésicas y lineas de curvatura

Definicién 4.5.1 Sea M una superficie no degenerada en R}. Sea v :
(a,b) — R3 una curva regular con velocidad constante |7/| y que estd con-
tenida en M, es decir y(t) € M para todo t € (a,b). La curva v se dice
geodésica de M si Vv = 0.

Lema 4.5.1 Una curva vy contenida en M es geodésica de M si y solo si la
aceleracion ~"(t) es ortogonal a M para todo t € (a,b).

Demostracion. Sea T := ~/(t). Por la férmula de Gauss, DyT = VT +
II(T,T). Pero DyT = ~"(t). Podemos sustituir y obtener v"(t) = VT +
II(T,T). La conclusién es que = es geodésica de M si y sélo si v"(t) =
II(T,T). Pero el valor de la segunda forma fundamental I1(7T,T) es ortog-
onal a M alo largo de v. O



Observacion 4.5.1 El caracter causal de una geodésica esta bién definido:
(' (t),~'(t)) es constante a lo largo de . Es decir, no depende de t: Sea
T :=~'(t). La compatibilidad de la métrica permite decir que, T'- (T, T) =
2(DrT,T) = 0. Ya que por el Lema 4.5.1, DyT es ortogonal a M y T es
tangente a M.

Proposicién 4.5.1 Sea M una superficie no degenerada en R3. Supong-
amos que un plano no degenerado P en R? intersecta ortogonalmente a M a
lo largo de una curva . Entonces v es geodésica de M.

Demostracion. La curva v = M N P es regular y se puede parametrizar
con velocidad constante |7/|. Denotemos T' := 4/. Como P es totalmente
geodésico, su segunda forma fundamental se anula. La féormula de Gauss
implica que DT = VET + I[I(T,T) = VET € P. Por supuesto, V¥ denota
la conexién inducida en P. La afirmacién que vamos a verificar es que D71 es
ortogonal a M. Como T tiene norma constante, sabemos que (DrT,T) = 0.
Tenemos que probar que D771 es ortogonal a WW. Para lo cual basta ver que
W es ortogonal al plano P.

Por hipotesis, M y P son ortogonales a lo largo de . Esto nos dice que sus
vectores ortogonales de norma uno son ortogonales: (£, &) = 0, donde &7 es
ortogonal a Py ¢ ortogonal a M. Por lo tanto, (¥ es tangente a M a lo largo
de 7. También tenemos que, (DT, £EP) =0y que (€7, T) = 0 alo largo de .
En resumen, T, £F son vectores ortogonales y de norma constante a lo largo
de 7. Esto prueba que son una base para el plano tangente de M a lo largo
de v. Como D7T es ortogonal a esta base, concluimos que es una campo de
vectores ortogonal a M a lo largo de v. O

Proposicién 4.5.2 Sea M una superficie no degenerada en R3. Sea v una
curva reqular en M y sea X = X, la surperficie reglada ortogonal a M a
largo de . La curva v es geodésica de M si y solo si X tiene curvatura
media constante cero a lo largo de 7.

Demostracion. Sea T(s) := +'(s) un vector tangente de norma uno a lo largo
de . Observemos que {T',{} es una base ortonormal de TY. a lo largo de 7.
El vector de curvatura media H> de ¥ a lo largo de v es

H® = IT%(T,T) + IT2(€, €);

donde I7* denota la segunda forma fundamental de ¥ in R3.



Condicion necesaria:

La superficie X estd foliada por las geodésicas o (t) := v(s) 4+ t&£(s), ortog-
onales a M con punto inicial en v(s). Aqui £(s) := &(y(s)). Asi tenemos un
campo vectorial de norma uno F tangente a ¥ el cual extiende a £(s). Este
campo vectorial F es tangente a las geodésicas de la foliacién. Por lo tanto,
si D, V¥ son las conexiones de Levi-Civita de R? y ¥ respectivamente

0= DpEps) = Vi) + 1T (E(y(s)), E(y(s))) = I17(&(5),£(s)).

Asi H® = I[I*(T,T), a lo largo de 7.
Finalmente, necesitamos introducir un campo vectorial W de M a lo largo
de v tal que {T', W} es una base ortonormal de 7", M/. Observemos que W es
una campo vectorial ortogonal a > a lo largo de v, por lo tanto es paralelo a
II*(T,T) Ahora,

<[[E(T? T),W) = (W, DrT),

y como v es geodésica de M, entonces D7 T es ortogonal a M y asi (W, DyT) =
0. Esto prueba que H* = [1*(T,T) = 0 a lo largo de .

Condicién suficiente:
Asumimos que ¥ tiene curvatura media cero a lo largo de ~: IT=(T,T) +
IT*(£,€) = 0. Observemos que &}, tiene una extension a lo largo de ¥ como
un vector tangente a las geodésicas de R? que dan una foliacién de X.

Asi 0 = Def = VZE+IT7(€,€). Por lo tanto, V?ﬁ =0and IT*(£,€) = 0.
Podemos deducir que IT=(T,T) = 0.
Por la férmula de Gauss para ¥ C RY: DyT = VT + I1*(T,T) = VZT.
Usando de nuevo la férmula de Gauss para M C R$: Tenemos que a lo largo
de v, DyT = V7T + II*(T,T), donde V es la conexién de Levi-Civita de
M.
Esto prueba que VT = VET — I1*(T,T). Fimanlmente, s6lo tenemos que
observar que: V7T es tangente a M, [1*(T,T) oe ortogonal a M y que VZT
es tangente a Y pero ortogonal a T a lo largo de v, es decir VZT es una
funcion por € el cual es ortogonal a M.
Ahora, debe ser claro que VT = 0, es decir v es una geodésica de M. O

Definicién 4.5.2 Sea M una superficie no degenerada en R}. Sea v :
(a,b) — R? una curva regular contenida en M, es decir y(t) € M para todo
t € (a,b). La curva vy se dice linea de curvatura de M si Syu)(7'(t)) = A(t)Y'(t)



para todo t € (a,b). Es decir, si a lo largo de 7 el vector velocidad de la
curva es un vector propio del operardor de forma de M.

Lema 4.5.2 Una curva v contenida en M es linea de curvatura de M si y
solo si

(S('(1)), 7' (1)) = ("(1),&£(1))
para todo t € (a,b) y donde £(t) := £(y(t)).

Demostracion. Basta derivar la condicién (v/(t),£(t)) = 0, obtenemos,
(

(Y'(1),6(1)) + (+'(1), (1)) = 0.
Recordemos la relacién &'(t) = Dpé = —S(T') donde T := +/(t). Entonces,
la combinacién nos da la igualdad (v"(t),£&(t)) — (7/(¢), S(T)) = 0. O

Proposicion 4.5.3 Sean M y N dos superficies no degeneradas que se inter-
sectan a lo largo de una curva regular v. Si (EN(y(t)),E((t))) es constante
a lo largo de v la cual es linea de curvatura de N entonces v es linea de
curvatura de M.

Demostracién. Sea T = ~/(t). Por hipétesis, —Dr&N = SN(T) = \(1)T,
donde SV es el operador de forma de N.
Derivamos:

0 = T-(E"((®),8(v(1)) = (Dr&™, &) + (&Y, Dr€)

= (AT, &) + (€7, Dr¢)

= (&N, Drt).
Ademas, (D7, &) = 0 ya que € tiene norma uno. En consecuencia, Dr{ debe
ser linealmente dependiante con &V x .
El caso cuando & = +£V se realiza cuando M y N son tangentes a lo largo
de v. Aqui se tiene la igualdad Dpé = +£DpEN = £A(H)T. Pero S(T) =
—Dp& = £A(t)T, lo cual prueba que v es linea de curvatura de M.
Si N y M no son tangentes a lo largo de v, el vector ¢V x & nunca es cero a
lo largo de v. Finalmente, notemos que 7' también es ortogonal a &V y a €.
Esto prueba que D7€ y T son linelamente independientes. Concluimos que,

S(T) = —Dré = p(t)T. O
Proposicion 4.5.4 Sea M una superficie no degenerada. Si~y es una geodésica

y linea de curvatura de M entonces v es una curva plana.

Demostracion. La hip6tesis nos dice que 7" es ortogonal a M y por el Lema
4.5.2,
O



4.6 Campos vectoriales cerrados y conformes

En esta seccion vamos a calcular la curvatura en una superficie que admite
un campo vectorial llamado cerrado y conforme. Veremos que ejemplos de
tales superficies son el plano hiperbdlico y el espacio de De Sitter.

Definicién 4.6.1 Sea M una superficie lisa inmersa en R3. Un campo vec-
torial sobre M, X : M — T M, se llama cerrado y conforme si existe una
funcion lisa ¢ : M — R tal que

Vy X = @Y, (4.11)
para todo campo vectorial Y sobre M.

Proposicion 4.6.1 Sea M una superficie en el espacio de Minkowski tipo
espacio o tipo tiempo que admite un campo cerrado y conforme. Entonces en
cada punto de M donde X no se anula y X(p) no es tipo luz, la curvatura
Gaussiana de M estd dada por

K(p) = —~—_120 (4.12)

Demostracion. Sea p € M tal que X (p) # 0. Por tanto existe una vecindad
U de p tal que X(q) # 0 para todo ¢ € U. Podemos suponer que U es
suficientemente chica para que exista otro campo vectorial Y de M definido
y que no se anula en U. Ademés Y debe ser asumido ortogonal a X, es decir
(X,Y)=0.

Por el Teorema Egregium de Gauss, podemos calcular la curvatura Gaus-
siana calculando la curvatura seccional. Para empezar tenemos que calcular
(R(X, Y)Y, X):

VyVxX = Vy(pX) = (Y- p)X + ¢?Y. Por lo tanto

(VyVxX,Y) = ¢V [
Ahora, —=VxVyX = —Vx(¢Y) = —(X-¢)Y —pVxY. Se tiene la igualdad,
—(VxVy X,Y) = =(X - @)V = p(VxY, V).

Finalmente para calcular el tltimo término de la curvatura necesitamos cono-
cer el corchete [Y, X]|. Como la conexion es libre de torsiéon



Y, X]=VyX — VxY =Y — VxY. Por lo tanto
~(VyxX,Y) = —@*[YP + o(VxY.Y) y

RV, X)X = (Y - @)X — (X - )Y.

En base a la Ecuacién (4.7), deducimos (R(Y, X)X,Y) = —(X - ¢)|Y]%.
Entonces la curvatura se calcula como

(R(Y,X)X,Y)

K =
X P2

(Il
Estamos listos para calcular la curvatura Gaussiana del plano hiperbdlico
y el espacio de De Sitter por medio de técnicas intrinsecas.

Lema 4.6.1 Sea M, = S%(c) el plano hiperbélico si ¢ = —1 6 el espacio de
De Sitter sic=1. Seap € M yv € T,M\{0}. Entonces el campo vectorial

X(q) =v—clv,q)q, g€ M

es cerrado y conforme sobre M 1y satisface la condicion inicial X (p) =
Ademds para todo campo Y tangente a M, (VyX), = ¢Y donde p(q) :

—c(X(p),q) y (Y - 9)(p) = —c(X(p), Y (p)).

=

Demostracion. El vector tangente v induce un campo vectorial constante en
R3 denotado también por v y el cual le asigna a cada punto de R? el vector
v. Ahora observemos que el campo vectorial X es en efecto tangente a M:
Un punto ¢ € M satisface la condicién (g, q) = ¢ por lo tanto (X(q),q) =
(v,q) —c(v,q)(q,q9) = (v,q) —*(v,q) = 0. Finalmente, X (p) = v—c(v,p)p =
v porque v € T,M y el vector radial p con punto inicial p € M es ortogonal
a M.

Sea Y un campo vectorial

VyX = (DyX)" = (Dy (v —c(v,q)q))" = =(Dy({v,9)q))"
= —((Y - (v,0)a)" = ((v,q)Dyq)" = —((v,q) Dyq)" = —(v,q)Y.

En el célculo anterior aplicamos que el campo vectorial v en R} es paralelo
y que q es ortogonal a M. O
Con la misma notacién del Lema 4.6.1, tenemos lo siguiente.



Corolario 4.6.1 La curvatura Gaussiana del plano hiperbolico o el espacio
de De Sitter M, estd dada por K = c. FEl tensor de curvatura es

R(X,Y)Z =c((Y,Z)X — (X, Z)Y).

Demostracion. Por la Proposicién 4.6.1, K (p) = — (f)(('é))('g) donde p € M es un

punto donde el campo cerrado y conforme X no se anula. Para aplicar esta
férmula a M, elegimos como X al campo dado por X(q) := v—c(v, ¢)q, donde
v no es tipo luz, el cual ya vimos es cerrado y conforme. Ademas vimos que
p(q) = —c(v,q). Sesigue que (X - ¢)(p) = —c(v, X(p)) = —c(v,v) = —clv|?
v | X (p)|*> = |v|* # 0. Entonces

K(p) =c
Es decir, la curvatura Gaussiana de S?(c) es constante e igual a c. Seap € M
y sean X,Y, Z tres vectores tangentes en T,M. Por el Lema 4.6.1, existen

tres campos cerrados y conformes con estos valores en p y que denotamos de
igual manera por X,Y, Z. Para cada uno de estos campos hay una funcion

px(q) = —c(X(p). q), oy = —c{Y(p), q), oz = —c(Z(p), q)-
Vamos a calcular los términos del tensor de curvatura en el punto p:

VxVyZ = Vx(g02Y) = (X . QOZ)Y +ozVxY
= (X 92)Y +pzpv X = —c(Z(p), X (p))Y + ¢zpv X.

Por sustitucion tenemos que,
—VyVxZ = {Z(p),Y (p))X — ¢zpxY.
Finalmente,
—Vixy1Z = —pz[X, Y] = —pz(VxY = Vy X) = —pz0v X + pzoxY.
Podemos sumar los términos para concluir que

R(X,Y)Z = —c(Z(p), X(p))Y +(Z(p),Y (p))X.



4.7 Aplicaciones

4.7.1 Superficies umbilicas

Definicién 4.7.1 Una superficie no degenerada M se dice umbilica si su op-
erador de forma satisface la igualdad S(X) = AX, para todo campo vectorial
X y donde A : M — R es una funcion lisa.

Lema 4.7.1 Si M es una superficie umbilica entonces S,(X) = AX con
A € R una constante.

Demostracion. Vamos a aplicar la ecuacién de Codazzi:

VX(SY) — S(V)(Y) == (VXS)(Y> == (VyS)(X) == Vy(SX) — S(VyX), la
cual es valida para todo campo vectorial X tangente a M. Sean X,Y un
marco ortonormal geodésico en p € M, es decir VY, = 0= Vy X,

La ecuacién de Codazzi se simplifica: Vx(SY) = Vy(SX). Como M es

umbilica, obtenemos la expresion
(X -AD)Y £ AVxY =V (AY)=Vy(AX) = (V- )X + AVy X.

La igualdad anterior es valida en el abierto de definiciéon del marco X,Y. En
particular se satisface en el punto p € M. Deducimos que (X - A)Y}, = (Y -
A)Xjp. Como X, Y son linealmente independientes concluimos que (X - ) =
(Y - A) = 0. Se deduce que la funcién A tiene derivada cero en el punto p.
Finalmente observemos que p es un punto cualquiera. Entonces la derivada
de X\ en cualquier direcciéon y cualquier punto es cero. En consecuencia, la
funcién A es constante. O

Proposicion 4.7.1 Si M es una superficie umbilica entonces es parte ¢ de
un plano, de una superficie de De Sitter 6 de un modélo del hiperboloide del
plano hiperbdélico.

Demostracion. Por hipétesis, el operador de forma de M satisface que existe
A€ R tal que SX = AX. Si A = 0, la superficie M debe ser parte de un
plano. Consideremos el siguiente campo vectorial a lo largo de la superficie
M: Z(p) = p+ sn(p), donde n es la aplicacién de Gauss de M. Vamos a
probar que Z es un campo constante a lo largo de M. Sea X un campo
vectorial tangente a M. Derivamos en la direccién X:

1 1 1
DxZ =Dxp+yDxn =X~ 15(X) = X = 2AX =0.



Como Z = (a, b, c) es constante (Z(p) — p, Z(p) — p) = 3z, donde € = (n, n).
Es decir M es parte de una superficie de De Sitter 6 de un méddelo del
hiperboloide del plano hiperbdlico de radio 1/|\| y centro en Z(p). O

Proposicion 4.7.2 Si M es una superficie no degenerada tal que sus rectas
ortogonales concurren en un punto fijo fuera de M, entonces es parte 6 de una
superficie de De Sitter 6 de un modélo del hiperboloide del plano hiperbdlico.

Demostracion. El hecho de que las rectas ortogonales son concurrentes en
un punto (a, b, ¢) es equivalente a la igualdad

(a,b,¢) =p+ Ap)n(p),

para todo p € M y donde « es una funcién lisa en M. Derivando la igualdad
en una direccién tangente a M obtenemos

0=X+ (X -ANn+ADxn=X+ (X -A\n— AS(X).

En esta igualdad tenemos una suma ortogonal de la parte tangente a M y la

parte ortogonal a M:
X = \5(X),

es decir M es umbilica. Se puede aplicar la Proposicion 7?7 y resaltar que M
no puede ser un plano ya que en tal caso las rectas ortogonales son paralelas.
([

4.7.2 Superficies de angulo constante

Definicién 4.7.2 Sea M una superficie no degenerada inmersa en R$. Sea
n un campo vectorial ortogonal a M y normalizado. Se dice que M es una
superficie de hélice o de dngulo constante, si existe un vector Z = (a,b,c)
constante en R} tal que (Z,n) es constante.

Cuando Z es ortogonal a M entonces M es parte de un plano ortogonal a Z.

Proposicion 4.7.3 Si M es de angulo constante no ortogonal a Z entonces
e S(ZT)=0.
e El campo vectorial Z es un campo geodésico en M.

e [I(Z7,X) =0 para todo campo vectorial X .



o M es una superficie reglada con rectas que son curvas integrales de Z .

o M tiene curvatura Gaussiana constante cero.

Si ademds Z" no es un campo tipo luz, S es diagonalizable.

Demostracion. Sabemos que (Z,n) es una funcién constante. Tomamos la
derivada en la direccién dada por un campo vectorial X tangente a M arbi-
trario:

0=X-(Zn)=(Z Dxn) = —(Z,5X)) =—(Z",8(X)). Como el oper-
ador de forma es simétrico, (S(Z7), X) = 0. La igualdad anterior es cierta
para todo campo vectorial tangente X. Como la métrica de Lorentz es no
degenerada podemos deducir que S(Z) = 0.

Por otro lado tenemos una férmula para la parte tangente de Z: ZT =
Z — €(Z,n)n. Tomamos la derivada en la direccién Z7T:

DxZ" = —eX-[(Z,n)n] = —€e(Z, Dxn)n — e(Z,n)Dxn
= e(Z,5(X))n+e(Z,n)S(X)
= S(Z27), X)n+e(Z,n)S(X) = e(Z,n)S(X)
— ViZ 4 II(X,27).

Se obtiene que si X = Z, entonces D,7Z" = 0. Esto prueba que Z' es
un campo constante en el espacio de Minkowski y que sus curvas integrales
son rectas, es decir M es una superficie reglada. Recordemos que la suma
VxZ" +11(X,Z7) es una suma ortogonal. Lo cual implica que VxZ' =
e(Z,n)S(X) y que II(X,Z") = 0. Por el Corolario 4.4.1, se deduce que
M tiene curvatura Gaussiana cero ya que el campo tangente Z' se puede
completar a una base local de los planos tangentes a M. En particular,
V72T =0, es decir ZT es una campo geodésico.

Para la tltima parte definimos 7' = Z7/|Z"| donde |ZT| = [(Z7, ZT)|'/2.
Completamos localmente a una base ortonormal 7', W del plano tangente de
la superficie. Entonces, S(W) = ep(S(W), T)T + ew (S(W), W)W, donde
er = (T, T) y ew = (W, W). Pero S es un operador simétrico:

S(W) =exr(W,S(T)T + ew (S(W), W)W = ew (S(W), W)W, es decir T es
una direccion principal de S. Esto prueba que la matriz asociada a S en el
marco ortonormal T, W es

( 8 €W<5(3V)7W> ) '



Ejemplo 4.7.1 Consideremos la curva tipo espacio a(u) = (x(u),y(u),0)
con vector ortogonal normalizado n(u), es decir (n(u),n(u)) = 1. Definimos
una superficie parametrizada por

o(u,v) = a(u) + v(sinh(a)n(u) + cosh(a)es),

donde a € Ry e3 = (0,0,1). Vamos a verificar que esta parametrizacién
define una una superficie tipo tiempo de angulo constante:

Los vectores tangentes dados por ¢ son ¢, = o'(u) + vsinh(a)n'(u) y ¢, =
sinh(a)n(u) + cosh(a)es. Un vector ortogonal a estos dos vectores es n =
cosh(a)n(u) + sinh(a)es. Tenemos que (n,n) = cosh?(a) — sinh®*(a) = 1.
Como el vector ortogonal a la superficie es tipo espacio entonces la superficie
parametrizada por ¢ es tipo tiempo.

Por tltimo, (n, e3) = —sinh(a) es una constante. El ejemplo es una superficie
temporal de angulo constante.

Corolario 4.7.1 Si M es una superficie de dngulo constante con curvatura
media cero y tal que Z' no es vector tipo luz entonces M es parte de un
plano.

Demostracion. Por la Proposicién 4.7.3, S(T) =0y S(W) = ew (S(W), W).

Asi que la curvatura media de M es igual a

H = e%(eﬂS(T),T) + ew (S(W), W) = eew (S(W), W).
Concluimos que S(W) = 0 yaque (S(W), W) =0y (S(W),T) = (W,S(T)) =
0. Entonces S = 0 ya que T, W es un marco ortonormal local alrededor de
un punto arbitrario de M. Por el Lema 3.3.2, obtenemos que M es parte de
un plano. O

Sea f : U C R? — R una funcién lisa. Consideremos a la superficie
M = {(z,y, f(z,y)) € R}| (z,y) € U}, es decir M es la grafica de la
funcién f. Vimos que para que f sea no degenerada es equivalente que
6 |VfI? = f2+ f <16 |Vf? > 1. Cada plano tangente de M estd
generado por los vectores tangentes (1,0, f;) y (0,1, f,). El vector ortogonal

normalizado a la grafica de f es n = (fs, f,, 1)/ ||V f|? — 1.

Definicién 4.7.3 Una funcién lisa f : U € R? — R se dice eikonal si
\VfI? = f+ [, es constante.



Proposicion 4.7.4 Una superficie no degenerada dada como la grdfica de
una funcion M = {(x,y, f(z,y)) € R3| (z,y) € U} es de dngulo constante
con respecto al vector es = (0,0,1) si y solo si f es una funcion eikonal.

Demostracion. Basta hacer el calculo
—1

SV i)

La cantidad anterior es constante si y sélo si ||V f|? — 1|? es constante. Es
decir, es constante si y solo si f es eikonal. O

4.8 Superficies con direccién principal canénica

Definicién 4.8.1 Una superficie no degenerada M se dice que tiene di-
reccién principal canénica si existe un vector Z = (a,b,c) constante en R}
tal que Z ' es una direccién principal del operador de forma de M. Es decir,
S(ZT) = AZT donde )\ : M — R es una funcién lisa.

Observacion 4.8.1 Estamos considerando una superficie tipo espacio 6 tipo
tiempo M. De este modo tenemos una descomposiciéon Z = ZT + Z+.

Si ZT = 0 quiere decir que Z es ortogonal a M y efectivamente Z7 = 0
cumple que S(ZT) = X0, donde \ es la funcién constante cero. Ademds, si
Z es ortogonal a M deducimos que Z es tipo espacio o tipo tiempo y que M
es un plano no degenerado ortogonal a Z.

Si Z+ =0, se deduce que Z es tangente a M. Entonces M es una superficie
reglada con rectas paralelas a la direccion Z. Si ademas, Z es tipo espacio
6 tipo tiempo entonces un plano ortogonal a Z intersecta localmente a M
en una curva plana. En este caso podemos visualizar a M como un cilindro
ortogonal a una curva plana contenida en un plano no degenerado.

Puede suceder que Z sea tangente u ortogonal a M tnicamente en algunos
puntos. Asi que para hacer esta historia mas accesible vamos a asumir que
en ningun punto Z es ortogonal 6 tangente a M.

Lema 4.8.1 Si M es una superficie no degenerada y Z es una campo con-
stante no cero, entones su parte tangente y ortogonal a M satisfacen la igual-

dad
VxZ' = e(Z+,6)S(X).



Demostracion. Sea £ el campo ortogonal a M de norma uno y sea € = (£,§).
7+ = e(Z,£)€. De esta forma tenemos la descomposicién

Z=7"4+7+=7" +e(Z,¢)¢.
Derivamos en una direccién arbitraria X tangente a M:

DxZ =0 = DxZ"T + e(Z, Dx€)E + +€(Z,€)Dx€
= VxZT+1I1(Z7,X) — e(Z,8(X))E + —e(Z,6)S(X)
= (VxZ" = e(Z+,£)S(X)) + (11(Z7, X) — (27, S(X))¢)
= VxZT —e(Z+,6)S(X).

Aqui hemos aplicado la relacién I1(Z7, X) = (Z*,5(X)). Se concluye la
identidad deseada. O

Teorema 4.8.1 Las siguientes condiciones son equivalentes

e M tiene direccion principal candnica con respecto a Z.
e Las curvas integrales de T = Z J|Z"| son geodésicas de M.

Demostracion. Primero un célculo clésico:

VT = VZT/\ZH(ZT/IZT!)—Z% (Z /\ZT!)
— AV 2T+ (Z %>
|—( 7" 72"

El célculo anterior dice que V7T es linealmente dependiente de ZT y S(Z7).
Aplicamos el Lema 4.8.1 con X = ZT: V22T = (Z+,£)S(Z7).

Si M tiene una direcciéon principal candnica con respecto a Z, entonces
S(ZT) = \ZT para alguna funcién \. Apliquemos esta igualdad al cdlculo
anterior:

|ZT2

= \ZT|2€<Zl §>S(ZT>

1
[ VAl
es decir Vo7 es un multiplo de Z7. Ahora recordemos que 7' es de norma
uno y es linealmente dependiente con Z7. Entonces V1T es ortogonal a T,
es decir ortogonal a Z7. Esto hace posible concluir que VT = 0. Es decir
las curvas integrales de T" son geodésicas de M.

La implicacién reciproca: Si V7T = 0 entonces del célculo clasico de arriba
se deduce que Z7 es un vector propio de S. O

VT = e(Z, N2 + (z*. VZ7,

Ejemplo 4.8.1



4.9 Superficies con direccion nula canoénica
La siguiente nocién sélo tiene sentido para las superficies tipo tiempo.

Definicién 4.9.1 Una superficie tipo tiempo M se dice que tiene direccion
nula candnica si existe un campo constante Z € R$ tal que la parte tangente
ZT de Z en M es un vector nulo:

(z*t, 7%y =o.

Observacion 4.9.1 Como M es no degenerada podemos considerar la de-
scomposicién: Z = Z1 + Z+. La igualdad tiene como consecuencia que

(2,2) =27, 2"+ (Z*, 7+ = (Z+, Z7).

Como M es tipo tiempo, Z* es tipo espacio y Z tipo tiempo. Asi que
podemos asumir que (Z,7) = 1. Esto obliga a que (Z+,Z+) = 1. En
particular, hemos obtenido que Z debe ser tipo espacio. De esta forma,
& := 7+ es un vector ortogonal a M y de norma uno.

Lema 4.9.1 Sea M una superficie con direccion nula candnica. Entonces
para todo X campo tangente a M,

o II1(Z7,X) =0,

V2T = 5(X),

V,rZT =0, es decir la curvas integrales de ZT son geodésicas nulas,

S(ZT) =0, es decir ZT es una direccion principal de S,

DyrZT =0 es decir, las geodésicas nulas son rectas de R3.

Demostracion. Es cuestién de derivar la descomposicién Z = Z7 + Z+ en la

direccion X:
0 = DxZ = DxZ" + Dx 7+
= VxZ' +1I(Z7 X) - S(X).
Se deduce que la parte tangente de la igualdad es cero, es decir VxZ7 —
S(X) = 0. Andlogamente, [1(Z7,X) = 0. Ahora, podemos aprovechar

la relacion entre la segunda forma fundamental y el operador de forma:
0= (II(Z",X),Z+) = (S(Z7), X). Esta igualdad se satisface para todo



X tangente a M. Como la métrica en M es no degenerada, encontramos
que S(ZT) = 0. Finalmente, V72T = S(Z1) =0y Dy ZT = Vo ZT +
I1(Z*, Z7)=0. O

El campo de vectores nulos Z7 es tangente a M. Esto nos permite com-
pletar localmente a una base de vectores nulos tangentes a M debido a que
M es tipo tiempo.

Sea W un campo de vectores nulos tangentes a M definido localmente.
Ademds requerimos que (ZT, W) = 1. De esta manera tenemos una base
local de vectores nulos tangentes a M dada por Z7, W. A una base como
esta se le llama base seudo ortonormal. Vea la Definicién 1.4.1.

Lema 4.9.2 Sea M una superficie tipo tiempo. En la base seudo ortonormal
de vectores nulos Z*, W .

e FEl vector de curvatura media satisface la relacion

H=11(Z"W).
e La curvatura Gaussiana satisface la igualdad

K= {II(Z" W), II(Z",W)) — (1I(Z*, Z"), I[I(W,W)).

Demostracion. Por definicién, el vector de curvatura media esta definido
por H = %tr([[) = %(61[[(’(}1,1)1) + €211 (v, v5)), donde vy, vy es una base

ortonormal y €, = (vy,v1), €3 = (v9,v2). Vamos a aplicar la férmula a la
ZT+w 72T -w

base ortonornal inducida siguiente: Sea v; := , U = = En este
caso tenemos los valores € = 1, ¢ = —1. Ahora, evaluamos la relacién del
vector de curvatura media.
IIZT+W, 2T+ W) = II(ZT, ZT) + 21 1(ZT W) + TT(W, W),
11 ZT W, Z¥ —W) = I1(ZT, Z7) =21 1(ZT, W) + ITL(W,W).

H = 1[II(Z"+W, 2"+ W) —11(Z" =W, ZT —W)]

= 1AI(ZT,Z7) 4 2I1(Z7 W) + TT(W, V)]
+1/4 |—11(Z", Z7) + 21 1(ZT, W) — I1(W,W)]

= I1(Z7,W).

De la ecuacion de Gauss (4.3.3) y el Corolario 4.4.1 se deduce que la curvatura

Gaussiana esta dada por la formula

<[[(ZT7 ZT)? [I(W7 W)> — <[I<ZT7 W)ajl(ZTa W)>

(27, 20) (W, W) = (2T, W)? '
Pero es cierto que (Z7, ZTY (W, W) — (ZT W)* = —1. O

K =




Corolario 4.9.1 Si M es una superficie con direccion nula candnica en-
tonces tiene curvatura Gaussiana cero y curvatura media cero.

Demostracién. Por el Lema 4.9.1, I1(ZT, X) = 0 para todo campo de vec-
tores tangente a M. En particular, I1(Z7,Z7) =0 = II1(Z",W). El resul-
tado es una consecuencia de las férmulas del Lema 4.9.2. O

Proposicion 4.9.1 Si M es una superficie con direccion nula canonica en-
tonces VzrS = 0.

Demostracion. Aplicamos la definicién de la derivada del operador de forma:
(VzrS)(ZT) = Vo (S(ZT)) — S(VzrZT) = 0. Se aplicé el Lema 4.9.1.
Por la ecuacién de Codazzi, (VzrS)(W) = (VwS)(ZT) = Vw(S(ZT)) —
S(VwZT) = —=S(VwZT). Ahora observemos que Vi Z1 = (Vy ZT W) ZT+
(VwZT ZTYW = (Vw 2z, W)ZT. Como S es operador lineal,

S(Vwz") = SUVwZ' , WYZT) = (V2" , W)S(Z") = 0.

Hemos probado que, (V7 S)(W) = 0. Como ZT y W son base del plano
tangente de M, tenemos en consecuencia que, VzrS = 0. O

Observacién 4.9.2 El siguiente ejemplo es similar al Ejemplo 3.3.4 constru-
ido con una curva v tipo tiempo. Son superficies tipo tiempo con curvatura
Gaussiana constante cero y curvatura media constante cero. La diferencia es
que en el ejemplo siguiente la curva v es tipo luz.

Ejemplo 4.9.1 Consideremos la superficie tipo tiempo M en R parametrizada
por
p(s,t) =(s) +1W,

donde v : (a,b) — R? es una curva tipo luz y W € R? es un vector tipo luz.
Asuminos que para todo s € (a,b) se satisface la condicién (y/(s), W) # 0,
es decir 7/(s) y W son vectores nulos linealmente independientes para todo
s. Vamos a probar directamente que M tiene curvatura Gaussiana cero, cur-
vatura media cero y que tiene una direccién nula candnica.

s =7(s), pr =W
©ss =7"(5) st =0, @y =0
E={ps,05) =0, F'= (s, 00) = (7 (5), W), G = (1, 1) =0
e = (pss, &), [ =(0st,€) =0, g={pu,&) =0,



Figura 4.1: Superficie tipo tiempo con curvaturas Gaussiana y media
constantes igual a cero. Con curva tipo luz y vector tipo luz dados por

v(s) = (sin(s), cos(s),s), W = (1,0,1)

Figura 4.2: Superficie tipo tiempo con curvaturas Gaussiana y media
constantes igual a cero. Con curva tipo luz y vector tipo luz dados por
v(s) = (cosh(s), s,sinh(s)), W = (cos(5),sin(5), 1)




donde ¢ es un campo de vectores ortogonales a M y normalizado. Por susti-
tucién encontramos que EG — F? = —F2 = —(v/(s),W)?, eg — f2 =0y
eG — 2fF + gF = 0. Ahora aplicamos las férmulas de la Proposicién 3.3.4
para concluir que M es una superficie tipo tiempo con curvatura Gaussiana
constante K = 0 y curvatura media constante H = 0.

Resta comprobar que M es una superficie con direccién nula canénica. Como
W es un vector tipo luz fijo entonces el complemento ortogonal de W es un
plano degenerado tangente al cono de luz y que contiene a W. Consideremos
un vector tipo espacio Z tal que (Z, W) = 0. El vector Z estd en el plano
tipo luz que contiene a W, pues tal plano contiene a todos los vectores or-
togonales a W.

La afirmacién es que M tiene direcciéon nula canénica con respecto a Z:
Para verificarlo, vamos a calcular la parte tangente Z7 de Z en M. Similar-
mente a la Proposicion 1.4.1,

g (ZAE),, (ZW)
LWy )

(Z,7'(s))

) = W)

Lo cual demuestra que Z7 es tipo tiempo, es decir M tiene direccién candnica
nula con respecto a un vector tipo espacio Z ortogonal a W.

Notesé que el coeficiente % puede ser cero cuando v/(s) sea simétrico a
W con respecto al eje del cono de luz. Es cuestion de convenir si queremos
que el vector cero sea considerado 6 no. Ademas, tal coeficiente es constante
a lo largo de las rectas de M determinadas por la direccion tangente W.
Finalmente, vamos a analizar la posibilidad de que el coeficiente (2 (s))

., ' (s),W)
constante también a lo largo de 7:

sea

D27 ) ZA WA )2y )W) (W) Z—{ZA" )W)
Ty (5),W) (y(s),W)? (y'(s),W)?
<<W1’Y,>Z_<ZT7’7,>W1’Y” — <<W)’7/>ZL7'7”>
ONSE (y'(s),W)2
_ (WA'NKZEHEN") _ (WA )N ZE)(EA")
(Y (s),W)? ((s), W)z -

Observemos que (Z, &) nunca es cero ya que Z no puede ser tangente a M.
Si Z fuese tangente a M entonces Z y W generarian el plano tangente de M.
Pero Z y W generan el plano degenerado que contiene a W. Aqui usamos el
hecho de que Z y W son linealmente independiantes pues Z es tipo espacio.

En conclusion: El coeficiente <<WZ,(Z;(;)/>> es constante en M si y solo si (£,v") =

0. Siy” = 0 entonces 7 es una recta y por lo tanto M es un plano. Si " # 0
entonces (£,7") = (v x W,v") = 0. Es decir, los vectores ', ", W son



linealmente dependientes. Lo cual implica que W = ay' 4+ by” para algunas
funciones a, b. La funcién b nunca es cero pues W y ' son linealmente inde-
pendientes. Hacemos producto escalar con +' en ambos lados de la ecuacién
anterior para obtener:

0# (W) =b(y",7") =0,

una contradiccién.
Asi que la tunica posibilidad para que el coeficiente sea constante es que
sea una linea recta y por lo tanto M un plano.

Lema 4.9.3 Consideremos a la superficie M C R} parametrizada como
o(s,t) == v(s) + tT(s), donde v es una curva tipo luz y para cada s, el
vector T(s) es tipo luz linealmente independiente de ~'(s). Entonces M es
una superficie tipo tiempo con curvaturas Gaussiana y media constantes igual
a cero. Ademds, el vector de curvatura media es, H = T'(s)—\(s)T(s) donde
VyT(s) = X(s)T'(s). La curvatura Gaussiana es

(T"(s),~'(s) x T(s))*
(V) T(sh*

En particular, M tiene curvaturas media y Gaussiana constantes cero si y
sélo si T'(s) = A(s)T'(s).

K =

Demostracion. La condicién (7/(s),T(s)) # 0 es equivalente a que 7/(s) y
T'(s) sean linealmente independientes. Debemos notar que Vyy(5)7'(s) es or-
togonal al vector tipo luz T'(s). Los vectores ortogonales a T'(s) consisten del
plano tipo luz que contiene a T'(s). Por lo tanto Vy(5T'(s) estd contenido
en tal plano. Esto implica que V7' (s) es linealmente dependiente de
T(s). La afirmacién anterior es correcta ya que si 7'(s) y Vi (s7'(s) fueran
linealmente independientes, generarian un plano tipo luz. Esto es una con-
tradiccion ya que Vyy(5)T'(s) y T'(s) son vectores tangentes a la superficie tipo
tiempo M. Hemos establecido la relacién Vi (5)T(s) = A(s)7'(s), para alguna
funcién A. Necesitamos calcular las curvaturas usando la parametrizacion.

s =7'(8) +tT"(s) = +'(s) +tA(s)T(s), pr =T(s),
E = (ps, 05) = 2tA(s)(¥'(5), T(5)), F' = (s, 1) = (¥ (), T(5)),
G = <90ta90t> - Oa EG — F?=—F*= _<7/(3)7T(S)>2 <0.



La desigualdad anterior establece el hecho de que M es una superficie tipo
tiempo. Continuamos con las segundas derivadas,

pss =7"(s) +tT"(s), pu = 0.

put = T'(s) = Dy T(s) = Vo T(s) + I1(7(5), T(s))
= A(s)T(s) + I1(+'(s), T(s))

€= <(IOSSa§> = <7”(S>7§>a f = <905t;€>7g = <90tta§> =0.

Despejando obtenemos,

H =11(v/(s), T(s))/(7'(5), T(s)) = (T"(s) = A(s)T(5))/ {7/ (5), T(s))-

Nétese que aplicamos el Lema 4.9.2, ya que v/(s) y T'(s)/(7/(s), T(s)) forman
una base seudo ortonomal. Vamos a ver explicitamente el valor de f:

Como ¢, x ¢y = v'(s) x T(s), podemos definir £ = %, el cual es un

campo vectorial tipo espacio ortogonal a M y normalizado. Vamos a calcular
la segunda forma fundamental de M con ayuda de &: Usaremos la notacion

. 1
1) = Fapae

fo= A, §) = (T"(s), ()7 (s) x T(s))
= p(s)(T"(s),7'(s) x T(s))

Por sustitucion encontramos que,

eg — [*=—f* = —p*(s)(T"(s),7'(s) x T(s))*.

Ahora aplicamos las formulas de la Proposicion 3.3.4 para concluir que M es
una superficie tipo tiempo con curvatura Gaussiana igual a

o 16T (), 7/ (s) x T(s))?
= ; 5 :
(v'(s),T(s))
Podemos reescribir 1%(s) con ayuda del ejercicio 10 del Capitulo 1:
1 1
2
(- (s) = = .
) S O TEP ~ T

Al sustituir en K obtenemos la formula buscada. O

Lema 4.9.4 Consideremos a la superficie M C R} parametrizada como
(s, t) == v(s) + tT(s), donde v es una curva conexa tipo luz que no estd
contenida en una recta y para cada s, el vector T(s) es tipo luz linealmente
independiente de ~'(s). La superficie M tiene direccion nula candnica con
respecto a Z € R? si y sélo si T(s) = h(s)Ty para algin vector tipo luz fijo
Ty vy alguna funcion h y Z tiene parte tangente Z* en la direccion Ty.



Demostracién. Hay que cdlcular ZT usando la parametrizacién: La parte
tangente de un campo vectorial constante Z se escribe en la base g, ¢y
como, ZT = A(s,t)ps + B(s,t)p:, donde A, B son funciones de s y .

En particular, a lo largo de vy, Z7(s) = A(s,0)7'(s) + B(s,0)T(s). Como
7' (s) y T(s) son linealmente independientes, la combinacion a lo largo de ~

debe ser:
ey O R e e 49

El campo vectorial ZT(s) es tipo luz a lo largo de v si y sélo si

(Z,T(5))(Z,7'(s)) = 0.

Deducimos que 6 (Z,T(s)) = 06 (Z,~'(s)) = 0. Por la Proposicién 2.1.2,
6 la imagen de T es parte de una recta nula 6 v es parte de la otra recta
nula. Por la hipdtesis, deducimos que la imagen de T es parte de una recta
nula. Esto no dice que T'(s) = h(s)Ty, donde Ty es la direccién de una de
las rectas nulas del plano ortogonal a Z y h es una funcién que nunca es

cero. Sin perder generalidad, podemos suponer que A > 0. Notemos que

T'(s) = A(s)T'(s) donde A(s) := ]Z((j)). Para mas detalles se puede consultar

la demostraciéon de la Proposicién 2.1.2. Ademas, Z es un vector tipo espacio
ortogonal a Tj: La combinacién lineal de arriba se reduce a

71(s) =

ro BN (2
2= ey T ey @R

Esto fue a lo largo de . Ahora regresamos a la combinacion general: Como
0s =~ (5) +1T"(s) = 7/ (s) + tA()T(s) v @1 = T(s)

ZT = A(Sa t)gOS + B(Sa t)SDt
= A(s, 1)((s) +tA()T(s)) + B(s, 1)T'(s)
= A(s,1)7/(s) + [A(s, t)tA(s) + B(s, 1)] T'(s).
Lo cual prueba que Z7 en cualquier punto de M se puede escribir como
combinacién lineal de 7/(s) y T'(s). Pero tal combinacién lineal es la de la

Ecuacién (4.13). Como Z es ortogonal a Tj, en cualquier punto de M es
vélida la combinacién de la Ecuacién (4.14). O

Teorema 4.9.1 Si M C R? es una superficie con direccién nula candnica
entonces se puede parametrizar localmente como

p(s,t) = (s) + tTy.



Aqui v : (a,b) — R? es una curva tipo luz y Ty € R? es un vector tipo luz
tal que para todo s € (a,b) se cumple la condicion (v'(s),To) # 0.

Demostracién. Seap € M. Por hipétesis existe Z € R? un vector tipo tiempo
tal que Z7 es un campo tipo luz. Podemos suponer que (Z, Z) = 1. Com-
pletamos Z7 a una base seudo ortonormal de campos de vectores tangentes
a M: Sea W un campo vectorial definido localmente en una vecindad de M
que contiene a p y tal que Z, W forman una base seudo ortonormal en cada
punto de la vecindad. Asumimos que (Z7, W) = 1. Sea ~ la curva integral
de W que pasa por p, es decir W(vy(s")) = +/(s’). Para simplificar, usaremos
la notacién W (s') := W(y(s')) y T(s') :== ZT(y(s")). Por el Lema 4.9.1, las
curvas integrales de ZT son geodésicas del ambiente, es decir son segmentos
de rectas en R}. En particular, a lo largo de los puntos v(s') la superficie M
contiene a segmentos de recta con direccién T'(s’). Hemos obtenido que M
se puede parametrizar alrededor de p como

o(s' 1) = ~(s) +t'T(s).
Por el Lema 4.9.4, los vectores T'(s") = h(s')Ty son multiplo de un vector
tipo luz fijo Ty € R3.
Inferimos que M tiene una parametrizacién de la forma p(s',t") = v(s') +

t'h(s")Ty, donde h > 0 como se menciono en la prueba del Lema 4.9.4. Ahora
podemos hacer un cambio de variable:

s=4¢, t=1th(s).

Este cambio de variable es localmente un difeomorfismo (s',t') — (s,t) ya

que la matriz Jacobiana
1 0
t'h(s") h(s)

tiene determinante positivo dado por h(s’). Entonces M se parametriza como

(s, t) :==~(s) + tTp.

4.10 Ejercicios

1. Pruebe que el corchete de Lie de campos vectoriales X, Y, Z en R?
satisface la siguiente igualdad llamada identidad de Jacobi

X, Y], 2] + [V, 2], X] + [[Z,X],Y] = 0.



. Verifique que [X,Y] = —[Y, X] para todo campo vectorial X. En par-
ticular deduzca que [X, X] = 0.

. Sea X : R} — R? un campo vectorial. Recordemos la definicién de
célculo 111 de derivada direccional de la funcién f en la direccién X (p):

, . flp+hX(p) - fp)
fi(p, X(p)) := lim ; .

Demuestre que f'(p, X(p)) = X - f.

. Compruebe que si D es una funciéon que satisface la formula de Koszul
entonces es una conexion de Levi-Civita.

. Demuestre que el tensor de curvatura Riemanniana de M satisface que

FRIX,Y)Z = R(fX,Y)Z = R(X, fY)Z = R(X,Y)(f2).

. Pruebe que la curvatura seccional no depende de la base ortonormal en
el punto p, es decir pruebe que

(RIX,YV)Y,X)  (R(Z,W)W,Z)

<X7X><KY>_<X7Y>2 <Z7Z><VV7W>_<27W>27

donde X, Y y Z, W pares de campos vectoriales tales que X (p), Y (p)
y Z(p), W (p) son dos bases ortonormales de 7, M.

. Sea M una superficie tipo espacio. Pruebe que si la segunda forma
fundamental es cero en cada punto, entonces M es parte de un plano.

. Suponga que dos superficies no degeneradas se intersectan tangencial-
mente a lo largo de una curva regular la cual es geodésica de una de
las dos superficies. Deduzca que la curva de interseccién también es
geodésica de la otra superficie.

. Compruebe la afirmaciéon siguiente. Si un segmento de recta esta
contenido en una superficie no degenerada M de R? entonces es una
geodésica de M.



10.

11.

12.

Demuestre que si un plano intersecta tangencialmente a una superfi-
cie no degenerada a lo largo de una curva entonces la curva es linea
de curvatura de la superficie. Lo mismo es cierto si la interseccién es
ortogonal.

Compruebe que una superficie M es de dngulo constante si y sélo si
(ZT,ZT) es constante. Equivalentemente, (Z+, Z1) es constante.

Muestre que una superficie M es umbilica si y sélo si [I(X,Y) =
a{X,Y)n para todo par de campos X, Y.



CAPITULO 5

Gradiente, Hessiano,
Laplaciano

En este capitulo vamos a suponer que M es una superficie lisa no degenerada
en el espacio de Minkowski, es decir M es tipo espacio o tipo tiempo.

5.1 Gradiente

Definicién 5.1.1 Sea M C R? una superficie lisa. Dada una funcién f :
M — R lisa, definimos un campo vectorial tangente a M, llamado campo
gradiente: Vyrf : M — R3 definido por

(Vuf, X)=X-f.

Proposicion 5.1.1 Dada una funcion f: M — R lisa, su gradiente en M
se puede calcular como

Vuf=ea(Xi- f)Xi+e(Xz- )Xo, (5.1)
donde X1, X5 es un marco ortonormal como en el Lemma 5.3.1.

Demostracion.

VMf = €1<VMf,X1>X1+€2<va,X2>X2
= €1<X1 . f)Xl + EQ(XQ : f)XQ
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Proposicién 5.1.2 Sea F' : R} — R una funcién. Denotemos su re-
striccion a una superficie M como f: M — R, es decir Fiyr = f. Entonces
la restriccion a M del gradiente de F' en el espacio de Minkowski, VFjyy,
esta relacionado con el gradiente de f en M:

(VF)u)" = Vuf.

Demostracion. Sea X : M —» R} un campo vectorial tangente a M. Por
definicién X - F = (VF, X) = (VF)T, X) ya que X es tangente a M. Por
otro lado, X - f = (Vyf, X). Esto prueba que ((VF)T, X) = (V, f, X).
Como esta relacion es vélida para todo campo X tangente a M, se deduce
que (VE) )t =Vuf. O

Definicién 5.1.2 Funciones importantes

1. Funcidén altura. Sea d un vector en R}. La funcién altura f : M — R
de M se define como

f(p) = (p,d).

2. Funcion soporte.
Sea n : M — R} la aplicacién de Gauss de M dirigida al futuro. La
funcion soporte f: M — R de M se define como

f(p) = (p,n(p))-

3. Funcion dngulo.
Sea d un vector en R?. Sea n : M — R? la aplicacién de Gauss de
M dirigida al futuro. La funcion dngulo f : M — R de M se define
como

Ejemplo 5.1.1 La funciones coordenadas mija;, T2;ar ¥ 73;a de una su-
perficie M son ejemplos de funciones altura. Recordemos que 7i5(p) =
x, mm(P) =y, m3m(p) = z, donde p = (z,y,2) es un punto en M. Para
esto note que

Ty (p) = (p,e1), mou(p) = (pe2), m3m(p) = (p, —e3),

donde e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0,1).



Ejemplo 5.1.2 Gradiente de la funcién altura. Sea d = (a,b,c) € R? un
vector fijo. Definimos la funcién F : R — R como

F(z,y,z) = ((a,b,c),(z,y, 2)) = ax + by — cz.

La funcién altura de la superficie M en la direccién d = (a,b,c) € R} es
f = Fju. El gradiente de F' es VF = (a,b,c) = aE; 4+ bE; + cEs. Por la
Proposicién 5.1.2, el gradiente de la funcién altura f es la parte tangente de
(a,b,c). Es decir,

Vuf=(VF)u)" = (a,b,c)" =d" =d— (n,n){d,n)n.

Ejemplo 5.1.3 Gradiente de la funcién soporte. Sea X7, X, una base ortonor-
mal local de M tal que Vx,X;|p = 0 para todo 7,5 € {1,2}.
En este marco local, el gradiente se puede calcular como: Sea ¢; := (X, X;).

Vaup,n) = e (X1(p,n)) X1 + e2(Xa2(p,n)) Xo
= €1<DX1p, n>X1 + €1 (p, DX17”L>X1 + 62<DX2p, n)Xg + €2<p, DX2n>X2
=  a(X1,n)X1 —e(p, S(X1)) X1+ e(Xo,n) Xs — 3(p, S(X2)) Xo
= —er(p, S(X1)) X1 — e2(p", S(X2)) X2
= —e1(S(p"), X1) X1 — e2(S(p"), X2) Xo
= —S(p"),

donde p” es la proyeccién ortogonal de p en T,M. Ademds, usamos el hecho
de que el operador de forma es autoadjunto. Tenemos una férmula sencilla:

Vulp,n) = =Sp").

Ejemplo 5.1.4 Gradiente de la funciéon angulo. El célculo es similar al caso
del gradiente de la funcién soporte. Sea X;, X5 una base ortonormal local de
M tal que Vx, X;|p =0 para todo 7,75 € {1,2}.

En este marco local, el gradiente se puede calcular como: Sea ¢; := (X;, X;).

Vuld,n) = e (X1(d,n)) X1 + e2(Xa(d,n)) X
= e1(Dx,d,n) X1 + e1{d, Dx,n) X1 + 2(Dx,d, n) X + e2(d, Dx,n) X
—€1 <d, S(X1>>X1 - €2<d, S<X2)>X2
= —61<dT,S(X1>>X1 - 62<dT,S(X2>>X2
= —61<S(dT>,X1>X1 - 62<S(dT>,X2>X2
= _S(dT)>



donde d” es la proyeccién ortogonal de d en T,M. Tenemos una férmula
sencilla:

Varld,n) = —S(d").

Proposicién 5.1.3 Sea M una superficie no degenerada inmersa en RS y
sea f: M — R la funcion lisa f(x) = (x,z). Entonces Vy f = 2zT.

Demostracion. Sea X7, X5 un marco ortonormal de M alrededor de un punto
p € M. Sabemos que

Vaulz,z) = Yr a(Xi f)Xi =237 &(Dx,z, )X,
= 2 Z?:l €i<X’Z) ZE)XZ = 2IT.

5.2 Hessiano

Definicién 5.2.1 Sea f : M — R una funcion lisa. El Hessiano de la
funcion f, Hessy f : TM x TM — R se define como

HGSSMf<X, Y) == <VX(VMf),Y>

Observacién 5.2.1 El Hessiano HessF para una funciéon F : R? — R en
el espacio de Minkowski se define de manera similar:

HessF(Z,W) = (Dz(VF),W).
Lema 5.2.1 FEl Hessiano de f tiene las siguientes propiedades

Hessy f(X,Y) = Hessyf(Y, X),
Hessy f(hX,Y) = Hessy f(X,hY) =hHessy f(X,Y).

donde h : M — R es cualquier funcion lisa.

Proposicién 5.2.1 Sea F : R? — R una funcién. Denotemos su re-
striccion a una superficie M como f: M — R, es decir Fiyy = f. Entonces

HessF = Hessy f —(VF, II(-,-)).



Demostracion. Sean X,Y € T'M.
HessF(X,Y) = (Dx(VEF),Y)=(Dx(VE)'Y)+ (Dx(VF)%Y)

= (Vx(VE)'Y) = ((VF)*, DxY)
= (Vx(Vuf),Y) = (VF)", (DxY)5)
= Hessy f(X,Y) — (VF,(DxY)?%)
= Hessy f(X,Y) = (VFE II(X,Y)).

O

Ejemplo 5.2.1 Hessiano de la funcién altura. Sea d = (a,b,¢) € R} un
vector fijo. Sea

F(z,y,2) = {(a,b,¢), (z,y,2)) = ax + by — cz.
La funcién altura de la superficie M en la direccién (a, b, c) € R} es f = Fjy.
Por la Proposicién 5.2.1, HessF(X,Y) = Hessy f(X,Y) — (VE, 11(X,Y)).
Por el Ejemplo 5.1.2, VF = (a,b,c). Ademéds como F es lineal, HessF(X,Y) =

0. Se sigue que,
Hessy f(X,Y) = ({I(X,Y),d).

Ejemplo 5.2.2 Hessiano de la funcién soporte. Sea t(p) = (p,n) la funcién
soporte. Se sigue del Ejemplo 5.1.3 que:
Hessyt(X,Y) = (Vx(Vut),Y) = —(Vx(S(p")),Y).

Ejemplo 5.2.3 Hessiano de la funcién angulo. Sea a(p) = (n,d) la funcién
angulo. Se sigue del Ejemplo 5.1.4 que:
Hessya(X,Y) = (Vx(Vya),Y) = —(Vx(S(d")),Y).

Lema 5.2.2 Sea M con aplicacion de Gauss n. Sea f : M — R una
funcion lisa. El Hessiano de f satisface la relacion

Hessyf(X,Y)=X- (Y- f)=VxY - f.

Demostracion. Por la compatibilidad con la métrica de la conexién de Levi-
Civita de M,

H@SSMf(X, Y) == <VX(va),Y> =X <va,Y> - <va7 VXY>
= X-(Y-f)=VxY-f,

donde en la ultima igualdad usamos la definicién del gradiente de una funcion.
O



Proposicién 5.2.2 Sea M una superficie no degenerada inmersa en RS y
sea f: M — R la funcidn lisa f(z) = (x,x). Entonces

Hessf(X,Y) = 2(X,Y) 4+ 2(n,n){(z,n)(S(X),Y), para todo par de campos
vectoriales X,Y de M.

Demostracion. Por definicion

Hessf(X,Y) = (Vx(Vuf),Y)=2(Vxal V) =2(Dxa,Y)
= 2<DxiL',Y> — 2<DX£L'J',Y>
= 2(X,Y) —2(n,n)(x,n)(Dxn,Y)
= 2(X,Y) +2(n,n)(x,n)(S(X),Y).

En las igualdades anteriores usamos que z = 27 + 2t y 2+ = (n, n)(z, n)n.
O

5.3 El Laplaciano

Definicién 5.3.1 Sea M una superficie no degenerada. Sea f : M — R
una funcién lisa. Sea X7, X5 una base ortonormal de TM. Sea¢; := (X;, X;).
El Laplaciano de f, Ay f : M — R, esta definido por

AMf = €1H688Mf(X1, Xl) + GQHGSSMf(XQ, XQ)

Aqui usamos el subindice M para enfatizar que el laplaciano y hessiano se
calculan usando sélo direcciones tangentes a M.

Observacién 5.3.1 El Laplaciano AF para una funcién F' : R} — R?
en el espacio de Minkowski F'(z,vy, 2) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(x,y, z)) se
define como

AF = (AF, AFy, AF3).

Denotemos su restriccién a una superficie M como f := Fjpy : M — R} y

analogamente al laplaciano en M por Aps f = (An(Fijar), Aar(Foar), A (Fapar))-

Proposicién 5.3.1 Sea F : R} — R una funcién lisa. Entonces a lo largo
de M .
AF —eHessF(n,n) = Ay f — (VF, H),

donde H es el vector de curvatura media de M.



Demostracion. Por la Proposicion 5.2.1,

2 2 2
D eiHessF(X;, Xi) =Y eiHessy f(Xi, Xi) = (VE,Y _ &I1(X;, X;)).
=1 =1 =1
Es decir,

2
> eiHessF(X;, X;) = Ay f — (VF, H).

i=1
Para concluir, basta observar que

2
AF = ZeiHessF(Xi, X;) + eHessF(n,n).

=1

O

Ejemplo 5.8.1 Laplaciano de una funcién altura. Sea d = (a,b,c) € R? un
vector fijo. Definimos la funcién F : R? — R como

F(l‘,y72) = <(avbv C), (xvya Z)) =ar + by — Cz.

La funcién altura de la superficie M en la direccién (a,b, c) € R} es f = Fjy.
Por la Proposicion 5.3.1, tenemos la relacién

AF —eHessF(n,n) = ANy f — (VF, H).

Pero ya vimos que VF = (a,b,¢) y que HessF(X,Y) = 0, lo cual implica

que AF = 0. Entonces Ay f = (H,d), 6 en forma equivalente

An(p,d) = (H,d), (5.2)

donde p € M.

Corolario 5.3.1 FEl vector de curvatura media de M se puede calcular con
el Laplaciano del vector de posicion p de M :

H = AMp = (AM<p7 €1>7 AM<p? €2>7 _AM<p7 €3>)-



Demostracion. Fl vector de curvatura media de M, H se puede escribir
como,

ﬁ[ = <ﬁ,61>61 + <}~I, 62)62 - <ﬁ,63>63.

Para concluir basta sustituir la ecuacién (5.2) para los casos en que d es
e1, e, e3. Con lo cual obtenemos,

H = (Ap(p,er))er + (Dulp,e2))es — (DAnp, es))es
= (AM<p7 61>’AM<p7 62>’_AM<p7 €3>)
- AM(<p7€1>v<p> 62>,—<p, 63>)
= Apn((p,er)er + (p,ez)es — (p,es)es) = Ayp.

O

Corolario 5.3.2 Si la superficie M tiene curvatura media constante cero,
entonces sus funciones coordenadas son drmonicas, es decir

AMCZ = O,
donde a es cualquiera de las funciones (p,e1), (p,ea), (p,es).

Demostracion. Como M tiene curvatura media constante cero, por el Coro-
lario 531a (AM<p7 61>a AM<p7 62>’ _AM<p7 €3>) =00

Definicién 5.3.2 Sea M una superficie lisa y sea p € M. Un marco local
alrededor de p, es un par de campos vectoriales tangentes a M, X, Xs :
U — R? definidos en un abierto U de M el cual contiene a p. Ademds, para
cada ¢ € U, X1(q), X2(q) forman una base de T, M. El marco local se dice
marco local ortonormal si para cada ¢ € U, X;(q), X2(¢q) forman una base
ortonormal de T}, M.

Vamos a enunciar sin prueba el siguiente resultado de Geometria Semi-
Riemanniana.

Lema 5.3.1 En cada punto p € M existe un marco local ortonormal alrede-
dor de p, X1, X5 : U — R tal que

VX, =0,

lp —

para 7 = 1,2. A un marco con esta propiedad se le llama marco geodésico en
.



Corolario 5.3.3 Sea p € M y sea X1, Xo un marco geodésico en p, como
en el Lema 5.53.1. Entonces el Laplaciano de una funcion f lisa definida en
M se puede calcular como

Ayf=aX- (X1 f)+eXy (Xo-f).

Demostracion. Por el Lema 5.2.2, el Laplaciano en cualquier marco local
ortonormal esta dado por

Auf=ea(Xi (Xi-[) =V, Xi-f)+e(X (Xo- f) =V, Xo- f).
Pero en nuestro caso para el marco que elejimos, el Laplaciano en p es
AMf = €1X1 . (Xl . f) + 62X2 . (XQ . f)

O

Definicién 5.3.3 Sea M C R? una superficie no degenerada con operador
de forma S . La traza de S? es

tr(S?) = €1 (S?*(X1), X1) + 2(S*(X3), Xs),

y (S,S) estd dada por

(5,8) = > e (S(X:), X;)°

= (9(X1), X1)? + e162(S(X1), X2)* + e162(S(X2), X1)* + (S(Xs), Xo)?
= <S(X1), X1>2 + 2€1€2<S(X1), X2>2 + <S(X2), X2>2.

donde X7, X5 es una base ortonormal de T'M.

Lema 5.3.2 Sea M C R? una superficie no degenerada con operador de
forma S. Entonces tr(S%) = (S, S).

Demostracion. Sea Xy, X, una base ortonormal de T'M. Denotemos por
Si; = (S(X;), X;) donde 4, j € {1,2}. Usando la base ortonormal tenemos
que

S(Xl) = 61811X1 + EQSngQ, S(XQ) = 61521X1 + EQSQQXQ.



Entonces,

tr(S?) = e(S(X1),5(X1)) + e2(S(X2), S(X2))
= e (S(X1), €151 X1 + €512 X0) + €2(S(X2), €151 X1 + €2592X2)
= 5121 + 61625%2 + 61625221 + S;Q = 5121 + 261625%2 -+ 5222 = (9, 95).

O

Lema 5.3.3 Sea p € M y sea X1, Xo un marco local ortonormal alrededor
de p como en el Lema 5.3.1. Entonces la conexion de Levi-Civita del espacio
de Minkowski R3 satisface que

Dx,Dx, X; = Dx,Dx,X;. (5.3)

Demostracion. Por el Lema 4.2.2, sabemos que el espacio de Minkowski

tiene curvatura cero. Esto nos dice que para todos los campos vectoriales
XY, 7 : R} — R:

Dx(DyZ) — Dy(DxZ) = DixyZ.
Ahora tomamos X = X; y Y = X}, en consecuencia

(X, Xiljp = Vx, Xipp — Vx, Xipp = 0,
debido a la eleccién de los campos vectoriales X;, Xj.

Entonces, Dy, x,)Z = 0 para todo Z.
Il

En el siguiente resultado calculamos el laplaciano de la funcién angulo de
una superficie con curvatura media constante.

Teorema 5.3.1 Sea a € R? un vector fijo. Sean : M — R$ la aplicacion
de Gauss de la superficie lisa no degenerada M. Si M tiene curvatura media
constante, entonces el Laplaciano de la funcion dngulo (n,a) estd dado por

Apin,a) = —etr(S?)(n, a), (5.4)

donde S es el operador de forma de M.



Demostracion. La prueba a continuacién estd tomada de [4]. Véase [7]
pagina 14, para ver otra prueba parecida. Sea p € M y sea Xi, Xy un
marco geodésico en p como en el Lema 5.3.1. Por hipdtesis, tenemos que la
curvatura media H de M dada por H = (H,n) es constante.

Como primer paso vamos a demostrar que

2

Z eiDXiDXZ.n

i=1

es ortogonal a la superficie:
Derivamos la igualdad (n, X;) = 0 para obtener, (Dx,n, Xy) = —(n, Dx, X}).
Tomando derivada de ambos lados:

<DX¢DXinan> + <DXin7DX¢Xk’> == _<DXin7DXiXk> - <7’L, DXZDXle>

Notemos que la igualdad (n,n) = e implica que (Dx,n,n) = 0, es decir
Dx,n es tangente a M. Ademds por hipétesis, Vx, Xy, = 0. Se deduce
que DXiXk = II(XZ,Xk) = ]I(Xk,Xl) = DXsz ¥y que <DX1.’/L, DXZXk> =
(Dx,n,II(X;, X))) = 0. Entonces,

<DXiDX¢n>Xk> = _<n7DXiDXiXk> = —(n, DXiDXkXi>-

Ahora vamos a usar que la curvatura Riemanniana de R? con la métrica de
Lorentz es constante cero, lo cual es equivalente a la igualdad

Dx,Dx, X; = Dx, Dx, X;.
Con esta igualdad podemos escribir la anterior como
<DX1-DX¢”, Xk> = —<TL, DXkDXZXz>

Entonces sumando sobre ¢ obtenemos

2 2

> ei(Dx,Dx,n, Xy) = —(n, Dx, () &Dx,X;)) = —(n,Dx H).  (5.5)
i=1 i=1
Recordemos que los campos vectoriales X, X5 satisfacen que V Xin|p = 0.
Esto implica que en el punto p, Z?:l eDx, X; = Z?:l el 1(X;, X;) = H el
vector de curvatura media. Por hipoétesis, la curvatura media es constante,



es decir H = (n, H) es constante. Asi que derivando obtenemos
0= Xi(n,H) = (n,Dx, H) + (Dx,n, H). Sustituimos en la ecuacién (5.5),

2
() €&Dx,Dxn,Xy) = —(n, Dx, H) = (Dx,n, H) =0,

i=1

ya que Dx, n es tangente a M y H es ortogonal a M. Esto concluye el primer
paso a probar.
Para concluir,

2 2 2

<ZeiDXiDXin,n) = — Zeiwm, Dx.n) = — Zei(S(Xi), S(X;))

= =) a(SAX)), Xi) = —tr(S?).

=1

Esto prueba que
2

Z ¢;Dx,Dx,n = —etr(S*)n.

i=1

Ahora podemos concluir que en el punto p

Apyn,a) = ZeiXi (X (n,a)) = <Z e Dx,Dx,n,a)
= —etr(S?)(n,a).

Pero p era un punto arbitrario en M. O

Observacion 5.3.2 Como consecuencia de este Lema 5.3.2, podemos ree-
scribir la ecuacién (5.4) como

Ap(n,a) = —€(S, S)(n,a),
que es como aparece en [7] pagina 14 para el caso Riemanniano.
Proposicién 5.3.2 Sea M una superficie no degenerada inmersa en R} y

sea f: M — R la funcion lisa f(x) = (x,x). Entonces



Demostracion. El laplaciano se célcula como,

Apuf = Z?:l eiHessf(X;, X;)
= Z?Zl ei(Q(X“X) + 2e(x, n)(S(X;

4+ 26(2 el 1( X, X;),n)(
= 4+ 2¢(H n)(n,x) = 2(H,x) + 4.

E<
=

5.4 Ejercicios

1. Sean F, H : R} — R? funciones lisas. Demuestre las relaciones:
V(FH) = FVH+ HVF,
AFH) = FAH+ HAF +2(VF,VH).

2. Sea M una superficie tipo espacio con curvatura media constante cero.
Caélcule el gradiente y el Laplaciano de f : M — R dada por f(p) =
(p,p). En el caso Euclidiano el resultado es

Auf = 4.

Sugerencia: Escriba f en términos de funciones altura.

3. Pruebe directamente la f6rmula
det,;(A) = tr(A),

donde A es cualquier matriz de 2 x 2 y donde I es la matriz identidad
de 2 x 2.

4. Sea M el disco abierto de radio uno encajado en R3, es decir M =
{(u,v,0) € R} | u? +v* < 1} . Consideremos la siguiente variacién de
M: Sea X : (—¢,€) x M — R3 dada por

X(t,u,v) = (u,v,t(1 — u?® —v?)).

Note que estas superficies son tipo espacio para t suficientemente cer-
cano a cero. Célcule la métrica g(t) en tiempo t y la funcional de area



A(t). Finalmente, encuentre la derivada A’(0) e interprete el resultado
usando la primera formula de variacién.

. Deduzca la expresion para el gradiente de la funciéon soporte. Esta se
puede escribir usando el operador de forma de M.

. Sea M una superficie tipo espacio con curvatura media constante.
Pruebe que si su funciéon angulo es constante, entonces M es parte
de un cilindro de revolucion 6 es parte de un plano.
Sugerencia: Use el Laplaciano de la funcién angulo.



CAPITULO 6

Superficies tipo luz

En este capitulo vamos a suponer que M es una superficie lisa degenerada o
tipo luz en el espacio de Minkowski, es decir, cada espacio tangente de M es
un plano paralelo a un plano tangente del cono de luz.

6.1 Ejemplos

Ejemplo 6.1.1 Sea f : U C R?> — R una funcién lisa. Consideremos
a la superficie M = {(x,y, f(z,y)) € R3] (x,y) € U}, es decir, M es la
grafica de la funciéon f. Vimos que para que f sea tipo luz es equivalente
que |V f|* = f2 + f7 = 1. Una tal funcién f se conoce en la literatura como
funcién eikonal.

Cada plano tangente de M esta generado por los vectores tangentes (1,0, f,)
y (0,1, f,). Este plano es tipo luz y contiene al vector tangente tipo luz

(f:va fyv 1) Yya que
<(f;rafyv 1)7 (f:vafya 1)> = fi + fy2 —1=0

(for fy: 1) = fa(1,0, fo) + [, (0, 1, fy).

Ejemplo 6.1.2 Consideremos la curva tipo espacio a(u) = (x(u),y(u),0)
tal que su vector tangente T'(u) := o'(u) sea de longitud |T'(u)| = 1. Recorde-
mos que las formulas de Serret-Frenet para una curva plana tipo espacio son

T'(u) = w(u)N(u), N'(u) = —r(u)T'(u),
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donde N es el vector ortogonal normalizado, es decir (N(u), N(u)) = 1.
Definimos una superficie parametrizada por

o(u,v) = a(u) + v(N(u) + e3),

donde e3 = (0,0,1). Vamos a verificar que esta parametrizacién define una
superficie nula:
Los vectores tangentes dados por ¢ son

pu = T(u) +vN'(u) = T(u) — v&(u)T(u), o = N(u)+ es.

Veamos el cardcter causal (p,,¢,) > 0, ya que T es tipo espacio. El otro
vector tangente es tipo luz: (p,,p,) = 0. Un vector ortogonal a estos dos
vectores es n = N(u)+e3. Tenemos que (n,n) = 0. Como el vector tangente
n = , es ortogonal a la superficie, entonces la superficie parametrizada por
@ es degenerada. Concluimos que M es tipo luz.

6.2 Funciones eikonales vs Superficies nulas

Lema 6.2.1 Si f : U C R?> — R satisface que f> + fi = 1 entonces
las curvas integrales del campo V f = (fy, fy) son segmentos de linea recta
ortogonales a las curvas de nivel de f.

Demostraciéon. Queremos ver que V f/|V f| es un campo vectorial con curvas
integrales que son geodésicas de R? con la métrica riemanniana estandar de
R2. Sea D la conexién de Levi-Civita asociada a tal métrica de R2. Usando
el hecho que f es eikonal tenemos que |V f| = 1.

~f
Der g = DoV

= VI (fo. fy) = (VL V),V V).
Hagamos el célculo con Vf, = (fuz, foy) ¥ Vfy = (fyz, fuy):

a 2 2
<Vf, vf:t:> = fofox + fyfxy = %w =0

1O(f2+ f7)

<vf7vfy> :fxfyz+fyfyy:§ ay = 0.



Esto prueba que D o = 0. Es decir, las curvas integrales de ~L- son

T~ IVf | IVf |

segmentos lineas rectas Esto implica que las curvas integrales de V f son
segmentos de lineas rectas en U. Ademads, es bien conocido que el gradiente
V f es ortogonal a las curvas de nivel de f. Por lo tanto tales segmentos de

recta son ortogonales a las curvas de nivel también. O

Corolario 6.2.1 La grdfica de una funcion eikonal es una superficie reglada
y cada direccion de tal linea recta generatriz es un vector tipo luz .

6.3 Ejercicios
1. Dé un ejemplo de una funcién eikonal en un abierto de R2.
2. Sea V C R? un plano tipo luz y sean u,v € R} \ {0}. Suponga que

(u,v) = 0. Pruebe que 6 u y v son un miltiplo de un mismo vector
tipo luz 6 que un vector es tipo luz y el otro es tipo espacio.
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