1. INTEGRACION COMPLEJA.

Teorema 1. Cauchy.
Sean D un disco y f : D — C holomorfa. Sea v curva cerrada en D, C' por
tramos. Entonces f7 f(z)dz = 0.

Proposicién 1. Sea v curva C' por tramos.
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» Sea D un disco tal que vy C D ya ¢ D, entonces 1(y,a) = 0.
» Sea D una region tal que yND = () y sean a,b € D, entonces I(vy,a) = I(v,b).

Teorema 2. Féormula integral de Cauchy.
Sean D un disco y f : D — C holomorfa. Sea v curva cerrada en D — {2}, C*
por tramos. Entonces

2mil (v, 20) f(20) = J;(i—)ij

Teorema 3. Sean v curva C' por tramos y ¢ : v — C continua. La funcion

F:C—~ — C definida por
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es infinitamente diferenciable con

F(")(z)— n!/ p(¢)d¢

o (C — 2+l
De hecho F' es analitica, o sea que sia ¢ v, {z € C:|z—a| <r}ny=10,
> F(k)(a)
F(z) =) o (z—a), |z—a| <7
k=0

Corolario 1. Si f : QQ — C es holomorfa, entonces f es analitica.
Si{zeC:lz—a|<r}CQ,y={2€C:|z—a|l =1}, entonces

fozy 1 / f(Q)d¢

|y —a| <
omi [z —al<r

€2
Corolario 2. Sean Q una region y f : Q — {a} — C holomorfa. Supongamos que
lim(z —a)f(z) = 0.

Entonces f se extiende a una funcion holomorfa en 2. Decimos que a es una sin-
gularidad removible de f.
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Corolario 3. Morera. Sea f : Q — C continua en la region € tal que f7 f(2)dz=0
para cualquier curva cerrada v en . Entonces f es holomorfa en Q.

Corolario 4. Desigualdades de Cauchy.
Sea f:Q — C holomorfa, {z€ C:|z—a|l <r}CQ, M, = méix |f(2)|.

|z—al|=r

Para |z — a| < r tenemos
klr M,
=== e

Corolario 5. Liouville. §i f : C — C es holomorfa y acotada entonces es constante.

1FP(2)] <

Corolario 6. Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio no constante posee
una raiz.

Decimos que ¢ es un punto de acumulacion de A si hay una sucesiéon de puntos
distintos en A que converge a c.

Teorema 4. Teorema de identidad.
Sean f,qg: ) — C holomorfas en la region (). Son equivalentes
w f(2) = g(2) para todo z € Q.
» El conjunto {z € Q: f(z) = g(2)} tiene un punto de acumulacion en (.
= Erxiste un c € Q) tal que f*®(c) = g®)(c) para toda k > 0.

Definicién 1. Integral de Poisson.
Sean v ={z€ C: |z| =r}y U:~v— R continua. Definimos

1 o 7”2_‘2|2 i0

PU<Z) = %/0 mU(T@ )d@, ’Z‘ <Tr.
(¢ U
2mi ), C—2z ¢

Como Sy es holomorfa y Py = RSy, tenemos que Py es armonica.

Sy(z) = |z| <r

Teorema 5. .
lim Py (z) = U(re™?)

z—reld

Si f:Q — C es holomorfa, {z € C: |z —a| <r} C Qy definimos U(¢) = Rf(()

para | — a| = r, entonces
Rf(z) = Py(z), |z|<r

Teorema 6. Sea f : 2 — C holomorfa y no constante en la region Q). Para U C €2
abierto se tiene que f(U) es abierto.

Teorema 7. Principio del maximo.

Versién 1. Sea f: Q — C holomorfa no constante, entonces |f| no puede alcanzar
un mdximo local en €.
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Versién 2. Sean Q region acotada, f: Q0 — C continua, holomorfa en ). Entonces
|f| alcanza su mdzimo en OS).

Lema 1. Schwarz. Sea f holomorfa en el disco |z| < 1 y tal que

1f(2)] <1, f(0)=0.
Entonces
() <], [F(0)] <1,

y si en algun punto zo # 0, |f(z0)| = |20| J st |f'(0)] = 1, entonces f(z) = cz para
todo |z| <1, |c| = 1.

Teorema 8. Weierstrass

Sea f, : 0 — C una sucesion de funciones holomorfas que converge uniforme-
mente en cada disco cerrado a f : Q) — C. Entonces f es holomorfa y f| converge
uniformemente en cada disco cerrado a f'.

Definicién 2. Sea 2 C C una region.

= Decimos que ) es simplemente conexa si y sélo si para todoa € C—Q y
toda curva cerrada v en Q, I(y,a) = 0.

» Una curva cerrada v en ) se llama homdloga a cero en (2 (y escribimos
v ~0 mod Q), si I(vy,a) =0 para todo a € C — €.

Asi, Q es simplemente conexa si y solo si toda curva cerrada 7y en € es homdloga a
cero en .

Teorema 9. Formula integral. Sean f : 2 — C holomorfa, v curva cerrada homdlo-
ga a cero en ) que no pasa por zy. Entonces

2mi (7, z0) f(20) = (2) dz.

’YZ_ZO

Teorema 10. Cauchy. Sean f : Q0 — C holomorfa, v curva cerrada homdloga a

cero en §). Entonces
/f(z)dz = 0.
¥

Corolario 7. Sea Q) una region simplemente conexa. Si f : 2 — C es holomorfa y
v es una curva cerrada en §,
/ f(z)dz=0.
2!

Corolario 8. Sea ) una region simplemente conexa, Si f : 0 — C es holomorfa. y
f(2) #0Vz € Q, entonces existe una rama holomorfa de log f en §Q.



2. SINGULARIDADES, SERIES DE LAURENT, RESIDUOS .

Definicién 3.

1. Si f es holomorfa en una region 0 < |z — a] < § decimos que a es una
singularidad aislada de f.
2. Una singularidad aislada a de f es un polo si lim f(z) = oo.

3. Una singularidad aislada que no es ni removible ni un polo se llama esencial

Si a es un polo de f, entonces hay n € Ny f,(z) holomorfa en |z—a| < ¢, f.(a) # 0,
tal que

f) = S

(z —a)"
y decimos que a es un polo de orden n. Aplicando el teorema de Taylor a f,, tenemos
(z—a)"f(2) =By + Bp1(z —a)+ -+ Bi(z —a)" ' + ¢(2) (2 — a)"
con ¢(z) holomorfa en |z —a| < ¢§”. Para 0 < |z — a| < §” tenemos
B, By
f(Z)i(Z—a)” (Z_a)‘HD(Z)
f(2) — ¢(2) se llama la parte singular de f en a.

Teorema 11. Cassorati - Weiersstrass. Sea a una singularidad esencial de f. FEn-
tonces

Vbe C,e >0, >0,32€Ccon0<|z—a| <d,|f(z) b <e.

Teorema 12. Laurent
Toda funcion f : A — C holomorfa en el anillo A = {z € C:r < |z —¢| < s}
tiene un desarrollo unico de la forma

De hecho, para cualquier r < p < s

1 f(Q)d¢

ap = — ——
27 Jic-ei=p (¢ — )"

Definicidén 4. El residuo de f en una singularidad aislada c es el coeficiente Res(f, ¢) =
a_1 en el desarrollo de Laurent de f.

Teorema 13. FEl residuo de f en una singularidad aislada ¢ es el unico nimero
: A o
complejo A tal que f(z) — —— tiene una primitiva en 0 < |z —¢| < ¢ para §
z—c

pequeno.
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Teorema 14. Residuo. Sea f holomorfa en Q2 excepto por singularidades aisladas
a;. Sty es una curva cerrada homdloga a cero en €1 que no pasa por ninguna de las
singularidades,

/f(z)dz = 2mi ZI(')/, a;) Res(f,a;)

Teorema 15. Principio del argumento Sea f meromorfa en §2 con ceros a; y polos
bi. Si v es un curva cerrada homdloga a cero en ) que mo pasa por ningun cero o

polo
1 f'(z Z Z
2mi Wf((z))dzz - T = k 10

donde cada cero y polo se cuenta tantas veces como su multiplicidad.




