EJERCICIOS VARIABLE COMPLEJA I

Ejercicio 1. Muestra que

2

1
| cos z|*> = sinh® y + cos® x = cosh®y — sin® z = §(COSh 2y + cos 2x),

1
| sin z|*> = sinh® y + sin? z = cosh®y — cos? z = §(cosh 2y — cos 2x).
Ejercicio 2. Encuentra todos los ceros y periodos de cosh z y sinh z.

Ejercicio 3. Describe la superficie de Riemann de arctan z

Ejercicio 4. Encuentra el polinomio arménico mas general de la forma
ax® + bx?y + cry? + dy3. Determina la funcién arménica conjugada y
la correspondiente funciéon holomorfa.

Ejercicio 5. Para una regién Q definimos Q = {z € C : z € Q}.
Muestra que

(a) f(z) es holomorfa en Q si y sélo si f(z) es holomorfa en

(b) u(z) es armonica en €2 si y sélo si u(z) es armoénica en €2
Ejercicio 6. Da una definicién precisa de una rama holomorfa, en una
region apropiada, de

(a) VI+z++v1—2z
(b) loglog z

Ejercicio 7. Supén que f(z) es holomorfa en una regién 2 y satisface
la condicién |f(z)? — 1| < 1. Muestra que 6 bien Re f(z) > 0 Vz € Q
6 bien Re f(2) < 0 Vz € Q.

0
0z’ 0z

Resuelve los siguientes 2 ejercicios sin utilizar las derivadas

Ejercicio 8. Dadas g, h : {0 — C diferenciables se define
9900 0y
o O0xdx  Oydy
Muestra quesi f : U — € es una biyeccién holomorfa entonces Dq (g, h) =
Dy(go f,hof).

Ejercicio 9. Muestra que si h : 2 — C es arménica y también zh(z)

es armonica entonces h es holomorfa.
1

DQ(97 h) =
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Ejercicio 10. Muestra que en coordenadas polares
Pu  10u 1 0%

Au=— + — i
T o +7“(9r+7“2 00?
. . ) 0o 0
Aqui si puedes utilizar las derivadas —, —.
0z 0z

Ejercicio 11. Muestra que cualquier transformacién de Mobius que
lleva el eje real en si mismo puede escribirse con coeficientes reales.

Ejercicio 12. Muestra que cualesquiera 4 puntos distintos puede lle-
varse bajo una transformacién de Mobius en los puntos 1,—1,k, —k
donde k depende de los 4 puntos dados. ;Cuantas soluciones hay?

Ejercicio 13. Se dice que los puntos z y z* de C U oo son simétricos
respecto a la circunferencia o recta C' que pasa por zg, 21, 22 Si

(Z*a 20y 215 ZQ) == (Za 20y 215 ZQ)'

La transformacién que lleva z en su simétrico z* se llama reflexion
(respecto a ')

(a) Si C' es una recta podemos tomar zs = 00. {Qué es lo que hace la
reflexién con respecto a C'7. Es obvio cuando C' es la recta real.

(b) Muestra que si 7' es una transformaciéon de Mdébius y z, z* son
simétricos respecto a C' entonces T'(z), T'(z*) son simétricos respec-
to a T'(C).

(¢) Sea C'la circunferencia con centro en a y radio R. Con zg, 21, 25 € C,

usando (z, 20, 21,22) = (2, 20, 21, 22) y la transformacién T'(z) =
a + R%*/(z — @) muestra que puntos z, z* simétricos respecto a C
satisfacen

(z* —a)(z —a) = R
Nota que esto dice que los puntos a, z, z* son colineales.

(d) Obtén la reflexién del eje imaginario, la recta z = y, y la circunfe-
rencia |z| = 1 respecto a la circunferencia |z — 2| = 1.

Ejercicio 14. Encuentra la transformacién de Mobius que lleva la
circunferencia |z| = 2 en |w + 1| = 1, el punto —2 en el origen y el
origen en 1.

Ejercicio 15. Encuentra la transformacién de Mébius més general que
lleva la circunferencia |z| = R en si misma.
Ejercicio 16. Encuentra una transformaciéon de Mobius que lleve

(a) |2l =1y |z — 1| = 1 en circunferencias concéntricas.
(b) |z| =1y = 2 en circunferencias concéntricas.
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En los siguientes ejercicios encuentra una transformaciéon conforme
biyectiva

Ejercicio 17. De la parte comtn de los discos |z| <1y |z —1| < 1en
la region entre [w — 3| =1y |w| =1

Ejercicio 18. Del complemento del arco |z| =1,y > 0 en |w| > 1 de
manera que el oo vaya en si mismo.

Ejercicio 19. De la regién a la izquierda de la pardbola y? = 2px en
el disco unitario.

Ejercicio 20. De la regién a la derecha de la rama derecha de la
hipérbola 22 — y? = a? en el disco unitario.

Ejercicio 21. De (z/a)* + (y/b)*> > 1 en el disco unitario.



