EJERCICIOS VARIABLE COMPLEJA I

1. INTEGRACION

Ejercicio 1. Supén que f es holomorfa en una regién que contiene a
la curva cerrada . Demuestra que la parte real de f7 f(2)f'(2)dz es
cero.

Ejercicio 2. Si P(z) es un polinomio y v es la circunferencia |z —a| =
R, demuestra que

/ P(2)dz — 2mi P/ (a).

~

Ejercicio 3. Sea 7 la circunferencia unitaria y sea f : v — C continua.

Demuestra que
NN —d
[ ez = [T

Ejercicio 4. Considera la elipse v = {(z,y) : x_z + z—z = 1}, calcula
a
d
i 22 de 2 formas diferentes y deduce que
z
gl

/ 2m dt 27
o a2cos?t+b2sen?t  ab

Ejercicio 5. Sea {2 = C — [0, 1]. Demuestra que para cualquier curva
cerrada vy contenida en {2
d
/ ¥
L 2(z—1)
Ejercicio 6. Calcula
e*dz /
, 2"(1—2)"dz,n,m € Z
/z|=2 (z +1)3(z — 3) |2]=2

Ejercicio 7. Sea f holomorfa en el disco B,(0),r > 1. Calcula las
integrales

/| L ECHTSE
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de 2 formas diferentes y deduce
1 o it 2 t 1 !
— f(e®)cos®(=)dt = f(0) + = f'(0)
T Jo 2 2

! /O " e sen? (1)t = f(0) — 31/(0)

Ejercicio 8. Obtén el desarrollo en serie de potencias alrededor del
origen para las siguientes funciones

(2) = exp( + i), f(2) = sen(2), f(2) = cos(” 1),
N 9 B 2z+1
1) = [ expl@6,116) =

Ejercicio 9. Sea f holomorfa en la region 2. Demuestra que f es un
polinomio si y sélo si hay un punto ¢ en 2 para el cual f*)(c) = 0 para
toda k > n.

Ejercicio 10. Supén que f y g son holomorfas y nunca se anulan en
la regién €. Demuestra que si el conjunto de puntos donde f'/f vy ¢'/g
coinciden tiene un punto de acumulacién, entonces hay un A € C tal
que f = Ag.
Ejercicio 11. Sea f una funcién entera. Demuestra que

» Si hay nimeros n € N, R, M > 0 tales que |f(z)| < M|z|" para

toda |z| > R, entonces f es un polinomio.
= Si la funcion Rf esta acotada, entonces f es constante.

Ejercicio 12. Sean () una region acotada, f,g continuas nunca cero
en © y holomorfas en €, con [f(2)| = [g(2)| en todos los puntos de
00 = Q — Q. Demuestra que hay un A € C con |A| =1 tal que f = \g
en €.

Ejercicio 13. Sea f holomorfa en la region €2. Demuestra que si Rf
posee un maximo local en algiin ¢ € €2, entonces f es constante.

Ejercicio 14. Sea D el disco unitario abierto. Para z,w € D define
Aw,z) = L=
[wz — 1|
Demuestra que si f : D — D es holomorfa, entonces
» A(f(2), f(w)) < A(w, 2) para todo z,w € D y laigualdad se da
en alguna pareja de puntos z # w si y s6lo si f es biholomorfa.
c
! 2 —
PP S 1

algin puntos z si y solo si f es biholomorfa.

2 para todo z € D y la igualdad se da en
z
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Sugerencia: Para z € D considera la transformacién g,(z) = y

aplica el lema de Schwarz a g¢w) © f © gu.

Ejercicio 15. Sea H el semiplano superior abierto. Para z,w € H

define
|z — wl

o(w,z) =

|z —w|
Demuestra que si f : H — H es holomorfa, entonces

» 0(f(2), f(w)) < 0(w, 2) para todo z,w € H y la igualdad se da
en alguna pareja de puntos z # w si y sélo si f es biholomorfa.

/
. gf((i))| < 5, para todo z € H y la igualdad se da en algin

puntos z si y solo si f es biholomorfa.

. . . L —-w .
Sugerencia: Considera la transformacion h,, = —— y aplica el lema
Z—w

de Schwarz a hyg, o f o hl.

Ejercicio 16. Sea V : R — R continua y acotada. Demuestra que

pv(z,y) = %/_(: mv(ﬂdt

representa una funcion armonica en el semiplano superior H.

Sugerencia: Considera la integral de Poisson Py para U = V o h;!
(ver ejercicio 15) y demuestra que Py o h; = py.

Ejercicio 17.
= Muestra que la férmula del valor medio es véalida para la funcion
armoénica u = log |1 + z|, con zp = 0,7 = 1.
= Calcula

/ log sen 6 df
0

Ejercicio 18. Determina todas las parejas de funciones enteras f,g
que satisfacen f2 + g2 = 1.

Ejercicio 19. Sea f holomorfa en una vecindad del origen tal que
f(0) = 0. Demuestra que para cualquier m € N hay una vecindad del
origen U y una funcién holomorfa g : U — C que satisface g(z)™ =

fzm).



4 EJERCICIOS VARIABLE COMPLEJA I

Ejercicio 20. Clasifica las singularidades de las siguientes funciones.

En el caso de polos dar su orden
2

. z
(A1 16)2
9 1—cosz
) ser z
3, —
e —z+1
) L2 _ 2
' se{122 )
5.

e —1 z—2mi

cos(1/z)
Ejercicio 21. Desarrolla las siguientes funciones en series de Laurent
en los anillos indicados
4z — 2*
1. =
1&) = e+
2. f(z)=(—c),neNc#0 en Ay(0),C—{c}

(2)
3 f()= 2)21(Z2_ 3 o0 A2s(0). A3 0), Ao (-2)
1 f(2)

i 1) en C—{1}
5. f(z) =sen( — 1) en C — {0}
6. f(z)=exp(—1/z) enC—{0}

Ejercicio 22. Determina el anillo de convergencia de las series de
Laurent

e1n ALQ(O), A2,oo(0)a A071)<—1)

n

VA
LY i

2. ZZO:_OO ﬂ

n?+1
3. > a'(z=b)"a#0,beC
oo (Z — 3)n
4. -
Zn:—oo (nQ + 1)n

Ejercicio 23. Sea f : A,(0) — C holomorfa y sea Y~ _ a,z" su
representacion de Laurent. Pruebe que f es par si y sélo si a,, = 0 para
todo n impar y que f es impar si y sélo si a,, = 0 para todo n par.

Ejercicio 24. Para las siguientes funciones clasifica la singularidad en

el origen y determina la parte singular del desarrollo de Laurent
sen z
1.

—,neN
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(z + 1) sen(z")
3. cos(1/z)sen(1/z)
4, (1—2z""* nkeN

Ejercicio 25. Determina el nimero de ceros (contados tantas veces
como su orden) de los polinomios dados en los dominios indicados.

1. 25432 +922+10 en B(0) y By(0)
2. 92°+52-3 en Ap,(0)

3. 224+ 2T+422 -1  en B(0) y By(0)

Ejercicio 26. Muestra que
dx 7

/2
1. = , a>0
fo a+sen’r 2 /a(a+1)
5 foo x2dx B w2 3/2
CJ0 gt 622413 3+ 13
o TP—x+2 5
3. ————dr = —
J 102490 12
o Tidx T
4. = , >0
) (22 +a?)?  16a° ¢
oo COS xdx T
D. = >0
) x?+ a2d 2aet’ ¢
0o T sen xdx s
6. —_— = >0
fO 1.22+ a2 2¢0’ a
o] d I—e™ ’
7. fo s$e;1+x&2x = ult 4&6 >, a > 0. Qué pasa cuando a = 07
g foo log xdx _
: 0 1 +I2
9 foo logxdr T
0 (T2 4
oo log(1 + a?)dx T
10. = , 0<b<2.
J xltb bsen(mb/2)
Sugerencia: Realiza primero una integraciéon por partes.
o d
1. [ T T o<b<1
O zb(1+2) sen(wb)
Ejercicio 27. Demuestra que
1 s
1. > -
2in=-oo 2n+1)(2n+3) /3
00 (_1)n @
2. =
2in=os 1+n? senhw
oo 1 2
300> = a no es entero.

(n+a)? sen?rwa’



