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CAṔıTULO 1

Variedades diferenciables.

1. Variedades diferenciables.

Definición 1.1. Un espacio localmente euclidiano de dimensión d
es un espacio M de Hausdorff tal que cada punto tiene una vecindad
homemomorfa a un abierto de Rd. Si U ⊂ M es abierto y ϕ : U →
Rd es un homeomorfismo sobre un abierto de Rd, la pareja (U,ϕ) se
llama carta de coordenadas. Dos cartas (U,ϕ), (V, ψ) se llaman Ck

compatibles si ϕ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V )→ Rd, ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ Rd son
de clase Ck.

Observación 1.1. Un espacio localmente euclidiano es localmente
compacto.

Definición 1.2. Sea M un espacio localmente euclidiano

(1) Un atlas A de clase Ck en M es una colección de cartas de
coordenadas cuyos dominios cubren M y cualesquiera dos de
ellas son Ck compatibles.

(2) Una estructura diferenciable es un atlas maximal A, o sea que
si la carta (U,ϕ) es Ck compatible con todas las cartas de A,
entonces (U,ϕ) ∈ A.

Observación 1.2. Si A es un atlas, podemos agregar todas las
cartas (U,ϕ) que son Ck compatibles con todas las cartas de A para
formar una estructura diferenciable A0 de clase Ck.

Definición 1.3. Una variedad diferenciable de dimensión d y clase
Ck es un espacio localmente euclidiano M con base numerable junto
con una estructura diferenciable A de clase Ck.

Ejemplo 1.1.

(1) U abierto de Rd con la estructura diferenciable determinada
por la carta identidad (U, I).

(2) Sean (M,A) variedad diferenciable y W ⊂ M abierto, enton-
ces (W,AW ) con AW = {(U,ϕ) ∈ A : U ⊂ W} es una variedad
diferenciable de la misma dimensión.

(3) El conjunto Mn de matrices reales n×n junto con una identifi-

cación ϕ : Mn → Rn2
determinan una estructura diferenciable
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6 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES.

en Mn. El grupo lineal de matrices invertibles Gl(n,R) es un
abierto.

(4) Sean Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1} y π± : Sn\{p±} → Rn las pro-
yecciones estereográficas desde los polos p± = (0, . . . , 0,±1).
Entonces {(Sn \ {p+}, π+), (Sn \ {p−}, π−)} determina una es-
tructura diferenciable.

(5) Sean (M,A), (N,B) variedades diferenciables de dimensiones
m,n, la colección de cartas coordenadas (U × V, ϕ × ψ) con
(U,ϕ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B determina una estructura diferenciable
de dimensión m+ n en M ×N

Definición 1.4. Sean (M,A), (N,B) variedades de clase Ck, W ⊂
M abierto.

• La función f : W → R se llama diferenciable de clase Ck y
escribimos f ∈ Ck(W ), si f ◦ ϕ−1 es de clase Ck para toda
(U,ϕ) ∈ A. Para f ∈ C∞(M) definimos

soporte f = {x ∈M : f(x) 6= 0}.
• La transformación continua F : M → N se llama diferenciable

de clase Ck y escribimos F ∈ Ck(M,N), si g◦F ∈ Ck(F−1(V ))
para toda g ∈ Ck(V ), V abierto de N .

Definición 1.5.

• Una colección {Uα} de subconjuntos (abiertos) de M es una
cubierta (abierta) de W ⊂M si W ⊂ ⋃

α Uα.
• Un refinamiento de la cubierta {Uα}, es una cubierta {Vβ} tal

que ∀β∃α tal que Vβ ⊂ Uα.
• Una colección {Aα} es localmente finita si ∀m ∈ M∃Wm ve-

cindad de m tal que {α : Wm ∩ Aα 6= ∅} es finito.
• M es paracompacto si toda cubierta abierta de M tiene un

refinamiento localmente finito.
• Una partición de la unidad en una variedad diferenciable M

es una colección {ϕα} ⊂ C∞(M) tal que
(1) {soporteϕα} es localmente finita
(2) ϕα ≥ 0,

∑
α ϕα ≡ 1

• Se dice que {ϕα} está subordinada a {Uβ} si ∀α∃β tal que
soporteϕα ⊂ Uβ.

Lema 1.1. Sea M Hausdorff, localmente compacto con base nume-
rable. Entonces toda cubierta abierta tiene un refinamiento numerable
localmente finito consistente de abiertos con cerradura compacta.

Demostración. Existe una cubierta numerable {Gk} de abiertos
con Gk compacto tal que Gk ⊂ Gk+1. En efecto, sea A una base
numerable y sea {Uk} la subcolección que consiste de los elementos
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con cerradura compacta. Como M es Hausdorff, localmente compacto,
{Uk} es una base. Sea G1 = U1 y supongamos que Gk = U1∪ · · · ∪Ujk .
Sea

jk+1 = min{m > jk : Gk ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Um}
y definamos

Gk+1 = U1 ∪ · · · ∪ Ujk+1
.

Sea {Vα} una cubierta abierta arbitraria. Para k ≥ 3, Gk−Gk−1 es
compacto y esta contenido en Gk+1 \Gk−2. Tomemos una subcubierta
finita de la cubierta {Vα ∩ (Gk+1 \ Gk−2)} de Gk − Gk−1. Escojamos
también una subcubierta finita de la cubierta {Vα ∩ G3} de G2. La
unión de estas subcubiertas finitas es la subcubierta deseada. ¤

Lema 1.2. Existe ϕ ∈ C∞(Rd) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1 en C(1),
ϕ = 0 en Rd \ C(2), donde C(r) = (−r, r)d.

Teorema 1.1. Particiones de la Unidad. Sean M variedad C∞

y {Uα} cubierta abierta. Existe una partición numerable de la uni-
dad {ϕk} con soporteϕk compacto, subordinada a {Uα}. Existe una
partición de la unidad {ϕα} con una cantidad a lo más numerable de
elementos no nulos y soporteϕα ⊂ Uα ∀α.

Demostración. Sea ϕ como en Lema 1.2. Sea {Gk} como en el
Lema 1.1, G0 = ∅. Para p ∈ M sea kp = max{k : p /∈ Gk}. Escojamos
α(p) tal que p ∈ Uα(p) y (V, τ) carta tal que

τ(p) = 0, C(2) ⊂ τ(V ), V ⊂ Uα(p) ∩ (Gkp+2 \Gkp)

Definamos ψp = ϕ◦ τ en V , cero afuera de V . Aśı ψp = 1 en un abierto
Wp y soporteψp ⊂ V . Para cada k escojamos un subconjunto finito
Fk de Gk \ Gk−1 tal que {Wp : p ∈ Fk} es una cubierta de Gk \ Gk−1.
Aśı {Wp : p ∈ Fk, k ∈ N} es una cubierta numerable de M. Ordenemos
{ψp : p ∈ Fk, k ∈ N} en una sucesión {ψi}. La colección {soporteψi}
es localmente finita. Sea ψ =

∑∞
i=1 ψi, entonces ψ(p) > 0 ∀p ∈ M .

Definimos ϕi = ψi/ψ.
Para cada i escogemos α(i) tal que soporteϕi ⊂ Uα(i). Sea φα =∑
α(i)=α ϕi, entonces soporteφα ⊂

⋃
α(i)=α soporteϕi.

Sea x ∈M , entonces hay una vecindad Wx de x tal que

{i : soporteϕi ∩Wx 6= ∅} = {i1, . . . , ir}
Si soporteφα ∩Wx 6= ∅, α = α(ij) para algún j = 1, . . . , r y aśı

{α : soporteφα ∩Wx 6= ∅} = {α(i1), . . . , α(ir)}.
Por lo tanto {soporteφα} es localmente finita. ¤
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Corolario 1.2. Sean M una variedad C∞, V ⊂ M abierto y
A ⊂ V cerrado. Entonces existe ϕ ∈ C∞(M) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 1
en A y ϕ = 0 en M \ V .

Demostración. {V,M \ A} es una cubierta abiertade M . Sea
{ϕ, ψ} una partición de la unidad con soporteϕ ⊂ V , soporteψ ⊂
M \ A. Si x ∈ A, ψ(x) = 0 y entonces ϕ(x) = 1. ¤

2. El espacio tangente

Sean U ⊂ Rd abierto y p ∈ U , v ∈ Rd. Definiendo

v(f) := Dfp(v) = 〈∇f(p), v〉 =
d∑
i=1

Dif(p)vi

para f ∈ C1(U) podemos considerar a v como un operador lineal en
C1(U) que satisface v(1) = 0 y v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Definición 1.6. Sean M variedad diferenciable y p ∈ M . Defini-
mos una relación de equivalencia en el conjunto de funciones diferen-
ciables en una vecindad de p: f ∼p g ⇐⇒ f ≡ g en alguna vecindad
de p. Una clase de equivalencia [f ] se llama gérmen de función en p.
Notemos que podemos definir [f ](p) = f(p) sin ambigüedad. Sea GpM
el conjunto de estos gérmenes.

En GpM definimos las operaciones [f ] + [g] = [f + g], a[f ] = [af ]
a ∈ R, [f ][g] = [fg].

Definición 1.7. SeaM variedad diferenciable. El espacio tangente
a M en el punto p ∈ M , es el conjunto TpM de operadores lineales
v : GpM → R que satisfacen la regla de Leibnitz

v([fg]) = f(p)v([g]) + g(p)v([f ]).

Como [1] = [1][1], para v ∈ TpM tenemos

v([1]) = 1 · v([1]) + 1 · v([1]) = 2 · v([1])

y aśı v([1]) = 0.

Ejemplo 1.2. Sea p ∈M y sea (U,ϕ) carta con p ∈ U . Definimos

( ∂

∂xi

)
p

: GpM → R,
(
(
∂

∂xi

)
p
([f ]) = Di(f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

Probaremos que
( ∂

∂x1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂xm

)
p

es una base de TpM .
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Lema 1.3. Sea U ⊂ Rm abierto convexo con 0 ∈ U . Sea f ∈
C∞(U). Existen g1, . . . gm ∈ C∞(U) tales que

f(z) = f(0) +
m∑
i=1

zi gi(z), gi(0) = Dif(0).

Demostración. Sea z ∈ U y definamos h(t) = f(tz), entonces

f(z)− f(0) = h(1)− h(0) =

∫ 1

0

h′(t)dt =

∫ 1

0

m∑
i=1

ziDif(tz)dt.

Definiendo gi(z) =
∫ 1

0
Dif(tz)dt obtenemos el Lema ¤

Proposición 1.1. Sean M variedad diferenciable, p ∈ M . Sea
(U,ϕ) carta con p ∈ U . Escribiendo ϕ = (x1, . . . , xm) tenemos que

v =
m∑
i=1

v([xi])
( ∂

∂xi

)
p

para todo v ∈ TpM .

Demostración. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
ϕ(p) = 0. Sea f ∈ C∞(ϕ−1(Br(0))). Por el Lema 1.3 tenemos que

f ◦ ϕ−1(z) = f(p) +
m∑
i=1

zi gi(z), gi(0) = Di(f ◦ ϕ−1)(0),

f = f(p) +
m∑
i=1

xi gi ◦ ϕ.

Aśı

v([f ]) =
m∑
i=1

v([xi])gi◦ϕ(p)+
m∑
i=1

xi(p)v([gi◦ϕ]) =
m∑
i=1

v([xi])Di(f◦ϕ−1)(0)

¤
Corolario 1.3. Sean M variedad diferenciable, p ∈M . Entonces

TpM es un espacio vectorial de la misma dimension que M

Definición 1.8. SeanM,N variedades diferenciables F ∈ C∞(M,N).
Definimos la derivada F∗p : TpM → TF (p)N de F en el punto p por

F∗p(v)([g]) = v([g ◦ F ])

donde v ∈ TpM , [g] ∈ GF (p)N . Algunas veces omitiremos el sub́ındice
p en la derivada.

Proposición 1.2. Sean M,N,P variedades diferenciables F ∈
C∞(M,N), H ∈ C∞(N,P ), p ∈M , q = F (p).



10 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES.

(1) Si F es constante entonces F∗ = 0.
(2) (H ◦ F )∗p = H∗q ◦ F∗p.
(3) Sean (U,ϕ) carta con p ∈ U, z = ϕ(p), ϕ = (x1, . . . , xm)y

e1, . . . , em la base canónica de Rm. Entonces

ϕ−1
∗ϕ(p)(ei) =

( ∂

∂xi

)
p

de donde TpM = ϕ−1
∗ϕ(p)(R

m).

Demostración.
Sean v ∈ TpM , [f ] ∈ GpM, [g] ∈ GqN, [h] ∈ GH(q)P .

(1) Si F es constante, [g ◦ F ] es un germen constante. Aśı

F∗p(v)([g]) = v([g ◦ F ]) = 0.

(2) (H ◦ F )∗p(v)([h]) = v([h ◦H ◦ F ])
= F∗p(v)([h ◦H]) = (H∗q ◦ F∗p)(v)([h])

(3) (ϕ−1
∗ϕ(p)(ei)([f ]) = ei([f ◦ ϕ−1]) = Di(f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

¤.
Sean (U,ϕ), (V, ψ) cartas con p ∈ U, F (p) ∈ V , con ψ = (y1, . . . , yn)

F∗p
( ∂

∂xi
)
)
p
([yj]) =

( ∂

∂xi

)
p
([yj ◦ F ]) = Di(yj ◦ F ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

Por la Proposición 1.1

F∗p
( ∂

∂xi

)
p

=
n∑
j=1

Di(yj ◦ F ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) (
∂

∂yj
)F (p).

O sea que la matriz de F∗p en las bases
{( ∂

∂xi

)
p

}m

i=1
,
{( ∂

∂yj

)
F (p)

}n

j=1

es la matriz jacobiana D(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)(ϕ(p)).

3. El teorema del rango, inmersiones y encajes

Teorema 1.4. Sean M,N variedades diferenciables de dimensio-
nes m,n y h : M → N diferenciable.

(1) Supongamos que rangoh∗p = dimh∗p(TpM) = k . Entonces
existen cartas (U,ϕ), (V, ψ) con ϕ(p) = 0, ψ(h(p)) = 0 tales
que

ψ ◦ h ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = (t1, . . . , tk, gk+1(t), . . . , gn(t))

(2) Si rangoh∗ = k en una vecindad de p entonces existen cartas
(U,ϕ), (V, ψ) con ϕ(p) = 0, ψ(h(p)) = 0 tales que

ψ ◦ h ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = (t1, . . . , tk, 0, . . . , 0)
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Demostración. Como el resultado es local podemos suponer que
que M es una vecindad del origen en Rm , N = Rn y h(0) = 0.
La hipótesis es que la matriz Dh(0) tiene rango k. Permutando las
coordenadas podemos suponer que

Dh(x) =

[
A(x) ∗
∗ ∗

]
, detA(0) 6= 0.

En una vecindad del origen tenemos detA(x) 6= 0. Definimos ϕ : M →
Rm por

ϕ(s1, . . . , sm) = (h1(s), . . . , hk(s), sk+1, . . . , sm)

Dϕ(0) =

[
A(0) ∗

0 I

]
.

Aśı detDϕ(0) 6= 0 y por el teorema de la funcion inversa existe una
vecindad U del origen tal que ϕ : U → ϕ(U) es un difeomorfismo.
Como hi ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = ti para i = 1, . . . , k

h ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = (t1, . . . , tk, gk+1(t), . . . , gn(t))

Supongamos ahora que rangoDh(x) = k en una vecindad del ori-
gen. Sea g = h ◦ ϕ−1, entonces

Dg(t) =



I 0

∗
[∂gi
∂tj

]
i,j≥k


 .

Como rangoDg(t) = k en una vecindad del origen,
∂gi
∂tj

= 0 para

i, j ≥ k y aśı gi(t) = fi(t1, . . . , tk) para i ≥ k. Sea

ψ(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yk, yk+1−fk+1(y1, . . . , yk), . . . , yn−fn(y1, . . . , yk)),

entonces Dψ(y) =

[
I 0
∗ I

]
y

ψ ◦ g(t1, . . . , tm) = ψ(t1, . . . , tk, gk+1(t) . . . , gn(t)) = (t1, . . . , tk, 0, . . . , 0)

¤
Corolario 1.5. Sean M,N variedades diferenciables de dimensio-

nes m,n y h : M → N diferenciable. Sea q ∈ N tal que rangoh∗p = k
para todo punto p en una vecindad de h−1(q) 6= ∅. Entonces h−1(q) es
una variedad diferenciable de dimensión m − k. Cuando k = n, q se
llama valor regular de h.

Demostración. Sea p ∈ h−1(q). Por el Teorema 1.4 existen cartas
(U,ϕ), (V, ψ) tales que ϕ(p) = 0, ψ(q) = 0 y

ψ ◦ h ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = (t1, . . . , tk, 0, . . . , 0).
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Sea z ∈ U , entonces

h(z) = q ⇐⇒ ψ◦h◦ϕ−1(ϕ(z)) = 0 ⇐⇒ ϕ(z) = (0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm).

Aśı h−1(q) ∩ U = ϕ−1({0} × Rm−k), y podemos definir la carta φ =
Π ◦ ϕ|h−1(q) ∩ U , donde Π : Rm → Rm−k es la proyección sobre las
últimas m − k coordenadas. Si j : Rm−k → {0} × Rm−k ⊂ Rm es la
inyección natural, φ−1 = ϕ−1 ◦ j. ¤

Proposición 1.3. Sea q ∈ N valor regular de h : M → N . Para
p ∈ h−1(q) se tiene que Tp h

−1(q) = kerh∗p.
Demostración. Sean m = dimM,n = dimN . Sea (U,ϕ) carta de

h−1(q) con p ∈ U . Entonces h ◦ ϕ−1 es constante. Aśı

h∗p(Tp h−1(q)) = (h ◦ ϕ−1)∗x(Rm−n) = {0},
donde x = ϕ(p). Es decir Tp h

−1(q) ⊂ kerh∗p. Como h∗p es suprayecti-
va dimTp h

−1(q) = m− n = dim kerh∗p. ¤
Ejemplo 1.3. Sean Mn

∼= Rn2
el conjunto de matrices reales n×n,

Sn = {C ∈ Mn : Ct = C} ∼= Rn(n+1)/2, f : Mn → Sn, f(A) = AAt. El
grupo ortogonalO(n) = f−1(I) es una variedad de dimensión n(n−1)/2
ya que I es un valor regular de f . En efecto sean A,B ∈Mn, entonces

f∗A(B) = lim
s→0

1

s
((A+ sB)(A+ sB)t − AAt) = ABt +BAt.

Sean A ∈ O(n), C ∈ Sn. Tomando B = 1
2
CA tenemos que

f∗A(B) =
1

2
(AAtCt + CAAt) =

1

2
(Ct + C) = C.

Aśı f∗A es suprayectiva.

TIO(n) = ker f∗I = {B ∈Mn : Bt +B = 0}
es el conjunto de matrices antisimétricas.

Definición 1.9. Sean M,N variedades diferenciables y sea h ∈
C∞(M,N).

• Decimos que h es una inmersión si h∗x es inyectiva para todo
x ∈M .
• Una inmersión h se llama encaje si es un homeomeomorfis-

mo sobre su imagen h(M), teniendo esta última la topoloǵıa
relativa como subconjunto de N .

Proposición 1.4. Si h : M → N es una imersión inyectiva y M
es compacto entonces h es un encaje.

Demostración. Sólo tenemos que probar que h−1 : h(M) → M
es continua. Sea U ⊂ M abierto, entonces M \ U es cerrado. Como
M es compacto, M \U es compacto. Aśı h(M \U) es compacto y por
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consiguiente cerrado. Como h es inyectiva, h(M \ U) = h(M) \ h(U),
de donde h(U) es abierto en h(M). ¤

Observación 1.3. Si h : M → N es un encaje entonces h(M) es
una variedad de la misma dimensión queM . En efecto para p ∈M sean
(U,ϕ), (V, ψ) con cartas tales que ϕ(p) = 0, ψ(h(p)) = 0, h(U) ⊂ V y

ψ ◦ h ◦ ϕ−1(t1, . . . , tm) = (t1, . . . , tk, 0, . . . 0)

Como h es un encaje, h(U) es un abierto y por lo tanto hay una
abierto
Si rangoh∗ = k en una vecindad de p entonces existen cartas

Vamos a probar que cualquier variedad diferenciable compacta pue-
de encajarse en algún espacio euclidiano.

Proposición 1.5. Sean M variedad diferenciable y {Vα : α ∈ A}
una cubierta localmente finita.

(1) Si K ⊂ M es compacto entonces {α ∈ A : Vα ∩ K 6= ∅} es
finito.

(2) Si Vα 6= ∅ ∀α ∈ A, entonces A es a lo más numerable.

Demostración.

(1) Para cada p ∈ M sea Wp vecindad talque Ap = {α ∈ A :
Vα ∩ Wp 6= ∅} es finito. Escojamos una subcubierta finita
{Wp1 , . . . ,Wpr} de K. Si Vα ∩K 6= ∅, entonces Vα ∩Wpi para
algun i = 1, . . . , r y asi α ∈ Api . Luego

{α ∈ A : Vα ∩K 6= ∅} ⊂
r⋃
i=1

Api

(2) Hay una sucesión creciente de compactos Ki tales que M =⋃
i∈NKi. Por el inciso anterior, Bi = {α ∈ A : Vα ∩Ki 6= ∅} es

finito. Como todo Vα debe intersectar algún Ki, A ⊂
⋃
i∈NBi.

¤
Proposición 1.6. Sea M variedad diferenciable.

(1) Si V ⊂ M es abierto y A ⊂ V es cerrado. Entonces existe U
abierto tal que A ⊂ U ⊂ U ⊂ V .

(2) Si {Vi} es una cubierta abierta localmente finita, existe una
cubierta abierta {Ui} tal que Ui ⊂ Vi ∀i.

Demostración.

(1) Sea ϕ : M → [0, 1] diferenciable tal que ϕ = 1 en A y ϕ = 0
en M \ V . Sea U = ϕ−1[0, 1/2).

(2) Por la Proposición 1.5, la cubierta {Vi} es alo más numerable.
El conjunto A1 = M \⋃

i>1 Vi es cerrado y A1 ⊂ V1. Por (1)
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existe U1 abierto tal que

A1 ⊂ U1 ⊂ U1 ⊂ V1, y aśıM = U1 ∪
⋃
i>1

Vi.

A2 = M \ (U1 ∪
⋃
i>2 Vi) es cerrado y A2 ⊂ V2. Por (1) existe

U2 abierto tal que

A2 ⊂ U2 ⊂ U2 ⊂ V2, y aśıM = U1 ∪ U2 ∪
⋃
i>2

Vi.

Continuamos el proceso inductivamente. Sea p ∈ M . Como
{Vi} es localmente finita ∃N tal que p /∈ Vi si i > N . Como
M =

⋃
i≤N Ui ∪

⋃
i>N Vi, tenemos que p ∈ ⋃

i≤N Ui. ¤
Teorema 1.6. Si M es una variedad diferenciable compacta, en-

tonces hay un encaje f : M → Rn para algún n.

Demostración. Como M es compacta, hay una colección finita
{(V1, ψ1), . . . , (Vk, ψk)} de cartas coordenadas tal que M =

⋃k
i=1 Vi.

Por la Proposición 1.6, existe una cubierta {U1, . . . , Uk} tal que Ui ⊂
Vi. Por el Corolario 1.2 existe ϕi : M → [0, 1] diferenciable tal que
ϕi(Ui) = 1 y soporteϕ1 ⊂ Vi. Sea m = dimM y definamos

f = (ϕ1ψ1, . . . , ϕkψk, ϕ1, . . . , ϕk) : M → Rk(m+1).

f es inyectiva. Supongamos que f(p) = f(q), p, q ∈ M . Si p ∈ Ui,
ϕi(p) = 1, entonces ϕi(q) = 1 y aśı q ∈ Vi. Luego ψi(p) = ϕi(p)ψi(p) =
ϕi(q)ψi(q) = ψi(q) y entonces p = q.

f es una inmersión.

f∗ = [(ϕ1ψ1)∗, . . . , (ϕkψk)∗, ϕ1∗, . . . , ϕk∗]

Sea p ∈ Ui. Como ϕiψi = ψi en Ui, (ϕiψi)∗p = ψi∗p es un isomorfismo.
¤

4. Variedades con frontera

Definición 1.10. Sean X ⊂ Rm, f : X → Rn. Decimos que f es
de clase Ck si ∀x ∈ X, ∃F ∈ Ck(V,Rn) tal que V es una vecindad de
x y f |X ∩ V = F |X ∩ V .

Definición 1.11. Sea M un espacio de Hausdorff.

• La pareja (U,ϕ) es una carta de m-variedad con frontera en M
si ϕ es un homeomeorfismo del abierto U ⊂ M en un abierto
del semiespacio Hm = {(x1, . . . , xm) : xm ≥ 0}
• Dos cartas (U,ϕ), (V, ψ) se llaman Ck compatibles si ϕ ◦ ψ−1 :
ψ(U ∩ V )→ Hm, ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ Hm son de clase Ck.
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• Un atlas A de variedad con frontera, de clase Ck en M es una
colección de cartas cuyos dominios cubren M y cualesquiera
dos de ellas son Ck compatibles.
• Una variedad con frontera de dimensión m y clase Ck es un

espacio de Hausdorff M con base numerable junto con un atlas
maximal A de variedad con frontera de clase Ck .
• Sean (M,A) una variedad Ck con frontera y (U,ϕ) ∈ A. Si
ϕ(x) ∈ ∂Hm = {(x1, . . . , xm) : xm = 0} decimos que x es un
punto fronterizo para la carta (U,ϕ).

Observación 1.4. La condicion de ser un punto fronterizo no de-
pende de la carta.

En efecto, sean (U,ϕ), (V, ψ) cartas tales que y = ϕ(x) ∈ ∂Hm y
supongamos que z = ψ(x) /∈ ∂Hm. Entonces ∃r > 0 tal que Br(z) ⊂
ψ(U ∩ V ) \ ∂Hm. Sea F : W → Rm tal que W es vecindad de y
y F |W ∩ Hm = ψ ◦ ϕ−1|W ∩ Hm. Aśı F ◦ ϕ ◦ ψ−1 es la identidad,
entonces D(ϕ ◦ ψ−1)(z) es invertible y por el teorema de la función
inversa ∃ 0 < ε < r tal que ϕ ◦ ψ−1(Br(z)) ⊂ ϕ(U ∩ V ) ⊂ Hm es un
abierto de Rm. Esto contradice el hecho de que y ∈ ∂Hm.

Definición 1.12. Sea M variedad Ck con frontera. La frontera
de M es el conjunto ∂M de puntos fronterizos para alguna carta. El
interior de M es el conjunto M \∂M . Por la Observación 1.4, el interior
de M es el conjunto de puntos para los cuales existe una carta (U,ϕ)
con ϕ(U) abierto de Rm. Por lo tanto el interior de M es una variedad
Ck (sin frontera).

Proposición 1.7. Sea M una variedad diferenciable con fronte-
ra de dimensión m. Entonces ∂M es una variedad diferenciable de
dimensión m− 1 (sin frontera).

Demostración. Sea B el conjunto de cartas (U,ϕ) de M tales que
U ∩ ∂M 6= ∅. Sea Π : Rm → Rm−1 la proyección sobre las primeras
m− 1 coordenadas. Entonces {(U ∩ ∂M,Π ◦ ϕ|U ∩ ∂M) : (U,ϕ) ∈ B}
es un atlas para ∂M . ¤

Proposición 1.8. Sea M una variedad diferenciable (sin frontera)
de dimensión m Sea f : M → R diferenciable y supongamos que 0 es
un valor regular. Entonces f−1([0,∞)) es una variedad con frontera
f−1(0).

Demostración. El conjunto f−1((0,∞)) es abierto. Si p ∈ f−1(0),
por (1) del Teorema 1.4, existe (U,ϕ) carta tal que ϕ(p) = 0 y

f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xm) = xm.

Aśı f−1([0,∞))∩U = ϕ−1(Hm) , y entonces (ϕ−1(Hm), ϕ|ϕ−1(Hm)) es
una carta de variedad con frontera. ¤





CAṔıTULO 2

Haces vectoriales

1. Haces vectoriales y sus transformaciones

Definición 2.1. Sean E,B espacios topológicos, p : E → B conti-
nua y suprayectiva.

• Una carta local de haz vectorial de rango n para p : E → B
es una pareja (U,ϕ) donde U ⊂ B es abierto y ϕ : p−1(U) →
U × Rn es un homeomorfismo tal que el diagrama

p−1(U)
ϕ−→ U × Rn

p↘ ↙ π1

U

conmuta. Aśı, ∀b ∈ U ϕ(p−1(b)) ⊂ {b} × Rn y tenemos un
homeomorfismo ϕb = π2 ◦ ϕ|p−1(b).
• Un atlas de haz vectorial para p : E → B es una colección Φ

de cartas locales de haz vectorial cuyos dominios cubren B y
tal que ϕb ◦ψ−1

b : Rn → Rn es un isomorfismo lineal para todo
(U,ϕ), (V, ψ) ∈ Φ, b ∈ U ∩ V .
• Una estructura de haz vectorial para p : E → B es un atlas de

haz vectorial maximal.
• Si E,B son variedades diferenciables y las cartas locales son

difeomorfismos, entonces p : E → B es diferenciable y decimos
que el haz vectorial es diferenciable.

Observación 2.1. Si Φ es un atlas de haz vectorial para p : E →
B, podemos definir una estructura de espacio vectorial en cada fibra
Eb = p−1(b) declarando que ϕb es un isomorfismo para alguna y aśı para
cualquier (U,ϕ) ∈ Φ con b ∈ U .

El ejemplo más simple de haz vectorial es π1 : B×Rn → B, conocido
como haz trivial. Por tal razón una carta local de haz vectorial se llama
también trivialización local.

Definición 2.2. Sea {Uα} una cubierta abierta de B. Una colec-
ción de transformaciones continuas {gαβ : Uα ∩ Uβ → Gl(n)} se llama
cociclo para la cubierta {Uα} si

∀α, β, γ gαα(b) = I, gαβ(b)gβγ(b) = gαγ(b).

17
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Como gαβ(b)gβα(b) = gαα(b) = I, tenemos que gαβ(b) = gβα(b)
−1.

Proposición 2.1. Sea B un espacio topológico.

(1) Si {(Uα, ψα)} es un atlas de haz vectorial entonces gαβ(b) =
(ψα)b ◦ (ψβ)

−1
b define un cociclo.

(2) Todo cociclo {gαβ} para una cubierta {Uα} de B define un
atlas de haz vectorial {(Uα, ψα)}.

Demostración. (1) es claro. Para (2) definimos la relación de
equivalencia ∼ en X =

⋃
α{α} × Uα × Rn mediante

(α, b, v) ∼ (β, y, w) ⇐⇒ b = y ∈ Uα ∩ Uβ, v = gαβ(b)w.

La reflexividad se sigue de gαα(b) = I, la transitividad de gαβ(b)gβγ(b) =
gαγ(b) y la simetŕıa de gαβ(b) = gβα(b)

−1.
Sean E = X/ ∼ y p : E → B dada por p([α, b, v]) = b.

p−1(Uα) = {[α, b, v] : b ∈ Uα, v ∈ Rn}
ψα∼= Uα × Rn.

Observación 2.2. Si el haz vectorial p : E → M es diferenciable,
el cociclo definido en (1) de la Proposición 2.1 consiste de transforma-
ciones diferenciables.

Si (M, {(Uα, ϕα)}) es una variedad diferenciable de dimensión m y
{gαβ : Uα ∩ Uβ → Gl(n)} es un cociclo de transformaciones diferen-
ciables, entonces el haz definido en (2) de la Proposición 2.1 tiene el
atlas {(p−1(Uα), (ϕα× id)◦ψα)} de variedad diferenciable de dimensión
n+m.

Ejemplo 2.1. El Haz Tangente.
Sea (M, {(Uα, ϕα)}) variedad diferenciable de dimensión m. El haz

tangente a M es TM =
⋃
p∈M TpM con la proyección π : TM → M

con fibra TpM . Si p ∈ Uα, (ϕα)∗p : TpM → Rm es un isomorfismo dado
por (ϕα)∗p(V ) = (V ([x1]), . . . , V ([xm])).

Nos faltaŕıa definir una topoloǵıa en TM . En lugar de eso podemos
utilizar (2) de la Proposición 2.1. Para p ∈ Uα ∩ Uβ sea

gαβ(p) = (ϕα)∗p ◦ (ϕβ)
−1
∗p = D(ϕα ◦ ϕ−1

β )(ϕβ(p)),

entonces {gαβ} es un cociclo para la cubierta {Uα}. Sea Π : TM →M
el haz definido por la Proposición 2.1.

Sea F : TM → TM dada por F ([α, p, v]) = (ϕα)
−1
∗p (v). Observemos

que si p ∈ Uα ∩ Uβ , v = gαβ(p)w ⇐⇒ (ϕα)
−1
∗p (v) = (ϕβ)

−1
∗p (w). Por

lo tanto F esta bien definida y F : Π−1(p) → TpM es un isomorfismo
para todo p ∈M . Por lo tanto identificaremos TM y TM .
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De acuerdo con la Observación 2.2, TM es un variedad diferenciable
con cartas Tϕα : π−1(Uα)→ ϕα(Uα)× Rn dadas por

Tϕα(V ) = (ϕα × id) ◦ ψα ◦ F−1(V ) = (ϕα × id)(p, (ϕα)∗p(V ))

= (ϕα(p), V ([x1]), . . . , V ([xm])

Ejemplo 2.2. El dual de un haz vectorial.
Sea p : E → B un haz vectorial de rango n y para cada b ∈ B sea

Eb = p−1(b) . El haz dual de E es E∗ =
⋃
b∈B E

∗
b con la proyección

p∗ : E∗ → B con fibra E∗
b . Sea {(Uα, ψα)} un atlas de haz vectorial

para p : E → B. Si b ∈ Uα, (ψα)b : Eb → Rn es un isomorfismo con
transpuesta (ψα)

t
b : Rn∗ ∼= Rn → E∗

b . Definimos (ψα)
∗
b = [(ψα)

t
b]
−1 y

g∗αβ = (ψα)
∗
b [(ψβ)

∗
b ]
−1 = (gtβα).

Entonces {g∗αβ} es un cociclo y como hicimos con el haz tangente, po-
demos identificar el haz vectorial definido por la Proposición 2.1 con
E∗.

Si E = TM , el haz T ∗M = E∗ se llama haz cotangente de M . Si
[f ] es un germen en p definimos df ∈ T ∗pM mediante dfp(v) = v([f ]).
En particular si (U,ϕ = (x1, . . . , xm)) es una carta con p ∈ U ,

dxip

(( ∂

∂xj

)
p

)
= Dj(xi ◦ ϕ−1) = δij

y aśı dx1p, . . . , dxmp es la base de T ∗pM dual a
( ∂

∂x1

)
p
, . . . ,

( ∂

∂xm

)
p
.

Definición 2.3. Sean p : E → B, p′ : E ′ → B′ haces vectoriales.

• Una transformación F : E → E ′ se llama fibrada si existe
f : B → B′ tal que el diagrama

E
F−−−→ E ′

yp

yp′

B
f−−−→ B′

conmuta, o sea que ∀b ∈ B, F (Eb) ⊂ E ′
f(b). En tal caso (F, f)

se llama par fibrado.
• El par fibrado (F, f) de transformaciones continuas se llama

homomorfismo de haces si ∀b ∈ B, F : Eb → E ′
f(b) es lineal.

• El par fibrado (F, f) se llama equivalencia de haces si f es un
homeomorfismo y ∀b ∈ B, F : Eb → E ′

f(b) es isomorfismo.

• Si B = B′, una equivalencia (F, id) se llama isomorfismo.
• El haz p : E → B se llama trivial si es isomorfo al haz trivial
π1 : B × Rn → Rn.
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• Una variedad diferenciable M se llama paralelizable si TM es
trivial.

Ejemplo 2.3. Sean M,N variedades, f : M → N diferenciable y
definamos f∗ : TM → TN por f∗|TpM = f∗p. Entonces f∗ es diferen-
ciable y (f∗, f) es un homomorfismo de haces. Si f es un difeomorfismo,
entonces (f∗, f) es una equivalencia de haces.

Definición 2.4. • Una sección del haz vectorial p : E → B
es una transformación continua s : B → E tal que p ◦ s = id.
• Si el haz p : E → M es diferenciable, Γ(E) denotará al con-

junto de secciones diferenciables del haz.
• Un campo vectorial en M es un elemento de X(M) = Γ(TM)

y una 1-forma en M es un elemento de Ω1(M) = Γ(T ∗M).

Proposición 2.2. El haz vectorial p : E → B de rango n es trivial
si y solo si existen secciones s1, . . . , sn tales que (s1(b), . . . , sn(b)) es
una base de Eb para todo b ∈ B.

Demostración.
⇒) Si F : B × Rn → E define un isomorfismo de haces, definamos

secciones si, i = 1, . . . , n por si(b) = F (b, ei) donde (e1, . . . , en) es la
base canónica de Rn.
⇐) Si s1, . . . , sn son secciones tales que ∀b ∈ B (s1(b), . . . , sn(b))

es una base de Eb, definamos F : B × Rn → E por F (b, t1, . . . , tn) =
t1s1(b) + · · ·+ tnsn(b). ¤

Ejemplo 2.4. Consideremos la inmersión f : Rn → Cn

f(x1, . . . , xn) = (exp(ix1), . . . , exp(ixn)).

El n-toro Tn = f(Rn) = S1 × · · · × S1 es paralelizable.
En efecto, f(x+m) = f(x) si y solo si m ∈ (2πZ)n. Sea tm : Rn →

Rn la traslacion x 7→ x +m. Para m ∈ (2πZ)n, f = f ◦ tm y asi f∗ =
(f◦tm)∗ = f∗◦(tm)∗. Si (x, v) ∈ TRn = Rn×Rn, (tm)∗(x, v) = (x+m, v)
y luego f∗(x, v) = f∗(x + m, v). Podemos por lo tanto, definir sin
ambigüedad campos vectoriales si en Tn mediante si(f(x)) = f∗(x, ei).

2. Orientabilidad

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensión n. Definimos la re-
lación∼ en el conjunto de bases ordenadas de V mediante (v1, . . . , vn) ∼
(w, . . . , wn) si y solo si la matriz de cambio de base [Aij] dada por
wj =

∑
iAijvi, tiene determinante positivo. Hay dos clases de equiva-

lencia y a cualquiera de ellas se le llama orientación de V . Si f : V → V ′

es un isomorfismo de haces vectoriales tenemos definida una función
f([v1, . . . , vn]) = [f(v1), . . . , f(vn)].



2. ORIENTABILIDAD 21

La orientación natural ω de Rn es la clase de equivalencia de la base
canónica.

Definición 2.5. Sea p : E → B haz vectorial.

• Decimos que la elección de una orientación Ob de la fibra Eb
para cada b ∈ B es continua, si para cada trivialización local
(U, ψ) con U conexa, los isomorfismos ψb : Eb → Rn satisfacen
que ∀b ∈ U , ψb(Ob) = ω o que ∀b ∈ U , ψb(Ob) 6= ω.
• Decimos que el haz es orientable si existe una elección continua

de una orientación para cada fibra.
• Decimos que una variedad diferenciable M es orientable si TM

es orientable.

Observación 2.3. Si el haz vectorial p : E → B es orientable
y (U,ϕ), (V, ψ) son trivializaciones locales con U, V conexos, entonces
det(ϕb ◦ ψ−1

b ) tiene el mismo signo para todo b ∈ U ∩ V .

Ejemplo 2.5. Si el haz vectorial p : E → B es trivial, sean
s1, . . . , sn secciones tales que ∀b ∈ B, (s1(b), . . . , sn(b)) es base de Eb
entonces la elección b 7→ [s1(b), . . . , sn(b)] es continua y por lo tanto el
haz es orientable.

Proposición 2.3. Si existe un atlas {(Uα, ψα)} del haz vectorial
p : E → B tal que para el cociclo correspondiente det gαβ > 0 ∀α, β,
entonces el haz es orientable.

Demostración. Para cada b ∈ Uα escogemos Ob = (ψα)
−1
b (ω). La

elección no depende de α ya que det gαβ > 0 implica que gαβ(b)(ω) = ω.
Sea (V, ϕ) una trivialización local con V conexo, entonces {b ∈ V :
ϕb(Ob) = ω} y {b ∈ V : ϕb(Ob) 6= ω} son ambos abiertos ya que si
b ∈ V ∩ Uα entonces hay una vecindad W de b donde det((ψα)p ◦ ϕ−1

p )
no cambia de signo. ¤

Dado un atlas {(Uα, ϕα)} de la variedad diferenciable M , el cociclo
correspondiente de TM es

gαβ = D(ϕα ◦ ϕ−1
β ) ◦ ϕβ.

Corolario 2.1. La variedad diferenciable M es orientable si y solo
existe un atlas {(Uα, ϕα)} tal que detD(ϕα ◦ ϕ−1

β ) > 0.

Ejemplo 2.6. Consideremos la circunferencia S1 = {eix : x ∈ R}
con la cubierta U0 = {eix : |x| < π}, U1 = {eix : x ∈ (0, 2π)}.

Para A ∈ Gl(n) consideremos el haz pA : EA → S1 definido por el
cociclo g : U0 ∩ U1 → Gl(n) dado por

g(eix) =

{
I x ∈ (0, π)

A x ∈ (π, 2π)
.
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El haz es orientable si y solo si detA > 0. Cuando n = 1 y A = −1,
EA es la banda de Möbius.

3. Algebra multilineal, operaciones con haces

Definición 2.6. Sean V1, . . . , Vk espacios vectoriales sobre R.

• f : V1 × · · · × Vk → R se llama multilineal si ∀i = 1, . . . , k
vi, wi ∈ Vi, λ ∈ R

f(v1, . . . , λvi+wi, . . . , vk) = λf(v1, . . . , vi, . . . , vk)+f(v1, . . . , wi, . . . , vk)

• El producto tensorial V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

k es el conjunto de funciones
multilineales f : V1 × · · · × Vk → R
• Si f ∈ V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
k , g ∈ V ∗

k+1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
m definimos

f ⊗ g(v1, . . . , vm) = f(v1, . . . , vk)g(vk+1, . . . , vm).

de tal suerte que f ⊗ g ∈ V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

m.
• Sean Ai : Vi → Wi, i = 1 . . . k lineales, definimos

A∗1 ⊗ · · · ⊗ A∗k : W ∗
1 ⊗ · · · ⊗W ∗

k → V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

k ,

A∗1 ⊗ · · · ⊗ A∗k(f)(v1, . . . , vk) = f(A1(v1), . . . , A(vk)).

En el caso en que Vi = V,Wi = W,Ai = A ∀i, denotaremos simplemente
por A∗ a la transformación A∗ ⊗ · · · ⊗ A∗.

Observaciones 2.4. Sean V,W espacios vectoriales.

• Sean {v1, . . . , vm}, {w1, . . . , wn} bases de V,W y {v∗1, . . . , v∗m},
{w∗1, . . . , w∗n} las bases duales de V ∗,W ∗. Entonces {v∗i ⊗w∗j :
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} es una base de V ∗ ⊗W ∗ y para
cualquier f ∈ V ∗ ⊗W ∗ tenemos

f =
m∑
i=1

n∑
j=1

f(vi, wj)v
∗
i ⊗ w∗j .

Similarmente para V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

k .
• Hay un isomorfismo canónico iV : V → (V ∗)∗ dado para v ∈
V, α ∈ V ∗ por iV (v)(α) = α(v). Por lo tanto, V1 ⊗ · · · ⊗ Vk
puede definirse como el conjunto de funciones multilineales
f : V ∗

1 × · · · × V ∗
k → R.

• V ∗ ⊗W ∼= hom(V,W ) = {g : V → W : g es lineal}. En efecto
sea h : hom(V,W )→ V ∗⊗W dada por h(g)(v, w∗) = w∗(g(v)),
cuya inversa esta dada por h−1(f)(v) = i−1

W (f(v, ·)).
Definición 2.7. Si p1 : E1 → B, . . . , pk : Ek → B son haces

vectoriales de rangos n1, . . . nk, entonces el producto tensorial

E1 ⊗ · · · ⊗ Ek =
⋃

b

(E1)b ⊗ · · · ⊗ (Ek)b
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con la proyección p con fibra (E1)b ⊗ · · · ⊗ (Ek)b es un haz vectorial
de rango n1 · · ·nk. Si {Uα} es una cubierta de B y (gi)αβ es el cociclo
correspondiente para el haz Ei, entonces (g1)αβ ⊗ · · · ⊗ (gk)αβ es el
cociclo correspondiente para el haz E1 ⊗ · · · ⊗ Ek.

Ejemplo 2.7. Una métrica en el haz diferenciable p : E → M es
una sección G ∈ Γ(E∗ ⊗E∗) tal que ∀p ∈M,G(p) es positivo definido
y simétrico. Una métrica riemanniana en M es una métrica en TM .
Siempre existe una métrica para p : E →M . En efecto, sea {Uα, ψα)}
un atlas de haz vectorial y para p ∈ Uα definamos

Gα(p) =
m∑

i,j=1

δij(ψα)
∗
b(e

∗
i ⊗ e∗j)

donde δij es la delta de Kronecker. Sea {hα} una partición de la unidad
subordinada a {Uα}. Definimos G =

∑
α hαGα.

Definición 2.8. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos
por T rs (M) al haz T ∗M⊗r⊗TM⊗s. Un elemento de Γ(T rs (M)) se llama
tensor r-covariante, s -contravariante.

Observación 2.5. Para R ∈ Γ(T rs (M)), definamos R : X(M)r ×
Ω1(M)s → C∞(M) mediante

R(X1, . . . Xr, ω1, . . . , ωs)(p) = Rp(X1(p), . . . Xr(p), ω1(p), . . . , ωs(p)).

Si f ∈ C∞(M), R(X1, . . . , fXi, . . . , Xr, ω1, . . . , ωs) =

R(X1, . . . , Xr, ω1, . . . , fωj . . . , ωs) = fR(X1, . . . , Xi, . . . , Xr, ω1, . . . , ωs).

Decimos que R es C∞(M) - multilineal.

En una carta local U,ϕ = (x1, . . . , xm) tenemos

R|U =
m∑

i1,...,ir,j1,...js=1

T j1,...jsi1,...,ir
dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxir ⊗ ∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xis

donde T j1,...jsi1,...,ir
= R|U

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir
, dxi1 , . . . , dxis

)
.

Ejemplo 2.8.

T 1
1 (M) =

⋃
p

T ∗pM ⊗ TpM =
⋃
p

hom(TpM,TpM) = hom(TM, TM).

El tensor de Kronecker δ ∈ Γ(T 1
1 (M)) se define por δ(p) = id : TpM ←↩.

Definimos la contracción c : Γ(T 1
1 (M)) → C∞(M) por c(A)(p) =

TrA(p). En una carta local U,ϕ = (x1, . . . , xm),

δ|U =
m∑

i,j=1

δij
∂

∂xi
⊗ dxj, A|U =

m∑
i,j=1

Aij
∂

∂xi
⊗ dxj, c(A)|U =

m∑
i=1

Aii.
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Proposición 2.4. Si S : X(M)r → C∞(M) es C∞(M)-multilineal,
entonces ∃R ∈ Γ(T r(M)) tal que S = R.

Demostración. Sea z ∈ TpM y sea U,ϕ = (x1, . . . , xm) carta tal

que p ∈ U , entonces z =
∑

i ai(
∂

∂xi
)p. Sea h ∈ C∞(M) tal que h(p) = 1

y soporteh ⊂ U . Definiendo Z =
∑

i aih
∂

∂xi
, tenemos que Z(p) = z.

Por lo tanto, dados z1, . . . , zr ∈ TpM existen Z1, . . . , Zr ∈ X tales que
Zi(p) = zi y definimos Rp : TpM

r → R por

Rp(z1, . . . , zr) = S(Z1, . . . , Zr)(p).

Tenemos que demostrar que la definición no depende de la elección de
los Zi ∈ X(M). Por comodidad lo haremos para r = 1.

Lemita 1. Si Y, Z ∈ X(M) coinciden en una vecindad V de p,
entonces S(Y )(p) = S(Z)(p).

Demostración. Sea h ∈ C∞(M) con h(p) = 1 y soporteh ⊂
V , entonces hS(Y ) = S(hY ) = S(hZ) = hS(Z). Evaluando en p
obtenemos el Lemita 1.

Lemita 2. Sean Y, Z ∈ X(M) tales que Y (p) = Z(p), entonces
S(Y )(p) = S(Z)(p).

Demostración. Sea X = Z − Y entonces X(p) = 0 y queremos
demostrar que S(X)(p) = 0. Sea U,ϕ = (x1, . . . , xm) carta tal que p ∈
U . Sea h ∈ C∞(M) con h = 1 en una vecindad V de p y soporteh ⊂ U ,
entonces X y h2X coinciden en V . Pero

h2X =
m∑
i=1

h2X(xi)
( ∂

∂xi

)
, S(h2X) =

m∑
i=1

hX(xi)S
(
h
∂

∂xi

)

Como X(p) = 0, X(xi)(p) = 0 y aśı, por el Lemita 1

S(X)(p) = S(h2X)(p) = 0.

¤
Observación 2.6. Sea p : E → M un haz vectorial diferenciable.

El procedimiento usado en la demostración de la Proposición 2.4, per-
mite construir en una vecindad U de cualquier punto q ∈M , una base
local {s1, . . . , sn} ⊂ Γ(E). Es decir que {s1(x), . . . , sn(x)} es una base
de Ex ∀x ∈ U . En efecto sea V, ψ una carta de p : E →M con q ∈ V .
Sea U vecindad de q tal que U ⊂ V y sea h ∈ C∞(M, [0, 1]) con h = 1
en U y soporteh ⊂ V . Para i = 1, . . . , n sea si(x) = h(x)ψ−1(x, ei).
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4. Campos vectoriales y flujos

Teorema 2.2. Existencia y unicidad.
Sean U ⊂ Rm abierto, X ∈ C1(U,Rm).

• Dados x0 ∈ U , t0 ∈ R, existen ε > 0 y una única solución
α : (t0 − ε, t0 + ε)→ U a la ecuación diferencial

(2.1) x′ = X(x)

que satisface α(t0) = x0.
• Para cada x ∈ U sea J(x) el intervalo maximal donde esta

definida una solución J(x) → U a (2.1) que satisface 0 7→ x.
Escribiendo t 7→ ϕt(x) = ϕ(t, x) tal solución, se tiene que el
conjunto Ω = {(t, x) : x ∈ U, t ∈ J(x)} es abierto y la función
ϕ : Ω→ U es de clase C1.
• Si se satisfacen dos de las condiciones t ∈ J(x), t+ s ∈ J(x),
s ∈ J(ϕt(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

ϕt+s(x) = ϕs(ϕt(x)).

La función ϕ : Ω → U dada por el Teorema 2.2 se llama el flujo
local definido por el campo vectorial X ∈ C1(U,Rm). Para cada x ∈ U ,
la derivada A(t) = Dϕt(x) satisface la ecuación diferencial

(2.2) A′(t) = DX(ϕt(x))A(t)

conocida como la primera variación de 2.1.

Proposición 2.5. Si X ∈ Ck(U,Rm), entonces ϕ ∈ Ck(Ω, U)

Demostración. Por inducción.
Supongamos que el resultado es valido para cualquier campo vec-

torial de clase Ck y que X ∈ Ck+1(U,Rm). Consideremos el campo
vectorial Y (x, u) = (X(x), DX(x)u) cuyo flujo local esta dado por

Φt(x, u) = (ϕt(x), Dϕt(x)u).

Como Y ∈ Ck(U × Rm), Φ ∈ Ck(Ω× Rm, U × Rm). ¤
Definición 2.9. Sean M una variedad diferenciable y α : I ⊂ R→

M una curva diferenciable. Definimos el vector tangente a la curva en
α(t) por α′(t) = α∗(d/dt)t.

Observación 2.7. Sea h : M → N un difeomorfismo y sea X ∈
X(M) consideremos el campo vectorial h∗X ∈ X(N) definido por h∗X(y) =
h∗(X(h−1(y))). Sean α : I → M una curva diferenciable y β = h ◦ α.
Entonces β′(t) = h∗ ◦ α∗(d/dt)t = h∗(α′(t)). Aśı

α′(t) = X(α(t)) ⇐⇒ β′(t) = h∗(X(α(t))) = h∗X(β(t)),
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o sea que α es una solución de la ecuación diferencial x′ = X(x) si y solo
si β = h ◦ α es una solución de la ecuación diferencial y′ = h∗(X)(y).
Si F : N → L es otro difeomorfismo (F ◦ h)∗X = F∗(h∗X). En efecto

(F ◦ h)∗X(F (h(x))) = (F ◦ h)∗x(X(x)) = F∗h(x)(h∗x(X(x)))

= F∗h(x)(h∗X(h(x))) = F∗(h∗X)(F (h(x))).

Tenemos ahora la versión para variedades del Teorema 2.2

Teorema 2.3. Sea M una variedad diferenciable y sea X ∈ X(M).

• Dados p ∈ M , t0 ∈ R, existen ε > 0 y una única solución
α : (t0 − ε, t0 + ε)→M a la ecuación diferencial

(2.3) x′ = X(x)

que satisface α(t0) = p.
• Para cada x ∈ M sea J(x) el intervalo maximal donde esta

definida una solución J(x) → U a (2.3) que satisface 0 7→ x.
Escribiendo t 7→ ϕt(x) = ϕ(t, x) tal solución, se tiene que el
conjunto Ω = {(t, x) : x ∈M, t ∈ J(x)} es abierto y la función
ϕ : Ω→M es diferenciable.
• Si se satisfacen dos de las condiciones t ∈ J(x), t+ s ∈ J(x),
s ∈ J(ϕt(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

ϕt+s(x) = ϕs(ϕt(x)).

Demostración. Sea (U, ψ) carta con p ∈ U . Consideremos el
campo vectorial diferenciable Y = ψ∗X : ψ(U)→ Rm. Por el Teorema
2.2 existen ε > 0 y una única solución β : (t0 − ε, t0 + ε) → M a
la ecuación diferencial y′ = Y (y) que satisface β(t0) = ψ(p). Por la
Observación 2.7 α = ψ−1 ◦ β es la única solución a (2.3) definida en
(t0− ε, t0 + ε) que satisface α(t0) = p. Las demás afirmaciones se sigue
también del Teorem 2.2. ¤

Observación 2.8. La función ϕ : Ω→M es el flujo local definido
por X ∈ X(M). Se sigue de la Observación 2.7 y del Teorema 2.3 que
si h : M → N es un difeomorfismo X ∈ X(M) entonces el flujo local
de h∗X es (t, y) 7→ h ◦ ϕt ◦ h−1.

Teorema 2.4. Sean M variedad compacta y X ∈ X(M), entonces
Ω = R×M .

Demostración. Para cada x ∈M sean ε(x) > 0 y Ux vecindad de
x tales que (−ε(x), ε(x))× Ux ⊂ Ω. Sea {Ux1 , . . . , Uxk} cubierta de M
y pongamos ε = min{ε(x1), . . . , ε(xk)}. Para t ∈ R, sean k(t) = [2t/ε]
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y s(t) = t− k(t)ε/2. Definamos

ϕt =

{
ϕs(t) ◦ ϕ◦k(t)ε/2 t ≥ 0

ϕs(t) ◦ ϕ◦−k(t)−ε/2 t < 0.

¤
Teorema 2.5. Caja de flujo
Sean M una variedad diferenciable y X ∈ X(M). Si X(p) 6= 0,

existe una carta U,ψ = (x1, . . . , xm) con p ∈ U tal que X|U = ∂/∂x1.

Demostración. Sea (V, φ) carta con p ∈ V , φ(p) = 0 y φ∗(X(p)) =
e1 = (1, 0, . . . , 0). Sea ϕt el flujo local de φ∗X.

Definimos h : (−ε, ε)m → Rm por h(y1, . . . , ym) = ϕy1(0, y2 . . . , ym)
y observamos que

h(y1 + t, . . . , ym) = ϕy1+t(0, y2 . . . , ym) = ϕt(h(y1, . . . , ym)),

Aśı D1h(y) = φ∗X(h(y)) y Dih(0) = ei para i > 1. Entonces Dh(0) =
I y por el teorema de la función inversa, h es un difeomorfismo de una
vecindad del origen en otra. Sea ψ = h−1 ◦ φ, entonces

( ∂

∂x1

)
ψ−1(y)

= ψ−1
∗y (e1) = φ−1

∗h(y)(D1h(y)) = X(ψ−1(y)).

¤

5. La derivada de Lie

Definición 2.10. Sea F : M → N diferenciable. Definimos

• F ∗ : C∞(N)→ C∞(M) por F ∗g = g ◦ F .
• F ∗ : Γ(T r(N))→ Γ(T r(M)) por (F ∗T )(x) = (F∗x)∗(T (F (x))).

Proposición 2.6. Si F : M → N y G : N → L son diferenciables.

• (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗
• Si g ∈ C∞(N), dF ∗g = F ∗dg.

Demostración.

d(F ∗g)x = dgF (x) ◦ F∗x = (F∗x)∗(dgF (x)) = (F ∗dg)(x).

Definición 2.11. Sean M variedad diferenciable, X ∈ X(M) y ϕt
el flujo local de X. Para f ∈ C∞(M), Y ∈ X(M), R ∈ Γ(T r(M))
definimos la derivada de Lie LX por

LXf(x) = X(x)(f) = dfx(X(x)) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tf(x),

LXY (x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t∗Y )(x),

LXR(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tR(x).
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Proposición 2.7. Con la notación de la Definición 2.11 y F :
M → N difeomorfismo.

(1) LX ◦ F ∗ = F ∗ ◦ LF∗X , F∗(LXY ) = LF∗XF∗Y .
(2) LX(fY ) = fLX(Y ) +LX(f)Y , LX(fR) = fLX(Y ) +LX(f)R
(3) d(LXf) = LX(df)
(4) Si Y1, . . . , Yr ∈ X(M), entonces

LX(R(Y1, . . . , Yr)) = LX(R)(Y1, . . . , Yr)+
r∑
i=1

R(Y1, . . . , LX(Yi), . . . , Yr).

Demostración. (1) El flujo local de F∗X es F ◦ ϕt ◦ F−1. Aśı

LX(F ∗T )(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tF

∗T (x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(F ∗(F−1)∗ϕ∗tF
∗T )(x)

= (F∗x)∗
d

dt

∣∣∣
t=0

(F ◦ ϕt ◦ F−1)∗T )(F (x))

= (F∗x)∗LF∗XT (F (x)) = (F ∗ ◦ LF∗X)(x).

LF∗XF∗Y (F (x)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

((F ◦ ϕ−t ◦ F−1)∗F∗Y )F (x)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(F∗(ϕ−t)∗Y )F (x) = F∗x(
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t)∗Y (x))

= F ∗x(LXY (x)) = F∗(LXY )(F (x)).

Para demostrar (3) primero supongamos que M es un abierto de Rn

(LXdf)(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tdf)(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(dϕ∗tf)(x) =
∂

∂t

∂

∂x

(
f ◦ ϕ)

(0, x)

=
∂

∂x

∂

∂t

(
f ◦ ϕ)

(0, x) = d(LXf)(x).

En el caso general sea x ∈ M y sea (U,ψ) una carta alrededor de x.
Por el inciso (1), en la vecindad U tenemos

LX(df) = ψ∗(Lψ∗X(ψ−1∗df)) = ψ∗(Lψ∗Xd(ψ
−1∗f))

= ψ∗d(Lψ∗X(ψ−1∗f)) = dψ∗(Lψ∗X(ψ−1∗f)) = d(LXf)

(4) Observemos que

ϕ∗t (R(Y1, . . . , Yr))(x) = R(Y1, . . . , Yr)(ϕt(x))

= R(ϕt(x))(Y1(ϕt(x)), . . . , Yr(ϕt(x)))

= R(ϕt(x))(ϕt∗x((ϕ−t∗Y1)(x)), . . . , ϕt∗x((ϕ−t∗Yr)(x)))

= (ϕ∗tR)(x)((ϕ−t∗Y1)(x), . . . , (ϕ−t∗Yr)(x)).
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LX(R(Y1, . . . , Yr))(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tR)(x)((ϕ−t∗Y1)(x), . . . , (ϕ−t∗Yr)(x))

= LXR(x)(Y1(x), . . . , Yr(x))+
r∑
i=1

R(x)(Y1(x), . . . , LXYi(x), . . . , Yr(x)).

La demostración de (2) es similar y más sencilla. ¤
Proposición 2.8. Sean X,Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M). Entonces

(LXY )(f) = [X,Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f)).

Demostración. f ◦ ϕ(t, x) = f(x) + tg(t, x), donde

g(t, x) =

∫ 1

0

D1(f ◦ ϕ)(ts, x), g(0, x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
f ◦ ϕ(t, x) = X(f)(x).

(LXY )(f)(x) = (LXY )(x)(f) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ−t∗Y (x)(f), pero

(ϕ−t∗Y )(x)(f) = [ϕ−t∗(Y (ϕt(x)))](f) = Y (ϕt(x))(f ◦ ϕ−t)
= Y (ϕt(x))(f − tg(−t, ·)) = (Y (f))(ϕt(x))− tY (g(−t, ·))(ϕt(x)).

d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t∗Y )(x)(f) = X(Y (f))(x)− Y (g(0, ·))(x)
= (X(Y (f))− Y (X(f)))(x).

¤
Corolario 2.6. Identidad de Jacobi
Si X,Y, Z ∈ X(M), [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.
Esta igualdad se puede escribir L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX .

Proposición 2.9. Sean X,Y ∈ X(M) con flujos locales ϕt, ψt.
Entonces

[X, Y ] = 0 ⇐⇒ ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt
Demostración. El flujo local de (ψ−s)∗X es ψ−s ◦ ϕt ◦ ψs y

d

ds

∣∣
s=t

(ψ−s)∗X =
d

ds

∣∣∣
s=0

(ψ−(t+s))∗X =
d

ds

∣∣∣
s=0

(ψ−t)∗((ψ−s)∗X)

= (ψ−t)∗(LYX).

Si LYX = 0 entonces (ψ−s)∗X = ψ0∗X = X y aśı ψ−s ◦ ϕt ◦ ψs = ϕt.
Reciprocamente si ϕt ◦ψs = ψs ◦ϕt, el flujo local de (ψ−s)∗X es ϕt,

o sea (ψ−s)∗X = X y entonces LYX = (d(ψ−s)∗X/ds)s=0 = 0. ¤
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Proposición 2.10. Sean X1, . . . , Xk ∈ X(M) linealmente indepen-
dientes en p ∈M y tales que ∀i,j=1,...,k [Xi, Xj] = 0. Entonces hay una
carta U, ψ = (x1, . . . , xm) con p ∈ U tal que

X1 =
∂

∂x1

, . . . , Xk =
∂

∂xk
.

Demostración. Sea V, φ carta con φ(p) = 0 y sean Yi = φ∗Xi,
entonces Y1(0), . . . , Yk(0) son linealmente independientes y completa-
mos a una base de Rm con Yk+1, . . . , Ym. Sea A ∈ Gl(n) tal que
AYi(0) = ei, i = 1, . . . , k, AYk+j = ek+j. Sea ϕit el flujo local de
Zi = AYi, i = 1, . . . , k y definamos

h(x1, . . . , xm) = ϕ1
x1
◦ · · · ◦ ϕkxk(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xm).

Como [Zi, Zj] = Aφ∗[Xi, Xj] = 0, para i = 1, . . . , k tenemos

h(x1, . . . , xi + t, . . . , xm) = ϕit ◦ h(x1, . . . , xm),

Dh(x)ei = Dih(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕit ◦ h(x) = Zi(h(x))

Aśı Dih(0) = Zi(0) = ei, i = 1, . . . , k, Dk+jh(0) = ek+j y entonces h es
un difeomorfismo de una vecindad del origen en otra.

Sea ψ = h−1 ◦ A ◦ φ, entonces

ψ∗Xi = h−1
∗ Aφ∗Xi = h−1

∗ Zi = ei.

Definición 2.12. Un grupo (G, ·) es un grupo de Lie si es una
variedad diferenciable y la transformación µ : G × G → G dada por
µ(g, h) = g · h−1 es diferenciable.

Sea G un grupo de Lie. Denotaremos por e la identidad de G.
Para cada a ∈ G definimos las traslaciones izquierda y derecha La, Ra :
G → G mediante La(g) = a · g Ra(g) = g · a. Tenemos también los
automorfismos interiore Ig = La ◦Ra−1 .

Un campo X ∈ X(G) se llama invariante por la izquierda si La∗X =
X para todo a ∈ G. Denotaremos por g el conjunto de campos inva-
riantes por la izquierda.

Observaciones 2.9. Si X, Y ∈ g entonces [X, Y ] ∈ g ya que

La∗[X,Y ] = [La∗X,La∗Y ] = [X, Y ] ∀a ∈ G.
Si X ∈ g, entonces X(g) = (Lg∗X)(g) = Lg∗e(X(g−1g)) = Lg∗e(X(e)).
Aśı hay un isomorfismo TeG ∼= g, x 7→ X donde X(g) = Lg∗e(x).
Si X ∈ g con X(e) = x, denotaremos por t 7→ etx = exp(tx) a la
solución de g′ = X(g) con 0 7→ e. Entonces el flujo de X esta dado por
ϕt(g) = g · etx = Rexp(tx)(g) ya que

d

dt

∣∣∣
t=0
g · etx = Lg∗e(x) = X(g).
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Si X, Y ∈ g con X(e) = x, Y (e) = y definiremos [x, y] = [X, Y ](e). Aśı

[x, y] =
d

dt

∣∣∣
t=0

(Rexp(−tx)∗Y )(e) =
d

dt

∣∣∣
t=0
Rexp(−tx)∗(Y (etx))

=
d

dt

∣∣∣
t=0
Rexp(−tx)∗Lexp(tx)∗(y) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(Rexp(−tx)Lexp(tx))∗e(y).(2.4)

Como h∗e(y) = d/ds|s=0h(e
sy) para h ∈ C∞(G,G), tenemos

[x, y] =
∂2

∂t∂s

∣∣
(0,0)

etxesye−tx = −[y, x] =
∂2

∂s∂t

∣∣
(0,0)

e−syetxesy.

La aparente diferencia entre las dos derivadas se explica con

[x, y] =
∂2

∂t∂s

∣∣
(0,0)

e−syetxesye−tx

Definición 2.13. Sea G un grupo de Lie. Cualquiera de g ó TeG
con la correspondiente operación [, ] se llama el álgebra de Lie de G y
la tansformación TeG→ G, x 7→ ex se conoce como la transformación
exponencial.

Observaciones 2.10. Si x1, . . . , xk es una base de TeG, entonces
los campos X1, . . . , Xk ∈ g con Xi(e) = xi, forman una base de TgG
en cada punto g ∈ G. Por lo tanto G es paralelizable mediante el
difeomeorfismo G× g ∼= TG, (g,X)→ X(g).

Definimos Ad(g) : (Ig)∗ : g→ g y adx =
d

dt

∣∣∣
t=0
Adexp(tx).

Puesto que Ad(gh) = Ad(g) ◦Ad(h) y Ad(g) es un isomorfismo del
algebra de Lie, Ad define una acción del grupo en su álgebra. Por (2.4)
y la identidad de Jacobi

adxy =
d

dt

∣∣∣
t=0

((Iexp(tx))∗e(y) = [x, y]

ad[x, z] = adx ◦ adz − adz ◦ adx
y entonces ad define un homomorfismo entre el álgebra de Lie g y el
álgebra de Lie Hom(g) con la operación natural.

6. Conexiones. Transporte paralelo. Geodésicas

En esta sección π : E →M denotara un haz vectorial diferenciable

Definición 2.14. Una conexión en el haz π : E → M , es una
función ∇ : Γ(E)→ Γ(T ∗M ⊗ E) tal que para f ∈ C∞(M), s ∈ Γ(E)

∇(fs) = f∇s+ df ⊗ s.
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Observación 2.11. Sea {s1, . . . , sn} ⊂ Γ(E) una base local en U .
Definimos la matriz ω de la conexión para esa base local por

∇si =
n∑
j=1

ωij ⊗ sj, ωij ∈ Γ(T ∗M).

Si {s′1, . . . , s′n} ⊂ Γ(E) es otra base local en U ,

s′i =
n∑
j=1

aijsj, sk =
n∑

l=1

a−1
kl s

′
l

∇s′i =
n∑
j=1

aij∇sj + daij ⊗ sj =
n∑
j=1

aij

n∑

k=1

ωjk ⊗ sk +
n∑

k=1

daik ⊗ sk

=
n∑

k=1

(
n∑
j=1

aijωjk + daik)⊗ sk =
n∑

k,l=1

(daika
−1
kl +

n∑
j=1

aijωjka
−1
kl )⊗ s′l

O sea que la matriz de la conexión para la nueva base local es

ω′ = da · a−1 + a · ω · a−1.

Definición 2.15. Sea ∇ una conexión en π : E →M

• Para X ∈ X(M) definimos la derivada covariante de la sección
s en la dirección de X como ∇Xs = ∇s(X). Si ω es la matriz
de la conexión en una base, es costumbre escribir

Γkij = ωjk(
∂

∂xi
).

• Si 〈, 〉 es una métrica en E, la conexión ∇ se llama compatible
con 〈, 〉 si para todo s, r ∈ Γ(E)

d〈s, r〉 = 〈s,∇r〉+ 〈∇s, r〉.
• Si E = TM definimos la torsion de la conexión como

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

y la conexión se llama simétrica si T = 0.

Observación 2.12. Si X ∈ X(M), {s1, . . . , sn} ⊂ Γ(E) es una
base local, para cualquier s ∈ Γ(E) tenemos s =

∑
i fisi y aśı

∇s(X) =
n∑
i=1

(
X(fi)si+fi

n∑
j=1

ωij(X)sj

)
=

n∑
j=1

(
X(fj)+

n∑
i=1

fi ωij(X)
)
sj.

Por lo tanto para calcular ∇s(X) en q solo hay que conocer X(q), las
componentes de s en q y sus derivadas en la dirección de X(q). Sea
γ : I → M una curva diferenciable y sea s : I → E una función
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diferenciable tal que s(t) ∈ π−1(γ(t)),∀t ∈ I. Decimos que s es una
sección alo largo de γ. Escribiendo s(t) =

∑
i fi(t)si(γ(t)) definimos la

derivada covariante de s a lo largo de la curva mediante

(2.5)
Ds

dt
(t) =

n∑
j=1

(
f ′j(t) +

n∑
i=1

fi(t)ωij(γ
′(t))

)
sj(γ(t)).

Decimos que la sección s es paralela a lo largo de γ si Ds/dt ≡ 0

Teorema 2.7. Sean ∇ una conexión el haz π : E → M y γ :
[a, b] → M una curva diferenciable. Para todo v ∈ π−1(γ(a)) hay una
única sección s paralela a lo largo de γ tal que s(a) = v. Escribiendo
s(b) = Tγ(v), la transformación Tγ : π−1(γ(a))→ π−1(γ(b)) es lineal.

Demostración. Dividamos el intervalo [a, b] en subintervalos [tk, tk+1],
k = 0, . . . l − 1 tales que γ([tk, tk+1]) ⊂ Uk y hay una base local {ski }
en Uk. Sea ωk la matriz de la conexión para esa base local. Para todo
w ∈ Rn, el sistema lineal en [tk, tk+1]× Rn

(2.6) f ′ = −f ωkγ(t)(γ′(t))
tiene una única solución en f : [tk, tk+1]→ Rn que satisface f(tk) = w.
Sea f 0 : [a, t1] → Rn la solución del sistema (2.6) k = 0, que satisface
(γ(a), f 0(a)) = ψ0(v). Definimos

s(t) =
∑
i

f 0
i (t)s

0
i (γ(t)), t ∈ [a, t1].

Inductivamente, sea fk : [tk, tk+1] → Rn la solución del sistema (2.6)
que satisface (γ(tk), f

k(tk)) = ψk(s(tk)) y definamos

s(t) =
∑
i

fki (t)ski (γ(t)), t ∈ [tk, tk+1].

Que la transformación Tγ es lineal se sigue del hecho de que el conjunto
de soluciones de un sistema lineal es un espacio vectorial. ¤

Observación 2.13. Supongamos que la conexión ∇ es compatible
con una métrica 〈, 〉. Si s, r son secciones paralelas a lo largo de γ

d

dt
〈s(t), r(t)〉 =

〈Ds
dt

(t), r(t)〉+ 〈s(t), Dr
dt

(t)
〉

= 0.

Aśı 〈s(t), r(t)〉 es constante y la transformación Tγ preserva la métrica.
Si {s1, . . . , sn} ⊂ Γ(E) es una base local ortonormal, entonces

0 = 〈si,∇sj〉+ 〈∇si, sj〉 = ωji + ωij

o sea que ω es antisimétrica.



34 2. HACES VECTORIALES

Teorema 2.8. Levi Civita.
Sea 〈, 〉 una métrica riemanniana en la variedad diferenciable M .

Existe una única conexión en TM compatible con la métrica y simétri-
ca.

Demostración. Supongasé que ∇ es compatible con la métrica y
simétrica. Para X, Y, Z ∈ X(M)

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Entonces

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 =

〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y, Z], X〉+ 〈[X,Y ], Z〉+ 2〈∇YX,Z〉

(2.7) 2〈∇YX,Z〉 =

X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉−〈[X,Z], Y 〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X,Y ], Z〉.
Lo que demuestra la unicidad. Por otra parte la ecuación (2.7) define
una conexión y se comprueba facilmente que es simétrica y compatible
con la métrica. ¤

Definición 2.16. Sea 〈, 〉 una métrica riemanniana en la variedad
M y sea ∇ la conexión de Levi-Civita. Una curva γ : I →M se llama
geodésica si Dγ′/dt = 0.

Si en coordenadas locales ϕ(γ(t)) = (a1(t), . . . , an(t)), entonces

γ′(t) =
n∑
i=1

a′i(t)
( ∂

∂xi

)
γ(t)

y se sigue de la ecuación (2.5) que γ es una geodésica si y sólo si

(2.8) a′′k(t) +
n∑
i=1

Γkij(γ(t))a
′
i(t)a

′
j(t) = 0, k = 1, . . . n.

Ejemplo 2.9. En un grupo de Lie G siempre podemos definir una
métrica riemanniana invariante por la izquierda. De hecho sea 〈, 〉e
cualquier métrica en TeG y definamos ∀g ∈ G

〈, 〉g = (L∗g−1)g(〈, 〉e).
Para 〈, 〉 invariante por la izquierda y X, Y ∈ g, tenemos que〈X,Y 〉 es
constante. Si 〈, 〉 = 0 es también invariante por la derecha, LX〈, 〉 = 0
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y aśı, por (4) de la Proposición 2.7

Z〈X,Y 〉 = LZ〈, 〉(X, Y ) + 〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉
〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 = 0.(2.9)

La conexión dada por ∇XY = [X,Y ]/2 para X,Y ∈ g, es la conexión
de Levi-Civita ya que es compatible con la métrica por (2.9) y

∇XY −∇YX =
1

2
[X,Y ]− 1

2
[Y,X] = [X, Y ].

Como ∇XX = 0 para X ∈ g, tenemos que las curvas t 7→ etx son
geodésicas.

En un grupo compacto siempre existem métricas bi-invariantes.





CAṔıTULO 3

Formas diferenciales

1. El algebra exterior

Para V espacio vectorial de dimensión finita, sea

∧kV ∗ = {ω ∈ V ∗⊗k : ω(v1, . . . , vk) = 0, si ∃i < j tal que vi = vj}.

Si ω ∈ ∧kV ∗, ω(v1, . . . , vi + vj, . . . , vi + vj, . . . , vk) = 0,

⇒ ω(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vk) + ω(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk)

+ ω(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk) + ω(v1, . . . , vj, . . . , vj, . . . , vk) = 0,

y aśı ω(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk) = −ω(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vk)

Definición 3.1. Sea Sk el grupo de permutaciones de un conjunto
de k elementos y sea Ak el subgrupo de permutaciones pares. Para
σ ∈ SK sea σ̂(v1, . . . , vk) = (vσ(1), . . . , vσ(k)). Para T ∈ V ∗⊗k definimos

Alt(T ) =
1

k!

∑
σ∈SK

(sgnσ)T ◦ σ̂

Nótese que τ̂ σ̂(v1, . . . , vk) = τ̂(vσ(1), . . . , vσ(k)) = (vστ(1), . . . , vστ(k)) =
(στ )̂(v1, . . . , vk) y aśı τ̂ σ̂ = (στ )̂.

Proposición 3.1. Alt es una proyección de V ∗⊗k sobre ∧kV ∗:

(1) Alt(V ∗⊗k) ⊂ ∧kV ∗.
(2) Alt | ∧k V ∗ = id| ∧k V ∗.

Demostración.
(1) Si vi = vj para algun par i < j, sea τ = (ij). Entonces

(τσ)̂ (v1, . . . , vk) = σ̂τ̂(v1, . . . , vk) = σ̂(v1, . . . , vk) para todo σ ∈ SK .

k! Alt(T )(v1, . . . , vk) =
∑
σ∈SK

(sgnσ)T ◦ σ̂(v1, . . . , vk)

=
∑
σ∈Ak

T ◦ σ̂(v1, . . . , vk)−
∑
σ∈Ak

T ◦ (τσ)̂ (v1, . . . , vk) = 0

37
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(2) Sean ω ∈ ∧kV ∗, τ = (12), entonces ω◦ τ̂ = −ω y ω◦σ̂ = ω ∀σ ∈ Ak.
Entonces

Alt(ω) =
1

k!

∑
σ∈AK

ω◦σ̂−ω◦(στ )̂ =
1

k!

∑
σ∈AK

ω−ω◦τ̂ ◦σ̂ =
2

k!

∑
σ∈AK

ω = ω.

Definición 3.2. Para ω ∈ ∧kV ∗, η ∈ ∧lV ∗ definimos

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η) ∈ ∧k+lV.

Proposición 3.2. El producto exterior ∧ satisface

(1) Es bilineal
(2) Si f : W → V es lineal, entonces f ∗(∧kV ∗) ⊂ ∧kW ∗ y

f ∗(ω ∧ η) = (f ∗ω) ∧ (f ∗η).

(3) Si ω ∈ ∧lV ∗, η ∈ ∧kV ∗, ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

Demostración. (3)

k!l!ω ∧ η = (−1)l
∑

σ∈Sk+l
(sgnσ)(ω ⊗ η) ◦ ((1 · · · l + 1)σ)̂

= (−1)2l
∑

σ∈Sk+l
(sgnσ)(ω ⊗ η) ◦ ((2 · · · l + 2)(1 · · · l + 1)σ)̂

· · · = (−1)kl
∑

σ∈Sk+l
(sgnσ)(ω ⊗ η) ◦ ((k · · · l + k) · · · (1 · · · l)σ)̂

= (−1)kl
∑

σ∈Sk+l
(sgnσ)(η ⊗ ω) ◦ σ̂ = (−1)klk!l! η ∧ ω

Proposición 3.3. Sean S ∈ V ∗⊗k, T ∈ V ∗⊗l, ω ∈ ∧kV ∗, η ∈
∧lV ∗θ ∈ ∧rV ∗.

(1) Si Alt(S) = 0, Alt(S ⊗ T ) = Alt(T ⊗ S) = 0.
(2) (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ)

Demostración. (1) Consideremos el subgrupo

Ŝk = {σ ∈ Sk+l : σ|{k+1,...,k+l} = id|{k+1,...,k+l}}

y las clases laterales

{σ ◦ Ŝk : σ ∈ Sk+l} = {σ1 ◦ Ŝk, . . . , σm ◦ Ŝk},m = (k + l)!/k!
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(k + l)! Alt(S ⊗ T ) =
∑

σ∈Sk+l
(sgn σ)S ⊗ T ◦ σ̂

=
m∑
i=1

∑

σ∈Ŝk

sgn(σiσ)(S ⊗ T ) ◦ (σiσ)̂

=
m∑
i=1

∑

σ∈Ŝk

(sgnσ)S ◦ σ̂ ◦ (σi|{1,...,k})̂⊗ sgn(σi)T ◦ (σi|{k+1,...,k+l})̂

=
m∑
i=1

k! Alt(S) ◦ (σi|{1,...,k})̂⊗ sgn(σi)T ◦ (σi|{k+1,...,k+l})̂ = 0

(2) Por (2) de la Proposición 3.1 Alt(Alt(ω ⊗ η)− ω ⊗ η) = 0.
Por (1) de esta Proposición Alt(Alt(ω ⊗ η)⊗ θ) = Alt(ω ⊗ η ⊗ θ)
Similarmente Alt(ω ⊗ Alt(η ⊗ θ)) = Alt(ω ⊗ η ⊗ θ). Aśı,

(ω ∧ η) ∧ θ =
(k + l + r)!

k!l!r!
Alt(ω ⊗ η ⊗ θ) = ω ∧ (η ∧ θ).

¤

Corolario 3.1. Sean φ1 . . . , φk ∈ V ∗, v1, . . . , vk ∈ V , entonces

φ1 ∧ · · · ∧ φk = k! Alt(φ1 ⊗ · · · ⊗ φk) =
∑
σ∈Sk

sgnσ(φ1 ⊗ · · · ⊗ φk) ◦ σ,

φ1 ∧ · · · ∧ φk(v1, . . . , vk) = det
(
φi(vj)

)
.

Proposición 3.4. Sea {φ1 . . . , φn} una base de V ∗, entonces
{φi1 ∧ · · · ∧ φik : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} es una base de ∧kV ∗.
Aśı dim∧kV ∗ = ( nk )

Demostración. Sabemos que {φi1 ⊗ · · · ⊗ φik : 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n}
es una base de V ∗⊗k y si {v1, . . . , vn} es la base de V dual a {φ1 . . . , φn},
entonces para cualquier ω ∈ V ∗⊗k

ω =
n∑

i1,...,ik=1

ω(v1, . . . , vk)φi1 ⊗ · · · ⊗ φik
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Si ω ∈ ∧kV ∗ entonces

ω = Altω =
n∑

i1,...,ik=1

ω(v1, . . . , vk) Alt(φi1 ⊗ · · · ⊗ φik)

=
1

k!

n∑
i1,...,ik=1

ω(v1, . . . , vk)φi1 ∧ · · · ∧ φik

=
n∑

i1,...,ik=1

ω(v1, . . . , vk)φi1 ∧ · · · ∧ φik .

Supongamos que
∑

1≤i1<···<ik≤n
αi1,...,ik φ1 ∧ · · · ∧ φk = 0,

evaluando en (vj1 , . . . , vjk)∑
1≤i1<···<ik≤n

αi1,...,ik det (φir(vjs)) = 0

αj1···jk = 0.

Observaciones 3.1. Si dimV = n, cualquier ω ∈ ∧nV ∗\{0} define
una orientación O en V aśı: (v1, . . . , vn) ∈ O ⇐⇒ ω(v1, . . . , vn) > 0.

Si dimV = dimW = n, f ∗ : ∧nW ∗ → ∧nV ∗ es la versión libre de
bases del determinante.

Proposición 3.5. φ1 . . . , φk ∈ V ∗ son linealmente independientes
si y sólo si φ1 ∧ · · · ∧ φk 6= 0.

Demostración. Si φ1 . . . , φk ∈ V ∗ son linealmente independientes
completemos a una base φ1 . . . , φn de V ∗, entonces φ1 ∧ · · · ∧ φk forma
parte de una base de ∧kV ∗ y aśı, no es cero.

Reciprocamente supongamos que φ1 . . . , φk ∈ V ∗ son linealmen-
te dependientes, digamos φk =

∑
i<k aiφi. Entonces φ1 ∧ · · · ∧ φk =∑

i<k aiφ1 ∧ · · · ∧ φk−1 ∧ φi = 0. ¤

2. Formas diferenciales

Definición 3.3. Para π : E → M un haz vectorial diferenciable
definimos

∧kE =
⋃
p∈M
∧kEp, Ωk(E) = Γ(∧kE).

Un elemento de Ωk(M) = Ωk(T ∗M) se llama k-forma diferencial en M .
Si ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M) definimos (ω ∧ η)(p) = ω(p) ∧ η(p)
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Observaciones 3.2. Si F : N → M es diferenciable y ω ∈
Ωk(M), η ∈ Ωl(M) entonces F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η).

En cada punto p ∈ Rn, {dxi1p ∧ · · · ∧ dxikp : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}
es base de ∧kT ∗pRn. Aśı, cualquier ω ∈ Ωk(Rn) se escribe

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n
αi1···indx

i1 ∧ · · · ∧ dxik , αi1···in ∈ C∞(Rn).

Por brevedad, para 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n utilizaremos la notación
I = (i1, . . . , in) y escribiremos ω =

∑
I αIdx

I .
Si U ⊂ Rn es abierto F = (F 1, . . . , Fm), F i ∈ C∞(U), g ∈ C∞(Rm),

tenemos

F ∗(g dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk) = F ∗g F ∗dyj1 ∧ · · · ∧ F ∗dyjk
= g ◦ F dF ∗yj1 ∧ · · · ∧ dF ∗yjk = g ◦ F dF j1 ∧ · · · ∧ dF jk

= g ◦ F
∑
I

det

(
∂F jr

∂xis

)
dxI .

Proposición 3.6. Una variedad de dimensión n es orientable si y
sólo si posee una n-forma que nunca se anula.

Demostración. Si M es orientable hay un atlas {(Uα, ϕα)} tal que
detD(ϕα ◦ ϕ−1

β ) > 0. Escribiendo ϕα = (x1
α, . . . , x

n
α), definimos

ωα = dx1
α ∧ · · · ∧ xnα,

Sean {hα} una partición de la unidad subordinada a {Uα}, entonces
ω =

∑
α hαωα nunca se anula. En efecto, sea p ∈ M y sea β tal que

hβ(p) > 0. Para cualquier α, ωα = detD(ϕα ◦ ϕ−1
β ) ◦ ϕβ ωβ. Aśı

ω(p) =
(∑

α

hα(p) detD(ϕα ◦ ϕ−1
β )(ϕβ(p))

)
ωβ(p).

Reciprocamente, sea ω una n-forma en M que nunca se anula. Sea
{(Uα, ϕα)} un atlas con Uα conexo ∀α, entonces

ω|Uα = fα dx
1
α ∧ · · · ∧ xnα fα ∈ C∞(Uα).

Como fα no se anula y Uα es conexa, sgn fα es constante y podemos
entonces suponer que fα > 0. En Uα ∩ Uβ tenemos

fα detD(ϕα ◦ ϕ−1
β ) ◦ ϕβ dx1

β ∧ · · · ∧ xnβ = fβ dx
1
β ∧ · · · ∧ xnβ,

y aśı detD(ϕα ◦ ϕ−1
β ) > 0. ¤

Definición 3.4. Sea U ⊂ Rn abierto. Definimos la derivada exte-
rior d : Ωk(U)→ Ωk+1(U) para todo k ≥ 0 por

d(
∑
I

fIdx
I) =

∑
I

dfI ∧ dxI .
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Proposición 3.7. La derivada exterior tiene las siguientes propie-
dades

(1) d es lineal
(2) Si ω ∈ Ωk(U), η ∈ Ωl(U), d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
(3) Si f ∈ C∞(U), d(df) = 0.

Demostración. (1) es obvia.
(2) Si ω = fdxI , η = gdxJ , ω ∧ η = fgdxI ∧ dxJ

d(ω∧η) = (gdf+fdg)∧dxI∧dxJ = df∧dxI∧(gdxJ)+fdg∧dxI∧dxJ
= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(3)

d(df) = d(
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi) =

n∑
i=1

d(
∂f

∂xi
) ∧ dxi =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑
j<i

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi −

n∑
j<i

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi = 0

¤
Corolario 3.2. Si ω ∈ Ωk(U), entonces d(dω) = 0

Demostración. Por inducción. El caso k = 0 es (3) de la
Proposición 3.7. Suponiendo que el resultado vale para k − 1,

d(d(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik)) = d(df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =

d(df) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik − df ∧ d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)
= −df ∧ d(d(xi1dxi2 ∧ · · · ∧ dxik)) = 0.

¤
Proposición 3.8. Sea d′ : Ωk(U) → Ωk+1(U) un operador lineal

para todo k ≥ 0. Si d′ satisface las propiedades de la Proposición 3.7 y
d′f = df para f ∈ C∞(U), entonces d = d′.

Demostración.

d′(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = d′f ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik + f ∧ d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik).
Demostraremos que d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0 por inducción sobre k.
Para k = 1, d′dxi = d′d′xi = 0.

d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = d′dxi1 ∧ (dxi2 ∧ · · · ∧ dxik)
− dxi1 ∧ d′(dxi2 ∧ · · · ∧ dxik) = 0.

¤
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Definición 3.5. Para M variedad diferenciable y todo k ≥ 0,
definimos d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) tal que en cada carta (Uα, ϕα)

ω|Uα =
∑
I

fα,Idx
I
α ⇒ dω|Uα =

∑
I

dfα,I ∧ dxIα.

Por la Proposición 3.8, la definición no depende de la carta.

Teorema 3.3. Sean ω ∈ Ωr(M), X1, . . . , Xr+1 ∈ X(M), entonces

dω(X1, . . . , Xr+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

Demostración. Sean Σ1,Σ2 : X(M)r+1 → C∞(M) las sumas en el
miembro derecho y sea d′ω = Σ1 + Σ2. Probaremos que d′ω es C∞(M)
multilineal.

Σ1(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = (−1)l+1fXl(ω(X1, . . . , X̂l, . . . , Xr+1))

+
∑

l<i

(−1)i+1Xi(fω(X1, . . . , Xl, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

+
∑

i<l

(−1)i+1Xi(fω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xl, . . . , Xr+1))

= fΣ1(X1, . . . , Xr+1) +
∑

i 6=l
(−1)i+1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

Como

[Xi, fXl] = f [Xi, Xl] + (Xif)Xl

[fXl, Xj] = f [Xl, Xj]− (Xjf)Xl

Σ2(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = fΣ2(X1, . . . , . . . , Xr+1)

−
∑

l<j

(−1)l+j(Xjf)ω(Xl, . . . , X̂l, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

+
∑

i<l

(−1)i+l(Xif)ω(Xl, . . . , X̂i, . . . , X̂l, . . . , Xr+1)

= fΣ2(X1, . . . , . . . , Xr+1) +
∑

l<j

(−1)j(Xjf)ω(X1, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

+
∑

i<l

(−1)i(Xif)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1)
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Aśı d′ω(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = fd′ω(X1, . . . , Xr+1).

d′ω =
∑

i1<···<ir+1

d′ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir+1
) dxi1 ∧ · · · ∧ dxir+1 ,

d′ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir+1
) =

r+1∑
s=1

(−1)s+1 ∂

∂xis
ω(

∂

∂xi1
, . . . ,

∂̂

∂xis
, . . . ,

∂

∂xir+1
)

Para ω = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjr , j1 < · · · < jr, tenemos que

ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂̂

∂xis
, . . . ,

∂

∂xir+1
) =

{
g (i1, . . . , ir+1) = (j1, . . . , is, . . . , jr)

0 {j1, . . . , jr} 6⊂ {i1, . . . , ir+1}
Aśı

d′ω =
∑

s/∈{j1,...,jr}
(−1)s+1 ∂g

∂xs
dxj1 ∧ · · · ∧ dxs ∧ · · · ∧ dxjr = dω.

¤

3. Cohomoloǵia de de Rham

Definición 3.6. Para M una variedad diferenciable consideremos
la sucesión

0→ C∞(M)
d→ Ω1(M)

d→ · · · d→ Ωn(M)→ 0

Ya que d ◦ d = 0, Bk(M) := d(Ωk−1(M)) ⊂ Zk(M) := ker d. Sean

Ωk
c (M) = {ω ∈ Ωk(M) : soporteω es compacto},

Bk
c (M) = d(Ωk−1

c (M)), Zk
c (M) = Zk(M) ∩ Ωk

c (M).

• El k-ésimo grupo de cohomoloǵıa de de Rham es

Hk(M) = Zk(M)/Bk(M).

• El k-ésimo grupo de cohomoloǵıa con soporte compacto es

Hk
c (M) = Zk

c (M)/Bk
c (M).

Ejemplo 3.1. Sean A y B el conjunto de componentes conexas y
el conjunto de componentes conexas compactas de M respectivamente.

H0(M) = Z0(M) = {g ∈ C∞(M) : dg = 0} =
⊕
a∈A

R

H0
c (M) = Z0

c (M) = {g ∈ C∞c (M) : dg = 0} =
⊕
a∈B

R

Observaciones 3.3. Sea F ∈ C∞(M,N)

• Como F ∗d = dF ∗, F ∗(Zk(N)) ⊂ Zk(M), F ∗(Bk(N)) ⊂ Bk(M)
y se define un homorfismo F ∗ : Hk(N)→ Hk(M).
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• Si F es propia, o sea que para todo K ⊂ N compacto, F−1(K)
es compacto, entonces F ∗(Ωk

c (N)) ⊂ Ωk
c (M) y se define un

homomorfismo F ∗ : Hk
c (N)→ Hk

c (M).

Definición 3.7. Dos transformaciones diferenciables f, g : M → N
se llaman homotópicas si existe F : M × [0, 1] → N diferenciable tal
que ∀x ∈M F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x).

Sean πM : M×[0, 1]→M , t : M×[0, 1]→ R las proyecciones naturales.
Cualquier ω ∈ Ωk(M × [0, 1]) puede escribirse en la forma

ω = π∗Mωt + dt ∧ π∗Mηt, ωt ∈ Ωk(M), ηt ∈ Ωk−1(M), t ∈ [0, 1].

Lema 3.1. Considere las inclusiones it : M → M × [0, 1], x 7→
(x, t). Defina el operador I : Ωk(M × [0, 1])→ Ωk−1(M) mediante

I(π∗Mωt + dt ∧ π∗Mηt) =

∫ 1

0

ηt dt.

Entonces i∗1ω − i∗0ω = I(dω) + dI(ω).

Demostración. Caso 1. Si ω = gdxI , entonces I(ω) = 0,

dω = dg ∧ dxI =
∑
i

∂g

∂xi
dxi ∧ dxI +

∂g

∂t
dt ∧ dxI ,

I(dω) =
(∫ 1

0

∂g

∂t
dt

)
dxI = (g(x, 1)− g(x, 0))dxI ,

i∗1ω = g(x, 1)dxI , i∗0ω = g(x, 0)dxI .

Caso 2. Si ω = gdt ∧ dxI

I(ω) =
(∫ 1

0

g(x, t)dt
)
dxI ,

dI(ω) =
∑
i

(∫ 1

0

∂g

∂xi
dt

)
dxi ∧ dxI

dω =
∑
i

∂g

∂xi
dxi ∧ dt ∧ dxI ,

I(dω) = −
∑
i

(∫ 1

0

∂g

∂xi
dt

)
dxi ∧ dxI .

Como ∀x ∈M t ◦ is(x) = s, i∗sdt = di∗st = d(t ◦ is) = 0. Entonces

is∗ω = i∗s(dt) ∧ i∗s(gdxI) = 0.

¤
Proposición 3.9. Sean f, g : M → N homotópicas, entonces f ∗ =

g∗ : Hk(N)→ Hk(M) para todo k.
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Demostración.F ◦ i0 = f , F ◦ i1 = g. Entonces i∗0 ◦ F ∗ = f ∗,
i∗1 ◦ F ∗ = g∗. Por el lema 3.1

g∗(ω)− f ∗(ω) = I(d(F ∗ω)) + dI(F ∗ω) = I(F ∗dω) + dI(F ∗ω).

Si dω = 0, g∗(ω)− f ∗(ω) = dI(F ∗ω) y aśı [g∗(ω)] = [f ∗(ω)] ∈ Hk(M).

Lema 3.2. Poincaré. Supongamos que M es contráıble, es decir,
la transformación identidad es homotópica a una transformación cons-
tante. Entonces Hk(M) = 0 para k > 0.

Demostración. Si g es una transformación constante y k > 0,
g∗|Hk(M) = 0. ¤

4. Integración en cadenas

Definición 3.8. Un k-cubo singular en M es una función diferen-
ciable c : [0, 1]k →M . Si ω es una k-forma en M , c∗ω = gdx1∧· · ·∧dxk
y definimos ∫

c

ω =

∫

[0,1]k
c∗ω =

∫

[0,1]k
g.

Proposición 3.10. Sean ω una k-forma en Rk y c un k-cubo sin-
gular con det c ≥ 0. Entonces

∫

[0,1]k
c∗ω =

∫

c([0,1]k)

ω.

Demostración.

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk
c∗ω = c ◦ f detDc dx1 ∧ · · · ∧ dxk∫

[0,1]k
c∗ω =

∫

[0,1]k
c ◦ f detDc =

∫

c([0,1]k)

f =

∫

c([0,1]k)

ω.

Proposición 3.11. Sean c un k-cubo singular en M y p : [0, 1]k →
[0, 1]k suprayectiva con detDp ≥ 0. Entonces

∫

c◦p
ω =

∫

c

ω.

Demostración.∫

c◦p
ω =

∫

[0,1]k
(c ◦ p)∗ω =

∫

[0,1]k
p∗(c∗ω) =

∫

p([0,1]k)

c∗ω =

∫

c

ω.

Definición 3.9. Una k-cadena en M es una combinación formal
entera de k-cubos singulares c =

∑r
i=1 aici, ai ∈ Z.
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Sea In : [0, 1]n → Rn la inclusión. Para α = 0, 1 definimos Ini,α :

[0, 1]n−1 → Rn por Ini,α(x
1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1).

∂In =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αIni,α

Para c un n-cubo singular en M , definimos ci,α = c ◦ Ini,α y

∂c =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αci,α

Proposición 3.12. Si c es un cubo singular en M , ∂(∂c) = 0.

Demostración.

∂(∂c) =
∑
i,α

(−1)i+α∂ci,α,

∂ci,α =
n−1∑
j=1

β=0,1

(−1)j+βci,α ◦ In−1
j,β =

n−1∑
j=1

β=0,1

(−1)j+βc ◦ Ini,α ◦ In−1
j,β

Si i ≤ j ≤ n− 1

Ini,α ◦ In−1
j,β (x1, . . . , xn−2) = Ini,α(x

1, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2)

= (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2)

Inj+1,β ◦ In−1
i,α (x1, . . . , xn−2) = Inj+1,β(x

1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−2)

= (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2).

∂(∂c) =
∑

i≤j≤n−1

α,β=0,1

(−1)i+j+α+βc ◦ Ini,α ◦ In−1
j,β

+
∑

i≤j≤n−1

α,β=0,1

(−1)i+j+1+α+βc ◦ Inj+1,β ◦ In−1
i,α = 0

Teorema 3.4. Stokes Sean M una variedad diferenciable, c una
k-cadena en M y ω una k − 1 forma en M . Entonces

∫

c

dω =

∫

∂c

ω.



48 3. FORMAS DIFERENCIALES

Demostración. (1). Sea ω una k − 1 forma en Rk y c = Ik.

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxk

∂Ik =
k∑
j=1
α=0,1

(−1)j+αIkj,α

∫

∂Ik
ω =

k∑
j=1
α=0,1

(−1)j+α
∫

[0,1]k−1

Ik∗j,αω

Ik∗j,αω = f◦Ikj,α d(x1◦Ikj,α)∧· · ·∧d(xi−1◦Ikj,α)∧d(xi+1◦Ikj,α)∧· · ·∧d(xk◦Ikj,α)

xl ◦ Ikj,α(t1, . . . , tk−1) = xl(t1, . . . , α, tj, . . . , tk−1) =





tl l < j

α l = j

tl−1 l > j

d(xl ◦ Ikj,α) =





dtl l < j

0 l = j

dtl−1 l > j

Ik∗j,αω =

{
0 j 6= i

f ◦ Ikj,α dt1 ∧ · · · ∧ dtk−1 j = i∫

∂Ik

ω =

∫
(−1)i

[0,1]k−1

[f(t1, . . . , 0, tj, . . . , tk−1)−f(t1, . . . , 1, tj, . . . , tk−1)]dt1 · · · dtk−1

dω = (−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxk

∫
dω

Ik

=

∫

[0,1]k

(−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 · · · dxk

=

∫
(−1)i

[0,1]k−1

[f(x1, . . . , 0, xj, . . . , xk−1)−f(x1, . . . , 1, xj, . . . , xk−1)]dx1 · · · dxk−1.

(2) Sea ω una k − 1 forma en M y c un k-cubo singular.
∫

c

dω =

∫

[0,1]k

c∗(dω) =

∫

[0,1]k

d(c∗ω) =

∫

∂[0,1]k

c∗ω =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]k−1

Ik∗j,αc
∗ω

=
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]k−1

c∗j,αω =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫

cj,α

ω =

∫

∂c

ω.
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¤

5. Integración en variedades

Proposición 3.13. Sean c1, c2 : [0, 1]n → M , ω ∈ Ωn
c (M) con

soporteω ⊂ c1([0, 1]n) ∩ c1([0, 1]n) y detD(c−1
1 ◦ c2) ≥ 0. Entonces

∫

c1

ω =

∫

c2

ω.

Definimos
∫
M
ω =

∫
c1
ω =

∫
c2
ω.

Demostración.∫

c2

ω =

∫

[0,1]n

c∗2ω =

∫
c∗2ω

c−1
2 (soporteω)

=

∫
(c−1

1 ◦ c2)∗
c−1
2 (soporteω)

c∗1ω =

∫
c∗1ω

c−1
1 (soporteω)

=

∫

c1

ω

¤
Definición 3.10. Sea (M,µ) una n-variedad orientada. Sea {(Uα, ϕα)}

atlas tal que [0, 1]n ⊂ ϕα(Uα) y ϕα preserva la orientación. Sea Φ una
partición de la unidad subordinada a {Uα}. Sea ω ∈ Ωn

c (M), entonces
{ϕ ∈ Φ : soporteϕ ∩ soporteω 6= ∅} es finito. Definimos

∫

M

ω =
∑
ϕ∈Φ

∫

M

ϕω.

Sea Ψ otra partición de la unidad subordinada a una cubierta como
antes, entonces

∑

ψ∈Ψ

∫

M

ψω =
∑

ψ∈Ψ

∫

M

∑
ϕ∈Φ

ϕψω =
∑

ψ∈Ψ

∑
ϕ∈Φ

∫

M

ϕψω =
∑
ϕ∈Φ

∫

M

ϕω.

Definición 3.11. Sean M una n-variedad con frontera, p ∈ ∂M y
(U, φ) una carta con φ(p) = 0. Decimos que un vector v ∈ TpM apunta
hacia afuera si φ∗p(v) = (w1, . . . , wn) con wn < 0.

El concepto no depende de la carta ya que si (V, ψ) es otra carta
con ψ(p) = 0, α(t) = t(w1, . . . , wn) y β(t) = ψ ◦ φ−1 ◦ α(t) entonces

ψ∗p(v) = (ψ ◦ φ−1)∗p(φ∗p(v)) = β′(0) = lim
t→0−

β(t)

t
.

Como β(t) ∈ Hn, β′n(0) ≤ 0, y ya que φ∗p(v) /∈ Rn−1 y (ψ ◦ φ−1)∗p es
un isomorfismo, ψ∗p(v) /∈ Rn−1. Aśı β′n(0) < 0. ¤

Si M tiene una orientación µ, definimos la orientación ∂µ en ∂M :

(v2, . . . , vn) ∈ ∂µp ⇐⇒ (v, v2, . . . , vn) ∈ µp
para v ∈ TpM apuntando hacia afuera.
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Supongamos que el cubo c : [0, 1]n → M preserva la orientación y
cn,0([0, 1]n−1) ⊂ ∂M . Sea ω una n − 1 - forma en M con soporteω ⊂
c([0, 1]n), entonces ω = 0 en ck,α([0, 1]n−1) para (k, α) 6= (n, 0). Aśı∫

∂M

ω = (−1)n
∫

[0,1]n−1

c∗n,0ω = (−1)n
∫

cn,0

ω =

∫

∂c

ω.

Teorema 3.5. Stokes Sean M n-variedad con frontera y ω ∈ Ωn−1
c (M).

Entonces ∫

M

dω =

∫

∂M

ω.

Demostración. Sea Φ una partición de la unidad tal que ∀ϕ ∈
Φ hay una carta (U, ψ) que preserva orientación con [0, 1]n ⊂ ψ(U),
soporteϕ ⊂ ψ−1([0, 1]n). Denotaremos cψ = ψ−1|[0,1]n .

• Si ψ−1([0, 1]n) ⊂ int(M) 6= ∅,∫

M

d(ϕω) =

∫

cψ

d(ϕω) =

∫

∂cψ

ϕω = 0 =

∫

∂M

ϕω.

• Si ψ−1([0, 1]n) ∩ ∂M ,∫

M

d(ϕω) =

∫

cψ

d(ϕω) =

∫

∂cψ

ϕω =

∫

∂M

ϕω.

Como Φ es una particion de la unidad,∑
ϕ∈Φ

dϕ = 0,
∑
ϕ∈Φ

d(ϕω) =
∑
ϕ∈Φ

ϕdω,

∫

M

dω =
∑
ϕ∈Φ

∫

M

ϕdω =
∑
ϕ∈Φ

∫

M

d(ϕω) =
∑
ϕ∈Φ

∫

∂M

ϕω)

∫

∂M

ω.

¤
Sea M una n-variedad orientable conexa y sin frontera. Sabemos

que

Hk(M) ∼=
{
R k = 0

0 k > 0,M contráıble
(3.1)

H0
c (M) ∼=

{
R M compacta

0 M no compacta
(3.2)

Queremos calcular Hn(M) y Hn
c (M).

Observaciones 3.4.

η ∈ Ωn−1
c (M)⇒

∫

M

dη =

∫

∂M

η = 0.

Aśı, si ω ∈ Ωn
c (M) y

∫
M
ω 6= 0, se tiene ω 6= dη y entonces Hn

c (M) 6= 0.
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Consideremos la esfera Sn−1 ⊂ Rn. Definamos σ′ ∈ Ωn−1(Sn−1) por

σ′p(v1, . . . , vn−1) = det(p, v1, . . . , vn−1).

Es claro que si definimos

σ =
n∑
i=1

(−1)i−1zidz
1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn

e i : Sn−1 → Rn es la inclusión, entonces σ′ = i∗(σ). Sea r : Rn → Sn−1,
r(z) = z/|z|, entonces (r∗σ′)z = σz|z|−n. Consideremos el cambio de
variable φ : B − {0} → Sn−1 × (0, 1], φ(z) = (r(z), |z|). Sean π, t
las proyecciones de Sn−1 × (0, 1] sobre sus factores. Cualquier ω ∈
Ωn(Sn−1 × (0, 1]) se escribe ω = hπ∗σ′ ∧ dt con h ∈ C∞(Sn−1 × (0, 1]).
Entonces

φ∗ω = (h ◦ φ)φ∗π∗(σ′) ∧ d(t ◦ φ) = (h ◦ φ)r∗(σ′) ∧ d|z|

= (h ◦ φ)
n∑
i=1

(−1)i−1 zi
|z|ndz1 ∧ · · · ∧ d̂zi ∧ · · · ∧ dzn

n∑
i=1

zidzi

= (h ◦ φ)
n∑
i=1

(−1)n−1 (zi)
2

|z|n dz1 ∧ · · · ∧ dzn

= (h ◦ φ)
(−1

|z|
)n−1

dz1 ∧ · · · ∧ dzn
Dada f : B → R queremos h tal que h(φ(z)) = (−|z|)n−1f(z). Sea
h(p, t) = (−t)n−1f(tp), entonces
(3.3)∫

B

f =

∫

B

φ∗(hπ∗σ′∧dt) =

∫
h

Sn−1×(0,1]

π∗σ′∧dt =

∫

Sn−1

(

∫ 1

0

tn−1f(tp)dt)σ′.

Teorema 3.6. Sea M una n-variedad orientable conexa y sin fron-
tera. Entonces la funcional lineal

∫
: Hn

c (M) → R, [ω] 7→ ∫
M
ω es un

isomorfismo.

Sólo hace falta ver que
∫

: Hn
c (M)→ R es inyectiva, es decir

∫

M

ω = 0⇒ ∃η ∈ Ωn−1
c (M) t.q. ω = dη.

Demostración. Por inducción. Seguiremos los siguientes pasos

(1) La Proposición es cierta para M = R
(2) Si la Proposición es cierta para toda n− 1 variedad, entonces

es cierta para Rn
(3) Si la Proposición es cierta para Rn, entonces es cierta para

para toda n variedad.



52 3. FORMAS DIFERENCIALES

(1). Si ω ∈ Ω1
c(R), entonces ω = df con

f(x) =

{
c− x ≤ −N
c+ x ≥ N

.

∫

R
ω = 0⇒ 0 =

∫ N

−N
df = c+ − c− ⇒ f − c+ ∈ C∞c (R), ω = d(f − c+).

(2). Sea ω ∈ Ωn(Rn) con soporte en la bola unitaria B y
∫
Rn ω = 0. Sea

F : Rn × [0, 1] → Rn, F (z, t) = tz. En el lema de Poincaré definimos
I : Ωn(Rn × [0, 1])→ Ωn−1(Rn) tal que ω = −d(I(F ∗ω)). Escribiendo

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn,
F ∗ω = (f ◦ F )d(tz1) ∧ · · · ∧ d(tzn)

= (f ◦ F )(z1dt+ tdz1) ∧ · · · ∧ (zndt+ tdzn)

= (f ◦ F )(tndz1 ∧ · · · ∧ dzn + tn−1dt ∧ σ),

I(F ∗ω) =

∫ 1

0

tn−1f(tz)dt σ

Para z 6= 0 fija hagamos el cambio de variable u = |z|dt, entonces

η := I(F ∗ω) =

∫ |z|

0

un−1

|z|n f(ur(z))du σ =

∫ 1

0

un−1f(ur(z))du
σ

|z|n
ya que f(z) = 0 si |z| > 1.

Sea g : Sn−1 → R definida por g(p) =
∫ 1

0
tn−1f(tp)dt, entonces

η = (g ◦ r)r∗σ′ = r∗(gσ′). Por (3.3)∫

Sn−1

gσ′ =
∫

B

f =

∫

Rn
ω = 0.

Por hipótesis de inducción,
∫

: Hn−1
c (Sn−1) → R es un inyectiva y

aśı gσ′ = dλ. Luego η = r∗(gσ′) = d(r∗λ). Sea h : Rn → [0, 1] suave
con h = 0 en una vecindad del origen h = 1 fuera de B. Entonces
ξ = η − d(hr∗λ) tiene soporte en B y dξ = dη = ω.

(3). Sea M una n-variedad orientable conexa y sin frontera. Sea U
vecindad difeomorfa a Rn. Sea η ∈ Ωn

c (M) con soporte en U tal que∫
M
η > 0. Por demostrar que ∀ω ∈ Ωn

c (M) existen c ∈ R, β ∈ Ωn−1
c (M)

tal que ω = cη+ dβ. Sea Φ una partcición de la unidad subordinada a
un atlas. Como {φ ∈ Φ : soporteφ ∩ soporteω 6= ∅} es finito,

ω = φ1ω + · · ·+ φkω, φi ∈ Φ.

Demostrando que φiω = ciη + dβi, habremos concluido la demosta-
ción. Aśı, hemos reucido (3) a demostrar que si ω tiene soporte en una
vecindad V difeomorfa a Rn, entonces ω = cη + dα, α ∈ Ωn−1

c (M).
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Sean U1 = U,U2, . . . , Ul = V vecindades difeomorfas a Rn con Ui ∩
Ui+1 6= ∅. Escojamos ωi ∈ Ωc(M) con soporte en Ui∩Ui+1 e

∫
M
ωi 6= 0.

Entonces

ω1 = c1η + dα1, soporteα1 ⊂ U,

ωi = ciωi−1 + dαi, soporteαi ⊂ Ui,

ω = clωl−1 + dαl = · · · = cl · · · c1η + dαl + · · ·+ cl . . . cl−2dα1.

¤
Teorema 3.7. Sea M una n-variedad conexa, no orientable y sin

frontera. Entonces Hn
c (M) = 0.

Demostración.

Teorema 3.8. Sea M una n-variedad conexa y no compacta. En-
tonces Hn(M) = 0.

Demostración. Sea ω ∈ Ωn
c (M) con soporte en una vecindad

coordenada U con cerradura compacta. Hay una sucesión {Ui} de
vecindades coordenadas con cerradura compacta tales que U1 = U,Ui∩
Ui+1 6= ∅ y para cualquier compacto K existe n(K) tal que Ui ∩K = ∅
si i > n(K).

Escojamos ωi ∈ Ωc(M) con soporte en Ui ∩ Ui+1 e
∫
M
ωi 6= 0.

Entonces existen ci ∈ R ηi con soporte ηi ⊂ Ui tales que

ω = dη1 + c1ω1

ωi = dηi+1 + ci+1ωi+1

ω = dη1 + c1dη2 + c1c2ω2

. . .

ω = dη1 + · · ·+ c1 · · · cl−1dηl + c1 · · · clωl





CAṔıTULO 4

Curvatura

1. Curvatura

Definición 4.1. Sea ∇ una conexión del haz vectorial π : E →M .
Extendemos la definicion a ∇r : Ωr(M) ⊗ Γ(E) → Ωr+1(M) ⊗ Γ(E)
mediante ∇r(ω ⊗ s) = dω ⊗ s+ (−1)rω ∧∇s

Definimos la curvatura de la conexión como Ω = ∇1 ◦ ∇.

Observaciones 4.1. Sean ω ∈ Ω1(M), s ∈ Γ(E), entonces

∇1(ω ⊗ s)(X,Y ) = dω(X, Y )s− ω ∧∇s(X,Y )

= (X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X, Y ]))s− ω(X)∇Y s+ ω(Y )∇Xs

= ∇X(ω(Y )s)−∇Y (ω(X)s)− ω([X, Y ]))s

Aśı

(4.1) (Ωs)(X, Y ) = ∇1(∇s)(X,Y ) = ∇X(∇Y s)−∇Y (∇Xs)−∇[X,Y ]s.

Si f ∈ C∞(M), entonces

Ω(fs) = ∇1(f∇s+df⊗s) = df ∧∇s+fΩs+ddf⊗s−df ∧∇s = fΩs.

Sea ω la matriz de la conexión en la base local {s1, . . . , sn} ⊂ Γ(E).

Ωsi =
n∑
j=1

∇1(ωij ⊗ sj) =
n∑
j=1

dωij ⊗ sj − ωij ∧∇sj

=
n∑

k=1

(dωik −
n∑
j=1

ωij ∧ ωjk)⊗ sk.

Aśı, la matriz de Ω en la base local es Ω = dω − ω ∧ ω.
Si la conexión es compatible con una métrica 〈, 〉 en E y {s1, . . . , sn}

es una base local ortonormal, ω es antisimétrica y por consiguiente Ω
también. Luego

〈(Ωsi)(X, Y ), sk〉 = Ωik(X,Y ) = −〈si, (Ωsk)(X, Y )〉.
Como Ω es C∞(M) lineal, para todo r, s ∈ Γ(E), X,Y ∈ X(M)

(4.2) 〈(Ωr)(X, Y ), s〉+ 〈r, (Ωs)(X,Y )〉 = 0.

55



56 4. CURVATURA

Teorema 4.1. . Sea ∇ la conexión de Levi-Civita de una métrica
riemanniana en M . Sean {X1, . . . , Xn} base ortonornal local de TM
y {θ1, . . . , θn} la base local dual. Entonces

• Ecuaciones de estructura. dθ = ω ∧ θ, dω = Ω + ω ∧ ω.
• Primera identidad de Bianchi. Ω ∧ θ = 0
• Segunda identidad de Bianchi. dΩ + Ω ∧ ω − ω ∧ Ω = 0

Demostración.

dθi(X, Y ) = X(θi(Y ))− Y (θi(X))− θi([X, Y ])

= X〈Xi, Y 〉Y − Y 〈Xi, X〉 − 〈Xi, [X, Y ]〉
= 〈∇XXi, Y 〉 − 〈∇YXi, X〉+ 〈Xi,∇XY −∇YX〉 − 〈Xi, [X, Y ]〉

=
n∑
j=1

ωij(X)〈Xj, Y 〉 −
n∑
j=1

ωij(Y )〈Xj, x〉 =
n∑
j=1

(ωij ∧ θj)(X, Y ),

dθi =
n∑
j=1

ωij ∧ θj.

Entonces

0 = d(dθ) = (dω) ∧ θ − ω ∧ dθ = (dω − ω ∧ ω) ∧ θ = Ω ∧ θ.
Similarmente

0 = d(dω) = d(Ω + ω ∧ ω) = dΩ + (dω) ∧ ω − ω ∧ dω
= dΩ + (Ω + ω ∧ ω) ∧ ω − ω ∧ (Ω + ω ∧ ω)

= dΩ + Ω ∧ ω − ω ∧ Ω

Definición 4.2. Si 〈, 〉 es una métrica riemanniana en M y ∇ es la
conexión de Levi-Civita, se acostumbra denotar (ΩZ)(X, Y ) = RXYZ
y se define el tensor de Riemann R ∈ Γ(T 4(M)) por

R(X, Y, Z,W ) = 〈RXYZ,W 〉.
La conexión de Levi-Civita se extiende a∇ : Γ(T r(M))→ Γ(T r+1(M)),

∇S(Z,X1, . . . , Xr) = Z(S(X1, . . . , Xr))−
r∑
i=1

S(X1, . . . ,∇ZXi, . . . , Xr)

Proposición 4.1. El tensor de Riemann tiene las propiedades

(1) R(X, Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W )
(2) R(X, Y, Z,W ) = −R(X, Y,W,Z)
(3) RXYZ +RY ZX +RZXY = 0
(4) R(X, Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )
(5) ∇R(X, Y, Z, ·, ·) +∇R(Y, Z,X, ·, ·) +∇R(Z,X, Y, ·, ·) = 0
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Demostración. (1) se sigue de la definición. (2) se sigue de (4.2).
(3). Sean {X1, . . . , Xn} base local ortonormal de TM y {θ1, . . . , θn}
la base local dual de T ∗M . Por la primera identidad de Bianchi, para
k = 1, . . . , n se tiene

〈(ΩZ)(X,Y ) + (ΩX)(Y, Z) + (ΩY )(Z,X), Xk〉

=
n∑
i=1

Ωik(X, Y )θi(Z) +
n∑
i=1

Ωik(Y, Z)θi(X) +
n∑
i=1

Ωik(Z,X)θi(X)

=
n∑
i=1

(Ωik ∧ θi)(X, Y, Z) = 0

(4). Se sigue de (1), (2) y (3) que

R(X, Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0(4.3)

R(X, Y, Z,W ) +R(Y,W,Z,X) +R(X,W, Y, Z) = 0(4.4)

R(Y, Z,X,W ) +R(Y,W,Z,X) +R(Z,W,X, Y ) = 0(4.5)

R(Z,W,X, Y ) +R(Z,X, Y,W ) +R(X,W, Y, Z) = 0(4.6)

Sumando (4.3),(4.4) y restando (4.5) y (4.6) obtenemos (4).
(5). De la segunda identidad de Bianchi

(4.7) dΩij(X, Y, Z) +
∑

k

(Ωik ∧ ωkj − ωik ∧ Ωkj)(X,Y, Z) = 0

Por el Teorema 3.3

dΩij(X, Y, Z) = X(Ωij(Y, Z)) + Y (Ωij(Z,X)) + Y (Ωij(Z,X))

− Ωij([X, Y ], Z)− Ωij([Y, Z], X)− Ωij([Z,X], Y )

Como Ωij(·, ·) = R(·, ·, Xi, Xj),

X(Ωij(Y, Z)) = ∇R(X, Y, Z,Xi, Xj) + Ωij(∇XY, Z) + Ωij(Y,∇XZ)

+
∑

k

ωik(X)Ωkj(Y, Z) +
∑

k

ωjk(X)Ωik(Y, Z)

Puesto que [X, Y ] = ∇XY −∇YX, tenemos

dΩij(X, Y, Z) =
∑

k

(ωik ∧ Ωkj + ωjk ∧ Ωik)(X, Y, Z)

+∇R(X, Y, Z,Xi, Xj) +∇R(Y, Z,X,Xi, Xj) +∇R(Z,X, Y,Xi, Xj).

Comparando con (4.7) obtenemos (5).
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Ejemplo 4.1. Sean G un grupo de Lie y 〈, 〉 una métrica rieman-
niana invariante por la izquierda. Sea ∇ la conexión del Ejemplo 2.9.
Por la identidad de Jacobi

RXYZ =
1

4
[X, [Y, Z]]− 1

4
[Y, [X,Z]]− 1

2
[[X,Y ], Z] = −1

4
[[X,Y ], Z]

Definición 4.3. Sea 〈, 〉 una métrica riemanniana en M y sea ∇
la conexión de Levi-Civita.

• Para f ∈ C∞(M) definimos el campo gradiente de f por

〈grad f,X〉 = df(X) = X(f).

• SeaX ∈ X(M) entonces∇X ∈ Γ(T 1
1 (M)) = Γ(hom(TM, TM)).

Definimos la divergencia de X por

divX = c(∇X) = Tr∇X.
• Definimos el hessiano de f por

Hf = ∇(df)

• Definimos el laplaciano de f como

4f = div(grad f) = Tr∇(grad f)

Observaciones 4.2. Sea X1, . . . , Xn una base local ortonormal de
TM , entonces

divX =
n∑
i=1

〈∇XiX,Xi〉.

Hf (X, Y ) = X(df(Y ))− df(∇XY ) = X(Y (f))−∇XY (f)

= Y (X(f))−∇YX(f) = Hf (Y,X)

Hf (X, Y ) = X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉 = 〈∇X(grad f), Y 〉.
Por lo tanto Hf es simétrico y

4f =
n∑
i=1

〈∇Xi grad f,Xi〉 =
n∑
i=1

H(Xi, Xi).

Definición 4.4. Para X,Y ∈ X(M) consideremos Q(X, Y ) ∈
Γ(hom(TM, TM)) dado por Q(X, Y )(Z) = RXZY . Definimos la cur-
vatura de Ricci Ric ∈ Γ(T 2(M)) como Ric(X,Y ) = TrQ(X,Y ).

Ric(X, Y ) =
n∑
j=1

〈RXXjY,Xj〉 =
n∑
j=1

R(X,Xj, Y,Xj).

Hay un isomorfismo entre Γ(T 2(M)) y Γ(hom(TM, TM)) dado por

T (X, Y ) = 〈T(X), Y 〉.
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A la métrica 〈, 〉 le corresponde la identidad I. A Ric le corresponde
un Ric simétrico.

Definimos la curvatura escalar S y el tensor de Eintein G por

S = TrRic, G = Ric− 1

2
S〈, 〉

S =
n∑
i=1

Ric(Xi, Xi) =
n∑

i,j=1

R(Xi, Xj, Xi, Xj).

Si T ∈ Γ(hom(TM, TM)), Y ∈ X(M), (∇T)(Y ) ∈ Γ(hom(TM, TM))
esta dado por

(∇T(Y ))(X) = (∇XT)(Y ) := ∇X(T(Y ))−T(∇XY )

y div T ∈ Ω1(M) por (div T )(Y ) = Tr((∇T)(Y )). Aśı

(div T )(Y ) =
n∑
i=1

〈(∇XiT(Y ), Xi〉 =
n∑
i=1

〈∇Xi(T(Y ))−T(∇XiY ), Xi〉

=
n∑
i=1

Xi(T (Y,Xi))− T (Y,∇XiXi)− T (∇XiY,Xi)

=
n∑
i=1

∇T (Xi, Y,Xi)

Proposición 4.2. dS = 2 divRic y si dimM = 4, divG = 0.
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Demostración. Sea p ∈ M y sea X1, . . . , Xn marco geodésico en
p (ejercicio 20)

Ric(X,Y ) =
n∑
i=1

R(X,Xi, Y,Xi)

∇Ric(Z,X, Y ) = Z(Ric(X, Y ))−Ric(∇ZX, Y )−Ric(X,∇ZY )

=
n∑
i=1

∇R(Z,X,Xi, Y,Xi) +R(X,∇ZXi, Y,Xi)

+
n∑
i=1

R(X,Xi, Y,∇ZXi)

∇Ric(Z,X, Y )(p) =
n∑
i=1

∇R(Z,X,Xi, Y,Xi)(p)

divRic(X)(p) =
n∑

i,j=1

∇R(Xj, X,Xi, Xj, Xi)(p)

dS(X) =
n∑

i,j=1

∇R(X,Xi, Xj, Xi, Xj)

+ 2
n∑

i,j=1

R(∇XXi, Xj, Xi, Xj) +R(Xi,∇XXj, Xi, Xj)

Por (5) de la Proposición 4.1

−∇R(X,Xi, Xj, Xj, Xi) = ∇R(Xi, Xj, X,Xj, Xi) +∇R(Xj, X,Xi, Xj, Xi)

∇R(X,Xi, Xj, Xi, Xj) = 2
n∑

i,j=1

∇R(Xj, X,Xi, Xj, Xi)

dS(X)(p) = 2
n∑

i,j=1

∇R(Xj, X,Xi, Xj, Xi)(p)

= divRic(X)(p)

¤

2. Campos de Jacobi. Puntos conjugados

Proposición 4.3. Sea f : A ⊂ R2 → M diferenciable. Sea V un
campo vectorial a lo largo de f . Entonces

D

∂s

DV

∂t
− D

∂t

DV

∂s
= R ∂f

∂s
∂f
∂t
V
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Demostración. En una carta coordenada (U,ϕ)

φ ◦ f = (f1, . . . , fn), V =
∑
j

Vj∂j

DV

∂t
=

n∑
j=1

(∂Vj
∂t

+
n∑
i=1

Viωij(
∂f

∂t
)
)
∂j

D

∂s

DV

∂t
=

n∑

k=1

[∂2Vk
∂s∂t

+
n∑
i=1

∂Vi
∂s

ωik(
∂f

∂t
) + Vi

∂

∂s
(ωik(

∂f

∂t
))

+
n∑
j=1

(∂Vj
∂t

+
n∑
i=1

Viωij(
∂f

∂t
)
)
ωjk(

∂f

∂s
)
]
∂k.

D

∂t

DV

∂s
=

n∑

k=1

[∂2Vk
∂t∂s

+
n∑
i=1

∂Vi
∂t

ωik(
∂f

∂s
) + Vi

∂

∂t
(ωik(

∂f

∂s
))

+
n∑
j=1

(∂Vj
∂s

+
n∑
i=1

Viωij(
∂f

∂t
)
)
ωjk(

∂f

∂s
)
]
∂k

D

∂s

D

∂t
V − D

∂t

D

∂s
=

n∑

i,k=1

( ∂

∂s
(ωik(

∂f

∂t
))− ∂

∂t
(ωik(

∂f

∂s
))

+
n∑
j=1

ωij(
∂f

∂t
)ωjk(

∂f

∂s
)− ωij(∂f

∂t
)ωjk(

∂f

∂s
)
)
Vi∂k

Para ω =
∑

i aidx
i tenemos ω(

∂f

∂t
) =

∑
i ai

∂fi
∂t

∂

∂s
ω(
∂f

∂t
) =

∑
i

∂ai
∂xj

∂fj
∂s

∂fi
∂t

+ ai
∂2fi
∂s∂t

∂

∂s
ω(
∂f

∂t
)− ∂

∂t
ω(
∂f

∂s
) =

∑
i

(
∂ai
∂xj
− ∂aj
∂xi

)
∂fj
∂s

∂fi
∂t

= dω(
∂f

∂s
,
∂f

∂t
)

D

∂s

DV

∂t
− D

∂t

DV

∂s
=

n∑

i,k=1

(
dωik −

n∑
j=1

ωij ∧ ωjk
)
(
∂f

∂s
,
∂f

∂t
)Vi∂k

=
n∑

i,k=1

Ωik(
∂f

∂s
,
∂f

∂t
)Vi∂k

= R ∂f
∂s

∂f
∂t
V

¤
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Corolario 4.2. Sean p ∈ M , f(t, s) = expp(tu(s)). El campo

vectorial J(t) =
∂f

∂s
(t, 0) definido a lo largo de γ(t) = f(t, 0) satisface

la ecuación diferencial de Jacobi

(4.8)
D2J

dt2
(t) +RJ(t)γ′(t)γ

′(t) = 0

Demostración. Para s fija la curva t 7→ f(t, s) es una geodésica,
por lo tanto

0 =
D

∂s

D

∂t

∂f

∂t
=

D

∂t

D

∂s

∂f

∂t
+R ∂f

∂s
∂f
∂t

∂f

∂t

=
D

∂t

D

∂t

∂f

∂s
+R ∂f

∂s
, ∂f
∂t

∂f

∂t
.

Evaluando en s = 0 obtenemos (4.8). ¤
Definición 4.5. Un campo vectorial J a lo largo de la geodésica

γ : [0, a]→M se llama campo de Jacobi si satisface (4.8).

Proposición 4.4. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la
geodésica γ : [0, a] → M con J(0) = 0. Entonces hay una curva
u(ε, ε) → TpM , p = γ(0) tal que si definimos f(t, s) = expp(tu(s)),
entonces

J(t) =
∂f

∂s
(t, 0)

Demostración. Sea v = γ′(0) y sea u(ε, ε)→ TpM tal que u(0) =

v y u′(0) =
DJ

dt
(0). Si f(t, s) = expp(tu(s)) entonces

Y (t) =
∂f

∂s
(t, 0) = (expp)∗tv(tu

′(0))

es un campo de Jacobi con Y (0) = 0. Como

DY

dt
=

D

dt
∗ t(expp)∗tvu

′(0))

= t
D

dt
(expp)∗tp(u

′(0)) + (expp)∗tp(u
′(0))

DY

dt
(0) = (expp)∗0(u

′(0)) = u′(0) =
DJ

dt
(0)

Por el teorema de existencia y unicidad 2.2 J(t) = Y (t).

Definición 4.6. Sea γ : [0, a] → M una geodésica. El punto
γ(T ) (0 < T ≤ a) es conjugado a γ(0) a lo largo de γ, si existe un
campo de Jacobi J no nulo a lo largo de γ tal que J(0) = 0 = J(T ).
El número máximo de tales campos linealmente independientes es la
multiplicidad del punto conjugado γ(T ).
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¤
Corolario 4.3. Sea γ : [0, a]→ M una geodésica. El punto γ(T )

es conjugado a γ(0) a lo largo de γ si y sólo si Tv = Tγ′(0), es un
punto cŕıtico de expp. Más aún, la multiplicidad del punto conjugado
γ(T ) es igual a dim ker(expp)∗Tv.

Demostración. Por la Proposición 4.4, cualquier campo de Jacobi
J a lo largo de γ con J(0) = 0 se escribe J(t) = (expp)∗tv(tw), w =
DJ

dt
(0). Por el Teorema de existencia y unicidad 2.2, J no es nulo si

y sólo si w 6= 0. Por lo tanto γ(T ) es conjugado a γ(0) si y sólo si
∃w ∈ TpM \ 0 tal que

(expp)∗Tv(Tw) = 0.

Otra vez por el Teorema 2.2 los campos de Jacobi J1, . . . , Jk con Ji(0) =
0 son linealmente independientes si y sólo si

DJ1

dt
(0), . . . ,

DJk
dt

(0)

son linealmente independientes. ¤

3. La primera y segunda variaciones de la acción

Definición 4.7. Una trayectoria diferenciable por tramos que une
a los puntos p y q, es una función continua γ : [0, T ] → M tal que
γ(0) = p, γ(T ) = q y existe una partición de [0, T ] de la forma

0 = t0 < t1 < . . . < tk = T

de tal manera que γ|[ti−1, ti] es diferenciable de clase C∞.

El conjunto formado por estas trayectorias (que unen a p y q en M)
se denotará por Ω(M ; p, q).

El espacio tangente a Ω(M ; p, q) en la trayectoria γ, es el espacio
vectorial que esta formado por todos los campos vectorialesW a lo largo
de γ, diferenciables por tramos, para los cuales W (0) = 0 y W (T ) = 0.

Definición 4.8. Considere una trayectoria γ ∈ Ω(M ; p, q). Una
variación de γ es una función continua

F : (−ε, ε)→ Ω(M ; p, q)

para alguna ε > 0, que satisface lo siguiente:

(1) F (0) = γ.
(2) Existe una partición de [0, T ], con 0 = t0 < t1 < . . . < tk = T ,

de tal manera que la función

f : (−ε, ε)× [0, T ]→M
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definida por f(u, t) = F (u) · t es C∞ al restringirla a cada
(−ε, ε)× [ti−1, ti], con i = 1, . . . , k.

Dado que cada F (u) pertenece a Ω(M ; p, q) , se tiene que f(u, 0) = p
y f(u, T ) = q para todo u ∈ (−ε, ε).

Observaciones 4.3.

(1) Para referirnos a la variación usaremos f ó F indistintamente.
Algunas veces en vez de tomar (−ε, ε) se toma una vecindad
U de Rs con centro en 0 y en tal caso f sera llamada variación
a s parámetros de γ.

(2) Si f es diferenciable entonces diremos que la variación es dife-
renciable.

Para t fija, consideremos la curva diferenciable ft : (−ε, ε) → M
dada por ft(u) = f(u, t). El vector velocidad de esta curva transversal
en u = 0 es

W (t) =
∂f

∂u
(0, t).

El campo vectorial W ∈ TγΩ es el campo tangente a la variación f.

Observación 4.4. Dado cualquier campo W diferenciable por tra-
mos, a lo largo de γ la función f(u, t) = expγ(t)(uW (t)) define una
variación de γ cuyo campo tangente es W (t).

Consideremos el funcional de Acción

E : Ω(M ; p, q)→ R

(4.9) E(γ) =
1

2

∫ T

0

〈γ′(t), γ′(t)〉dt.

Lema 4.1. Sean p, q ∈ M y sea γ : [0, T ] → M una geodésica
minimizante que une p con q. Para toda curva c : [0, T ]→M que une
p con q se tiene que

E(γ) ≤ E(c)

y la igualdad vale si y sólo si c es una geodésica minimizante.

Demostración. Por la desigualdad de Schwarz

l(c)2 = (

∫ T

0

|c′|dt)2 ≤ T

∫ T

0

|c′|2dt = TE(c)

y la iguladad ocurre si y sólo |c′| es constante. Aśı

TE(γ) = l(γ)2 ≤ l(c)2 ≤ TE(c)

y E(γ) = E(c) implica que |c′| es constante y l(γ) = l(c), lo que implica
que c es una geodésica minimizante. ¤
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Teorema 4.4. Fórmula de la primera variación. Sean F una varia-

ción de la curva γ ∈ Ω(M ; p, q) y W (t) =
∂f

∂u
(0, t) su campo vectorial

tangente, entonces

(4.10)

(E ◦ F )′(0) = −
∫ T

0

〈Dγ
′

dt
,W (t)〉dt −

k−1∑
i=1

〈γ′(t+i ) − γ′(t−i ),W (ti)〉

donde

γ′(t−i ) = lim
t→t−i

γ′(t); γ′(t+i ) = lim
t→t+i

γ′(t)

Demostración.

E ◦ F =
1

2

∫ T

0

〈∂f
∂t
,
∂f

∂t
〉dt

d(AL ◦ F )

du
=

∫ T

0

〈D
∂u

∂f

∂t
,
∂f

∂t
〉dt =

∫ T

0

〈D
∂t

∂f

∂u
,
∂f

∂t
〉dt

=

∫ T

0

∂

∂t
〈∂f
∂u
,
∂f

∂t
〉dt−

∫ T

0

〈∂f
∂u
,
D

∂t

∂f

∂t
〉dt

=
k∑
i=1

〈∂f
∂u
,
∂f

∂t
〉
∣∣∣
ti+1

ti
−

∫ T

0

〈∂f
∂u
,
D

∂t

∂f

∂t
〉dt

Evaluando en u = 0 obtenemos la fórmula (4.10) ¤
Definición 4.9. Una trayectoria γ ∈ Ω(M ; p, q) se llama cŕıtica si

y sólo si (E ◦ F )′(0) = 0 para toda variación F de γ.

Corolario 4.5. La trayectoria γ ∈ Ω(M ; p, q) es cŕıtica si y solo
si es una geodésica

Demostración. Supongase que γ es una trayectoria cŕıtica, en-
tonces de la ecuación (4.10) tenemos que

(4.11) −
∫ T

0

〈Dγ
′

dt
,W (t)〉dt+

k∑
i=1

〈γ′,W 〉
∣∣∣
ti

ti−1

= 0

para toda variación. Sea g : [0, T ] → R una función diferenciable por
tramos con g(t) > 0 si t 6= ti, y g(ti) = 0 con i = 0, 1, . . . , k − 1. Sea

W (t) = g(t)
Dγ′

dt
, entonces

k∑
i=1

〈γ′,W 〉
∣∣∣
ti

ti−1

= 0.
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Aśı, por (4.11) ∫ T

0

g(t)|Dγ
′

dt
|2dt = 0.

de donde
Dγ′(t)
dt

= 0,∀t ≤ ti y aśı cada γ|(ti, ti+1) es una geodési-

ca. Ahora nos falta ver lo que ocurre en los puntos ti. Tomemos otro
campo variacional W ∗(t) con W ∗(0) = 0 = W ∗(1) y si ti 6= 0, 1 defini-
mos W ∗(ti) = γ′(t−i )− γ′(t+i ) y usemos el hecho que γ|(ti, ti+1) es una
geodésica. Aśı

0 =
k∑
i=1

|γ′(t−i )− γ′(t+i )|2

de donde γ ∈ C1 en cada ti, por lo tanto γ es una geodésica. Ahora
suponga que γ ∈ Ω(M ; p, q), es una geodésica, entonces

∫ T

0

〈Dγ
′

dt
,W (t)〉dt = 0.

para todo W ∈ TγΩ. Como γ es diferenciable,

k∑
i=1

〈γ′,W 〉
∣∣∣
ti

ti−1

= 0.

Sumando las dos ecuaciones obtenemos (E ◦ F )′(0) = 0. ¤
Teorema 4.6. Fórmula de la segunda variación. Sea F una varia-

ción de la geodésica γ con campos tangente W . Entonces

(4.12) (E ◦ F )′′(0) = −
∫ T

0

〈W (t),
D2W

dt
+RWγ′(t)γ

′(t)〉dt

−
k−1∑
i=1

〈W (ti),
DW

dt
(t+i )− DW

dt
(t−i )〉.

Demostración.

(E ◦ F )′′ =
k∑
i=1

〈D
∂u

∂f

∂u
,
∂f

∂t
〉
∣∣∣
ti+1

ti
+

k∑
i=1

〈∂f
∂u
,
D

∂u

∂f

∂t
〉
∣∣∣
ti+1

ti

−
∫ T

0

〈D
∂u

∂f

∂u
,
D

∂t

∂f

∂t
〉dt−

∫ T

0

〈∂f
∂u
,
D

∂u

D

∂t

∂f

∂t
〉dt

Evaluando en u = 0 el primer término se anula, y ya que γ es una
geodésica, también lo hace el tercero. Como en el Corolario 4.2

D

∂s

D

∂t

∂f

∂t
(0, t) =

D2W

dt2
+RWγ′(t) γ

′(t).
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Evaluando el segundo término en u = 0

k∑
i=1

〈∂f
∂u
,
D

∂u

∂f

∂t
〉
∣∣∣
ti+1

ti
= −

k−1∑
i=1

〈W (ti),
DW

dt
(t+i )− DW

dt
(t−i )〉.

Juntando estos hechos obtenemos (4.12) ¤
Teorema 4.7. Bonnet-Myers
Sea M una variedad riemanniana completa de dimensión n tal que

para todo p ∈M , v ∈ TpM , |v| = 1 se tiene que

Ric(v, v) ≥ (n− 1)

r2
> 0.

Entonces M es compacta y diamM ≤ πr.

Demostración. Sean p, q ∈ M . Sea γ : [0, 1] → M geodésica
minimizante uniendo p con q. Basta demostrar que l(γ) ≤ πr.

Supongamos por el contrario que l(γ) > πr. Sean

e1(t), . . . en−1(t), en(t) =
γ′(t)
l(γ)

campos paralelos ortonormales a lo largo de γ. Definamos

Wj(t) = sin(πt)ej(t), j = 1, . . . n− 1.

Sea Fj una variación con campo tangente Wj y sea Ej = E◦Fj. Usando
que ej es paralelo en (4.12) tenemos

E ′′
j (0) = −

∫ 1

0

〈Wj,
D2Wj

dt
+RWjγ′(t)γ

′(t)〉dt

=

∫ 1

0

sin2(πt)(π2 − l2K(en(t), ej(t)))dt

donde K(en(t), ej(t)) es la curvatura seccional del palno generado por
en(t), ej(t). Sumando

n−1∑
i=1

E ′′
j (0) =

∫ 1

0

sin2(πt)((n− 1)π2 − l2Ric(en(t), en(t)))dt.

Como Ric(en(t), en(t)) ≥ (n− 1)

r2
y l > πr,

n−1∑
i=1

E ′′
j (0) < 0

y por lo tanto existe un j tal que E ′′
j (0) < 0, lo que contradice el hecho

de que γ es minimizante. ¤
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Corolario 4.8. Sea M, 〈, 〉 una variedad riemaniana completa tal
que Ric(v, v) ≥ δ > 0 para todo p ∈ M , v ∈ TpM . Entonces el
cubriente universal de de M es compacto. En particular π1(M) es
finito.

Demostración. Si P : M̃ → M es el recubrimiento universal, M̃
con la métrica P ∗〈, 〉 es completa y R̃ic ≥ δ > 0. Por el teorema 4.7,
M̃ es compacta. Aśı, las fibras de P son finitas. Pero la cardinaliadad
de π(M) coincide con la de las fibras. ¤



Problemas

Ejercicio 1. Sean (M,A), (N,B) variedades diferenciables de di-
mensiones m,n.

a) La colección de cartas coordenadas (U×V, ϕ×ψ) con (U,ϕ) ∈ A,
(V, ψ) ∈ B determina una estructura diferenciable de dimensión m+ n
en M ×N .

b) Las proyecciones π1 : M × N → M , π2 : M × N → N son
diferenciables.

c) F : P → M × N es diferenciable si y sólo si π1 ◦ F, π2 ◦ F son
diferenciables.

d) Si f : P → M, g : Q → N son diferenciables, entonces f × g lo
es. Determine rango f × g en términos de rango f, rango g.

Ejercicio 2. Sean Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1} y π± : Sn \ {p±} →
Rn las proyecciones estereográficas desde los polos p± = (0, . . . , 0,±1).
Demuerstre que {(Sn \ {p+}, π+), (Sn \ {p−}, π−)} determina una es-
tructura diferenciable.

Ejercicio 3. Sean Pn el espacio proyectivo y g : Sn → Pn la
proyección canónica. Muestre que f : Pn → M es diferenciable si y
sólo si f ◦ g : Sn →M lo es y rango f = rango f ◦ g

Ejercicio 4. Sean C0, C1 cerrados disjuntos en la variedad C∞ M .
Demuestre que hay una f : M → [0, 1] C∞ tal que Ci = f−1(i), i = 0, 1.

Ejercicio 5. Sea M una variedad diferenciable.
a) El conjunto N ⊂M tiene una estructura de subvariedad diferen-

ciable de dimensión k de M si y sólo si para todo punto de p ∈ N hay
una carta (U,ϕ) alrededor de p tal que N ∩ U = U ∩ ϕ−1(Rk × {0}).

b) El conjunto N ⊂ M resulta una subvariedad cerrada de M si y
sólo si una carta como en a) existe para todo punto de M .

Ejercicio 6. El conjunto {(x, |x|) : x ∈ R} no es la imagen de una
inmersión R→ R2.

Ejercicio 7. a) Sean U ⊂ Rk abierto y f : U → Rn−k diferencia-
ble, entonces graf f = {(p, f(p) : p ∈ U} es subvariedad de Rn.

b) Toda subvariedad de Rn es localmente la gráfica de una función
diferenciable.

69
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Ejercicio 8. Sean M,N variedades de dimensión n y f : M → N
una inmersión. Demuestre que

a) f es una transformación abierta, o sea que manda abiertos en
abiertos.

b) Si M es compacta y N es conexa entonces f es sobre.

Ejercicio 9. Sea S1 el conjunto de complejos unitarios. Defina
f : R → S1 × S1 por f(t) = (exp(it), exp(iαt)) donde α es un número
irracional. Pruebe que f es una inmersión inyectiva y que f(R) es
densa en S1 × S1.

Ejercicio 10. a) Sean q un valor regular de g : Rn → Rm y
M = g−1(q). Sea f : Rm → Rk diferenciable. Demuestre que para todo
p ∈M , kerD(f |M)p = kerD(f, g)p.

b) Defina f : P2 → R3 por f([x, y, z]) = (yz, xz, xy). Muestre que
f no es una inmersión en precisamente 6 puntos.

c) Defina F : P2 → R4 por F ([x, y, z]) = (x2 − y2, yz, xz, xy).
Muestre que F es un encaje .

Ejercicio 11. Una función continua f : X → Y se llama propia si
para cualquier compacto C ⊂ Y se tiene que f−1(C) es compacto. El
conjunto ĺımite L(f) de f es el conjunto de los y ∈ Y para los cuales
existe una sucesión (xn) en X sin subsucesiones convergentes tal que
y = lim f(xn).

a) f es propia si y sólo si L(f) = ∅.
b) f(X) es cerrado en Y si y sólo si L(f) ⊂ f(X)
c) Encuentre f : R→ R2 con f(R) cerrada pero L(f) 6= ∅.
d) f : X → Y continua e inyectiva es un homeomorfismo sobre su

imagen si y sólo si L(f) ∩ f(X) = ∅.
c) Una subariedad N ⊂ M es cerrada si y sólo si la inclusión i :

N →M es propia.
e) Si M es una variedad C∞ hay una f ∈ C∞(M) propia.

Ejercicio 12. Sea M(m,n) el conjunto de matrices reales m ×
n y sea M(m,n : k) el conjunto de matrices en M(m,n) con rango
k. Demuestre que M(m,n : k) es una subvariedad de M(m,n) de
dimensión k(n+m− k).

Sugerencia: Para X0 ∈M(m,n : k) hay matrices de permutación

P ∈ M(m,m), Q ∈ M(n, n) tales que PX0Q =

(
A0 B0

C0 D0

)
con A0 ∈

M(k, k) nosingular. Si X es cercana a X0 entonces PXQ =

(
A B
C D

)

con A ∈M(k, k) nosingular yX ∈M(m,n : k) si y sólo siD = CA−1B.



PROBLEMAS 71

Ejercicio 13. Suponga que la operación ¯ : Rn×Rn → Rn satis-
face

(a1 + a2)¯ b = a1 ¯ b+ a2 ¯ b
a¯ (b1 + b2) = a¯ b1 + a¯ b2

∀λ ∈ R, λ(a¯ b) = (λa)¯ b = a¯ (λb)

a¯ (1, 0, . . . , 0) = a

∀a 6= 0,∃b 3 a¯ b = b¯ a = (1, 0, . . . , 0)

Sea e1, . . . , en la base canónica de Rn. Demuestre que
a) Todo punto de Sn−1 se representa de manera única en la forma

a¯ e1.
b) Si a 6= 0, entonces a ¯ e1, . . . , a ¯ en son linealmente indepen-

dientes.
c) Si a ∈ Sn−1, las proyecciones de a¯ e2, . . . , a¯ en en TaSn−1 son

linealmente independientes.
d) Multiplicación por a es una función continua.
e) TSn−1 es trivial.
f) TPn−1 es trivial.

Ejercicio 14. Sean π : E → X un haz vectorial y f : Y → X
continua. Sea

f ∗(E) = {(y, e) ∈ Y × E : f(y) = π(e)}
Defina π′ : f ∗(E) → Y por π′(y, e) = y y f̂ : f ∗(E) → E por

f̂(y, e) = e. Podemos transferir a cada fibra π′−1(y) = {y}×π−1(f(y)),
la estructura de espacio vectorial de π−1(f(y)).

a) Muestre que π′ : f ∗(E) → Y es un haz vectorial y que f̂ :
f ∗(E) → E es una transformación de haces que es un isomorfismo en
cada fibra.

b) Suponga que tenemos otro haz vectorial π′′ : E ′′ → Y y una
transformación de haces f ′′ : E ′′ → E tal que

E ′′ f ′′−−−→ Eyπ′′
yπ

Y
f−−−→ Y

conmuta. Demuestre que E ′ y E ′′ son isomorfos, E ′ ∼= E ′′.
c) Si g : Z → Y es continua (f ◦ g)∗(E) ∼= g∗(f ∗(E)).
d) Si π : E → X es orientable entonces π′ : f ∗(E)→ Y es orienta-

ble.
e) Dar un ejemplo en el que π′ : f ∗(E) → Y es orientable pero

π : E → X no es orientable.
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f) Para el haz vectorial π : E → X considere el haz π′ : π∗(E) →
E. Muestre que si π : E → X no es orientable entonces tampoco
π′ : π∗(E)→ E es orientable.

Ejercicio 15. Dados los haces π : E → X, π′ : E ′ → X sea
E ⊕ E ′ = {(e, e′) : π(e) = π′(e′)} Definamos π′′ : E ⊕ E ′ → X por
π′′(e, e′) = π(e) = π′(e′).

a) Muestre que π′′ : E ⊕ E ′ → X es un haz vectorial cuya fibra
sobre p es la suma directa de las fibras π−1(p) y π′−1(p).

b) Muestre que si f : Y → X es continua f ∗(E ⊕ E ′) ∼= f ∗(E) ⊕
f ∗(E ′)

c) Dados los haces πi : Ei → Xi, i = 1, 2, muestre que π1 × π2 :
E1 × E2 → X1 ×X2 es un haz vectorial.

d) Si ∆ : X → X ×X es la transformación diagonal ∆(x) = (x, x),
muestre que E ⊕ E ′ ∼= ∆∗(E × E ′).

e) Si E es orientable, entonces E ′ es orientable si y sólo si E ⊕ E ′

es orientable.
g) Para cada espacio vectorial V defina una orientación natural de

V ⊕ V y pruebe que E ⊕ E siempre es orientable.

Ejercicio 16. Sean M1,M2 variedades diferenciables
a) Si πi : M1 ×M2 → Mi son las proyecciones naturales, muestre

que T (M1 ×M2) ∼= π∗1(TM1)⊕ π∗2(TM2).
b) Si M1,M2 son orientables, entonces también M1 ×M2 lo es.

Ejercicio 17. Muestre que el haz tangente de una variedad dife-
renciable siempre es una variedad orientable.

Ejercicio 18. Una matriz simétrica S ∈ M(n, n) es semidefinida
positiva si 〈Sv, v〉 ≥ 0 para todo v ∈ Rn. Muestre que

a) Si A ∈M(n, n), AtA es semidefinida positiva.
b) Toda matriz semifinida positiva S puede escribirse como S = B2

para alguna B.
c) Toda A ∈ Gl(n,R) puede escribirse de manera única como A =

RS con R ∈ O(n) y S definida positiva.
d) Las matrices R y S son funciones continuas de A. Sugeren-

cia: Si An → A y An = RnSn, entonces Rn tiene una subsucesión
convergente.

e) Gl(n,R) es difeomorfo a O(n)× Rn(n−1)/2.

Ejercicio 19. Sean (M, 〈, 〉), (M ′, 〈, 〉′) variedades riemannianas.
Una isometŕıa local es un difeomorfismo F : U ⊂ M → M ′ sobre su
imagen tal que F ∗〈, 〉′ = 〈, 〉. Un campo vectorial en (M, 〈, 〉) se llama
campo de Killing si su flujo local {ϕt} consiste de isometŕıas locales.
Pruebe que
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a) Un campo lineal en Rn definido por la matriz A es de Killing si
y sólo si A es antisimétrica.

b) Sea F : M → M ′ una isometŕıa, entonces X ∈ X(M) es de
Killing ⇐⇒ F∗X ∈ X(M ′) es de Killing.

c) X ∈ X(M) es de Killing ⇐⇒ 〈∇YX,Z〉 + 〈Y,∇ZX〉 = 0
∀Y, Z ∈ X(M). Sugerencia: X es de Killing ⇐⇒ LX〈, 〉.

Ejercicio 20. Sea (M, 〈, 〉) n-variedad riemanniana.
a) Muestre que para cada p ∈ M existe una base ortonormal local

{E1, . . . , En} alrededor de p tal que ∇EiEj(p) = 0. {E1, . . . , En} se
llama marco geodésico en p.

b) Sea {E1, . . . , En} marco geodésico en p. Pruebe que

grad f(p) =
n∑
i=1

Ei(f)Ei(p).

X =
n∑
i=1

fiEi ⇒ divX(p) =
n∑
i=1

Ei(fi)(p).

Ejercicio 21. Una acción del grupo de Lie G sobre la variedad M
es una transformación diferenciable G ×M → M , (g, x) 7→ g · x tal
que gh · x = g · (h · x). La órbita de un punto x bajo la acción es el
conjunto G · x = {g · x : g ∈ G}. El grupo de isotroṕıa de un punto x
es el conjunto Gx = {g ∈ G : g · x = x}. La acción se llama transitiva
si M es la órbita de un punto.

a) O(n) actúa de forma natural en Rn. Si x ∈ Sn−1, entonces
Sn = O(n) ·x y el grupo de isotroṕıa de e1 = (1, 0, . . . , 0) es el conjunto

{(
1 0
0 B

)
: B ∈ 0(n− 1)

} ∼= 0(n− 1).

La acción de SO(n) = {A ∈ 0(n) : detA = 1} en Sn−1 es también
transitiva y SO(n)e1

∼= S0(n− 1).
b) Como SO(n) actúa linealmente en Rn, induce una acción tran-

sitiva en el espacio proyectivo Pn−1 y el grupo de isotroṕıa de Re1 es el
conjunto

{(
detB−1 0

0 B

)
: B ∈ O(n− 1)

} ∼= O(n− 1).

c) El grupo unitario U(n) = {A ∈ Mn(C) : AAt = I} actúa transi-
tivamente en S2n−1 = {z ∈ Cn : |z| = 1} y U(n)e1

∼= U(n− 1).
d) El grupo SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1} actúa linealmente en

Cn y por lo tanto induce una acción en el espacio proyectivo complejo
CP n−1 de lineas complejas a traves del origen de Cn. La acción es
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transitiva y el grupo de isotroṕıa de Ce1 es el conjunto
{(

detB−1 0
0 B

)
: B ∈ U(n− 1)

} ∼= U(n− 1).

e) El grupo Sl(2,R) actúa transitivamente en el semiplano superior
H2 = {z ∈ C : =z > 0} mediante transformaciones fraccionales lineales

(
a b
c d

)
· z =

az + b

cz + d
.

El grupo de isotroṕıa de i es O(2). El grupo

SU(1, 1) =
{(

a b
b a

)
: |a|2 − |b|2 = 1

}

actúa transitivamente en el disco unitario ∆ = {z ∈ C : |z| < 1}
mediante transformaciones fraccionales lineales y SU(1, 1)0

∼= U(1).

Ejercicio 22. Sea V un espacio vectorial. Para v ∈ V , ω ∈ ∧r V ∗,
definimos la contracción i(v)ω ∈ ∧r−1 V ∗ mediante

i(v)ω(v1, . . . , vr−1) = ω(v, (v1, . . . , vr−1).

a) Muestre que i(v)(i(w)ω) = −i(w)(i(v)ω).

b) Muestre que si ω ∈ ∧k V ∗η ∈ ∧r V ∗, entonces

i(v)(ω ∧ η) = (i(v)ω) ∧ η + (−1)kω ∧ (i(v)η)

Ejercicio 23. Sea V un espacio vectorial. Un elemento ω ∈ ∧r V ∗

se llama descomponible si existen φ1, . . . , φr ∈ V tales que

ω = φ1 ∧ · · · ∧ φr.
a) Demuestre que si dimV ≤ 3, todo elemento de

∧
V ∗ es descom-

ponible.
b) Si dimV > 3 dé un ejemplo de un elemento indescomponible.
El anulador de ω ∈ ∧r V ∗ es el conjunto

an(ω) = {φ ∈ V ∗ : φ ∧ ω = 0}.
c) Muestre que dim an(ω) ≤ r y que la igualdad se da si y sólo si ω

es descomponible.
d) Si dimV = n, todo elemento de

∧n−1 V ∗ es descomponible.

Ejercicio 24. Sea V un espacio vectorial real de dimensión n con
producto escalar. Extendemos el producto escalar a toda el algebra
exterior

∧
V definiendo

〈v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk〉 = det(〈vi, wj〉)
y extendiendo bilinealmente.
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a) Pruebe que si e1, . . . , en es una base ortonormal de V entonces

la base {ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n} de
∧k V es ortonormal.

Eligiendo una orientación O en V definamos ∗ :
∧
V → ∧

V tal
que si (e1, . . . , en) es una base ortonormal

∗(e1∧· · ·∧en) = ±1, ∗(1) = ±e1∧· · ·∧en, ∗(e1∧· · ·∧ep) = ±ep+1∧· · ·∧en
donde el signo es + si (e1, . . . , en) ∈ O y - en caso contrario.

b) Pruebe que ∗∗|∧p V = (−1)p(n−p) y que si ω, η ∈ ∧p V , entonces

〈ω, η〉 = ∗(ω ∧ ∗η) = ∗(η ∧ ∗ω).

c) Para v ∈ V defina γ :
∧p+1 V → ∧p V por

〈γ(ω), ξ〉 = 〈ω, v ∧ ξ〉
para ω ∈ ∧p+1 V, ξ ∈ ∧p V . Pruebe que

γ(ω) = (−1)np ∗ (v ∧ ∗ω).

Ejercicio 25. Lema de Cartan.
Sea M variedad diferenciable. Sean ω1, . . . , ωr 1-formas linealmente

independientes en cada punto de M . Sean θ1, . . . , θr 1-formas tales que

r∑
i=1

θi ∧ ωi = 0.

Pruebe que existen Aij ∈ C∞(M) con Aij = Aji tales que

θi =
r∑
i=1

Aijωj, i = 1, . . . , r

Ejercicio 26. Pruebe las siguientes igualdades

LX(ω1 ∧ ω2) = LXω1 ∧ ω2 + ω1 ∧ LXω2.

X(ω(X1, , . . . , Xr)) = LXω(X1, . . . , Xr)

+
r∑
j=1

(−1)j+1ω([X,Xi], X1, . . . , X̂i . . . , Xr).

dω(X1, . . . , Xr+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i+1LXiω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1)

+
∑
i<j

(−1)i+j+1ω([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1).

LXω = i(X)dω + d(i(X)ω).
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2dω(X1, . . . , Xr+1) =

r+1∑
i=1

(−1)i+1(Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))+LXiω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1)).

Ejercicio 27. Sea M una n-variedad riemanniana con orientación
O. Defina el elememto de volumen riemanniano por

ν(v1, . . . , vn) = ±
√

det(〈vi, vj〉)
donde el signo es + si (v1, . . . , vn) ∈ O y - en caso contrario. Pruebe
que

LXν = d(i(X)ν) = divX ν

Sugerencia: Sea p ∈ M y sea {Ei : i = 1, . . . , n} un marco geodésico
en p. Sean {ωi : i = 1, . . . , n} las 1-formas duales. Muestre que
ν = ω1 ∧ · · · ∧ ωn y que si

θi = ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωn,

i(X)ν =
n∑
i=1

ωi(X)θi,

dωi(p) = 0 , dθi(p) = 0,

d(i(X)ν)(p) =
n∑
i=1

Ei(ωi(X))(p)ν(p) = divX(p)ν(p)

Ejercicio 28. Sea M una variedad riemannianna. Definimos una
métrica riemanniana en TM de la siguiente manera. Si v ∈ TpM ,
V,W ∈ Tv(TM), escojamos curvas α, β : (−ε, ε) → TM con α(0) =
β(0) = v, α′(0) = V , β′(0) = W , entonces

〈〈V,W 〉〉v = 〈π∗V, π∗W 〉p + 〈Dα
dt

(0),
Dβ

ds
(0)〉p

a) Pruebe que 〈〈, 〉〉 esta biendefinida.
b) Un vector V ∈ Tv(TM) ortogonal a la fibra π−1(π(v)) se llama

horizontal. Si α : (a, b)→ TM , pruebe que α′(t) es horizontal ∀t ⇐⇒
α es paralelo a lo largo de la curva πα : (a, b)→M .

c) Pruebe que el campo geodésico G ∈ X(TM) es horizontal en
cada punto.

d) Pruebe el Teorema de Liouville: divG = 0.

Ejercicio 29. Sea M una variedad riemanniana tal que para cual-
quier par de puntos el transporte paralelo entre ellos no depende de
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la curva escogida para unirlos. Pruebe que la curvatura es identi-
camente nula. Sugerencia: Considere una superficie parametrizada
f : (−ε, 1 + ε)2 → M tal que f(s, 0) = f(0, 0)∀s ∈ (−ε, 1 + ε). Si
V0 ∈ Tf(0,0)M definamos un campo V a lo largo de f por V (s, 0) = V0

y como el transporte paralelo de V0 a lo largo de la curva t 7→ f(s, t).
Entonces

D

∂t

D

∂s
V +R(

∂f

∂t
,
∂f

∂s
)V =

D

∂s

D

∂t
V = 0

Como el transporte paralelo no depende de la curva escogida, V (s, 1)
es el transporte paralelo de V (0, 1) a lo largo de la curva s 7→ f(s, 1),
de donde D

∂s
V (s, 1) = 0 ya aśı

Rf(0,1)(
∂f

∂t
(0, 1),

∂f

∂s
(0, 1))V (0, 1) = 0.

La arbitrariedad de V0 y f demuestran que ∀X,Y, Z ∈ X(M), R(X, Y )Z =
0.

Ejercicio 30. Una variedad riemanniana M es un espacio local-
mente simétrico si el tensor de curvatura R satisface ∇R = 0.

a) Sea M un espacio localmete simétrico y sea γ : [0, l] → M una
geodésica. Sean X,Y, Z campos paralelos a lo largo de γ. Pruebe que
R(X, Y )Z también es paralelo a lo largo de γ.

b) Pruebe que si dimM = 2 yM es un espacio localmente simétrico,
conexo, entonces la curvatura (seccional o escalar) es constante.

c)Si M tiene curvatura (seccional) constante entonces es un espacio
localmente simétrico.

Ejercicio 31. Teorema de Schur.
Sea M una variedad riemanniana conexa con dimM ≥ 3. Supon-

gamos que M es isotrópica, es decir si la curvatura seccional K(p, σ)
no depende del plano σ ⊂ TpM . Pruebe que K(p, σ) tampoco depende
del punto p ∈M .

Ejercicio 32. Una variedad riemanniana es una variedad de Eins-
tein si existe λ ∈ C∞(M) tal que Ric(, ) = λ〈, 〉. Pruebe que

a) Si M es conexa y de Einstein con dimM ≥ 3, entonces λ es
constante.

b) Si M es conexa y de Einstein con dimM = 3, entonces M tiene
curvatura seccional constante.
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