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CAP{TULO 1

Variedades diferenciables.

1. Variedades diferenciables.

DEFINICION 1.1. Un espacio localmente euclidiano de dimensién d
es un espacio M de Hausdorff tal que cada punto tiene una vecindad
homemomorfa a un abierto de R%. Si U C M es abiertoy ¢ : U —
R? es un homeomorfismo sobre un abierto de R?, la pareja (U, ) se
llama carta de coordenadas. Dos cartas (U, ), (V,v) se llaman C*
compatibles si po ™ p(UNV) =R pop™t:p(UNV)— R?son
de clase C*.

OBSERVACION 1.1. Un espacio localmente euclidiano es localmente
compacto.

DEFINICION 1.2. Sea M un espacio localmente euclidiano

(1) Un atlas A de clase C* en M es una coleccién de cartas de
coordenadas cuyos dominios cubren M y cualesquiera dos de
ellas son C* compatibles.

(2) Una estructura diferenciable es un atlas maximal A, o sea que
si la carta (U, ) es C* compatible con todas las cartas de A,
entonces (U, ) € A.

OBSERVACION 1.2. Si A es un atlas, podemos agregar todas las
cartas (U, ) que son C* compatibles con todas las cartas de A para
formar una estructura diferenciable A, de clase C*.

DEFINICION 1.3. Una variedad diferenciable de dimensién d y clase
C* es un espacio localmente euclidiano M con base numerable junto
con una estructura diferenciable A de clase C*.

EijeMmprLo 1.1.

(1) U abierto de R? con la estructura diferenciable determinada
por la carta identidad (U, I).

(2) Sean (M, A) variedad diferenciable y W C M abierto, enton-
ces (W, Aw) con Ay = {(U, ) € A: U C W} es una variedad
diferenciable de la misma dimension.

(3) El conjunto M,, de matrices reales n x n junto con una identifi-
cacién ¢ : M, — R™ determinan una estructura diferenciable
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6 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES.

en M,. El grupo lineal de matrices invertibles Gl(n,R) es un

abierto.
(4) Sean 8" = {z e R""! : |z| = 1} y mx : S"\{p+} — R™ las pro-
yecciones estereogréficas desde los polos pr = (0,...,0,%1).

Entonces {(S™\ {p+},74), (S"\{p-},7_)} determina una es-
tructura diferenciable.

(5) Sean (M, A), (N, B) variedades diferenciables de dimensiones
m,n, la coleccién de cartas coordenadas (U x V, ¢ X ) con
(U,p) € A, (V,1)) € B determina una estructura diferenciable
de dimensién m +n en M x N

DEFINICION 1.4. Sean (M, A), (N, B) variedades de clase C*, W C
M abierto.

e La funcién f : W — R se llama diferenciable de clase C* y
escribimos f € CH(W), si f o o~ ! es de clase C* para toda
(U,p) € A. Para f € C*(M) definimos

soporte f = {z € M : f(z) # 0}.

e La transformacion continua F': M — N se llama diferenciable
de clase C* y escribimos F' € C*(M, N), si goF € C*(F~1(V))
para toda g € C*(V), V abierto de N.

DEFINICION 1.5.
e Una coleccién {U,} de subconjuntos (abiertos) de M es una

cubierta (abierta) de W C M si W C |, Ua.

e Un refinamiento de la cubierta {U,}, es una cubierta {V3} tal
que V33a tal que Vg C U,.

e Una coleccién {A,} es localmente finita si Ym € M3IW,, ve-
cindad de m tal que {a : W,,, N A, # (0} es finito.

e M es paracompacto si toda cubierta abierta de M tiene un
refinamiento localmente finito.

e Una particion de la unidad en una variedad diferenciable M
es una coleccién {y,} C C*(M) tal que
(1) {soporte ¢, } es localmente finita
(2) Yo >0, 0a=1

e Se dice que {g,} estd subordinada a {Us} si Va3g tal que
soporte ¢, C Ug.

LEMA 1.1. Sea M Hausdorff, localmente compacto con base nume-
rable. Entonces toda cubierta abierta tiene un refinamiento numerable
localmente finito consistente de abiertos con cerradura compacta.

Demostracién. Existe una cubierta numerable {G}} de abiertos
con G} compacto tal que G C Gji1. En efecto, sea A una base
numerable y sea {Ux} la subcoleccién que consiste de los elementos
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con cerradura compacta. Como M es Hausdorff, localmente compacto,
{Ux} es una base. Sea G; = Uy y supongamos que Gy, = Uy U---UU,,.
Sea

Jk+1 :min{m>jk :@k C U1U"'UUm}

y definamos

Gk+1:U1U"'UU'

Jk+1°

Sea {V,} una cubierta abierta arbitraria. Para k > 3, G}, — Gj_1 es
compacto y esta contenido en Gy \@k,g. Tomemos una subcubierta
finita de la cubierta {V, N (Gyy1 \ Gr—2)} de G — Gj_,. Escojamos
también una subcubierta finita de la cubierta {V, N G3} de Go. La
union de estas subcubiertas finitas es la subcubierta deseada. ]

LEMA 1.2. Eriste o € C®(R?) tal que 0 < ¢ <1, p =1 en C(1),
=0 en R\ C(2), donde C(r) = (—r,r)%.

TEOREMA 1.1. Particiones de la Unidad. Sean M variedad C*
y {Ua} cubierta abierta. FExiste una particion numerable de la uni-
dad {¢r} con soporte pp compacto, subordinada a {U,}. FEziste una
particion de la unidad {@} con una cantidad a lo mds numerable de
elementos no nulos y soporte ¢, C U, Va.

Demostracién. Sea ¢ como en Lema 1.2. Sea {Gj} como en el

Lema 1.1, Gy = (). Parap € M sea k, = max{k : p ¢ G;}. Escojamos
a(p) tal que p € Uy v (V, 7) carta tal que

7(p) =0, C(2) C 7(V), V C Ungy) N (Gry12 \ Gi,)

Definamos ¢, = @ o7 en V, cero afuera de V. Asi ¢, = 1 en un abierto
W, y soportet, C V. Para cada k escojamos un subconjunto finito
Fy. de Gy \ Gj_; tal que {W, : p € Fy} es una cubierta de Gr\ Gi_1.
Ast {W, : p € F}, k € N} es una cubierta numerable de M. Ordenemos
{tp : p € F,k € N} en una sucesién {t;}. La coleccién {soporte 1;}
es localmente finita. Sea ¢ = >"° 15, entonces ¥(p) > 0 Vp € M.
Definimos ¢; = ; /1.

Para cada i escogemos «(i) tal que soportep; C U,q). Sea ¢o =
Za(i):a ;, entonces soporte ¢, C Ua(i):a soporte ;.

Sea x € M, entonces hay una vecindad W, de z tal que

{i : soporte p; "W, # 0} = {ix, ... i}
Si soporte ¢, N W, # 0, a = (i) para algin j = 1,...,r y as
{a : soporte g, "W, # 0} = {a(ir), ..., a(iy)}.

Por lo tanto {soporte ¢, } es localmente finita. O
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COROLARIO 1.2. Sean M wuna variedad C*, V. C M abierto y
A C V cerrado. Entonces existe ¢ € C°(M) tal que 0 < p <1, p =1
enAype=0en M\V.

Demostracién. {V, M \ A} es una cubierta abiertade M. Sea
{p,9} una particién de la unidad con soportep C V', soportet) C
M\ A. Size A, ¢¥(xz) =0y entonces p(z) = 1. O

2. El espacio tangente
Sean U C R? abierto y p € U, v € R?. Definiendo

d

v(f) = Dfp(v) = (Vf(p),v) = Y Dif(p)vi

=1

para f € CY(U) podemos considerar a v como un operador lineal en
CH(U) que satisface v(1) = 0y v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

DEFINICION 1.6. Sean M variedad diferenciable y p € M. Defini-
mos una relacién de equivalencia en el conjunto de funciones diferen-
ciables en una vecindad de p: f ~, g <= f = ¢ en alguna vecindad
de p. Una clase de equivalencia [f] se llama gérmen de funcion en p.
Notemos que podemos definir [f](p) = f(p) sin ambigiiedad. Sea G,M
el conjunto de estos gérmenes.

En G,M definimos las operaciones [f] + [¢] = [f + ¢], a[f] = [af]
a € R, [fllg] = [fg]

DEFINICION 1.7. Sea M variedad diferenciable. El espacio tangente
a M en el punto p € M, es el conjunto T,M de operadores lineales
v : GpM — R que satisfacen la regla de Leibnitz

v([fg]) = f(p)u(lg]) + g(p)u([f])-
Como [1] = [1][1], para v € T, M tenemos
v([1]) =1-o([1]) +1-o([1]) = 2-v([1])

y asf v([1]) = 0.
EJEMPLO 1.2. Sea p € M y sea (U, ) carta con p € U. Definimos

(52, &t = & (), ) = D7 70

Probaremos que ( 0 > . <i> es una base de T),M.
p p

(9—:1:1 0T,
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LEMA 1.3. Sea U C R™ abierto convexo con 0 € U. Sea [ €
C>(U). Existen g, ...gm € C®(U) tales que

+Zzz91 . 6i(0) = Dif(0).

Demostracién. Sea z € U y definamos h(t) = f(tz), entonces

72) = £0) = 1) = 0) = [ w(wyae = | > =D f()

Definiendo g;(z fo D; f(tz)dt obtenemos el Lema O
PROPOSICION 1.1. Sean M wariedad diferenciable, p € M. Sea
(U, ) carta con p € U. Escribiendo ¢ = (x1,...,%,) tenemos que

U_ZU (8@)

para todo v € T,M.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
o(p) =0. Sea f € C*(p~!(B,(0))). Por el Lema 1.3 tenemos que

foe™ +Zzzgz 9i(0) = Dy(f 0 ™ )(0),

p) + ingi o .
i—1

Asi

= v(m)giop®)+ ) zip)v(lgiog]) = Y v([x:])Di(for~")(0)
=1 =1 i=1
O

COROLARIO 1.3. Sean M wvariedad diferenciable, p € M. Entonces
T,M es un espacio vectorial de la misma dimension que M

DEFINICION 1.8. Sean M, N variedades diferenciables F' € C*°(M, N).
Definimos la derivada Fl, : T,M — Tp(p)N de F en el punto p por

Fop(0)([9]) = v(lg o F])
donde v € T,M, [g] € Gp@)N. Algunas veces omitiremos el subindice

p en la derivada.

PROPOSICION 1.2. Sean M, N, P wvariedades diferenciables F €
C*®(M,N), He C*(N,P),pe M, qg= F(p).
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(1) Si F es constante entonces Fy, = 0.

(2) (HoF),y=HoF,,.

(3) Sean (U,p) carta con p € U,z = p(p), ¢ = (T1,...,Tm)Y
e1,...,en la base canonica de R™. Entonces

ele) = (5

de donde T,M = ¢_! (R™).

»(p)
Demostracién.

Sean v € T,M, [f] € G, M, [g] € GyN, [h] € Gy P.
(1) Si F es constante, [g o F'] es un germen constante. Asi

EFop(v)([g]) = v(lg o F]) = 0.
(2) (H o F)yp(v)([h]) = v([ho Ho F])
= Fiyp(v)([h o H]) = (Hiqg 0 Fip)(v)([R])
(3) (Voo (e)([f]) = ei([f o ™)) = Di(f 0 ™) (9 (p)).
0.
Sean (U, ¢), (V1) cartas con p € U, F(p) € V, con ¥ = (y1, ..., Yn)

Fo(50) () = (5-) (50 F) = Dilys o F o ™) olo))

Por la Proposicion 1.1

P (), = 2o Do F 0 ) (e

O sea que la matriz de F}, en las bases {( 0 > }m 7 {(i) }n
8961- pJi=1 83/] F(p)J j=1
es la matriz jacobiana D(¢ o F o o= 1)(¢(p)).

3. El teorema del rango, inmersiones y encajes

TEOREMA 1.4. Sean M, N wvariedades diferenciables de dimensio-
nes m,n y h: M — N diferenciable.

(1) Supongamos que rango h., = dim h.,(T,M) = k . Entonces
existen cartas (U, ), (V,1) con p(p) = 0,v%(h(p)) = 0 tales
que
¢ oho 90_1(t17 s 7tm) = (th ce 7tkagk+1(t)7 s 7gn(t))

(2) Sirangoh, = k en una vecindad de p entonces existen cartas
(U, ), (V,1) con p(p) = 0,9 (h(p)) =0 tales que

Yvohoo Mty ... ,ty) = (t,...,1,0,...,0)
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Demostracion. Como el resultado es local podemos suponer que
que M es una vecindad del origen en R™ , N = R y h(0) = 0.
La hipétesis es que la matriz Dh(0) tiene rango k. Permutando las
coordenadas podemos suponer que

Dh(z) = {Aff) :j . det A(0) 0.
En una vecindad del origen tenemos det A(z) # 0. Definimos ¢ : M —
R™ por

O(81, .y 8m) = (ha(8), ..y hi(S), Skt1y -+ Sm)
D (0) = [A(()()) ﬂ

Asi det Dp(0) # 0 y por el teorema de la funcion inversa existe una
vecindad U del origen tal que ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo.
Como h;o o Y (ty,... , t,) =t;parai=1,... .k

ho 8071(t17 s 7tm> = (t17 s 7tk7gk+1(t)7 cee 7gn<t>>

Supongamos ahora que rango Dh(x) = k en una vecindad del ori-
gen. Sea g = h o o~ !, entonces

1 0
Dg(t) = |, [891}
Otjlij>k
. . 99
Como rango Dg(t) = k en una vecindad del origen, % = 0 para
J

i,j >k yastg(t)= fi(t1,...,t;) parai > k. Sea
w<y17"'7yn) = (yla"'7ykayk+1_fk+1(ylv"'7yk)7"'7yn_fn(yl>"'7yk’>)7

entonces Di(y) = [’]k ﬂ y

wog(tla--'atm) :’l/}(tl,,tk,ngrl(t),gn(t)) = (tl,...,tk,(),...,())
U

COROLARIO 1.5. Sean M, N variedades diferenciables de dimensio-
nes m,n y h: M — N diferenciable. Sea ¢ € N tal que rango h,, = k
para todo punto p en una vecindad de h™(q) # 0. Entonces h™'(q) es
una variedad diferenciable de dimension m — k. Cuando k = n, q se
llama valor reqular de h.

Demostracién. Sea p € h™'(q). Por el Teorema 1.4 existen cartas
(U, ), (V. 9) tales que ¢(p) = 0,4(q) =0y

Yohow Hty, ... ,twm) = (t1,...,1,0,...,0).
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Sea z € U, entonces
h(z) = q <= ohop ™ (p(2)) =0 <= ¢(2) = (0,...,0, zks1,- -, Zm)-
Ast () NU = ¢~ 1({0} x R™ %), v podemos definir la carta ¢ =
Mo plh~t(q) NU, donde II : R™ — R™* es la proyeccién sobre las
tltimas m — k coordenadas. Si j : R™* — {0} x R™"* C R™ es la
inyeccién natural, ¢t = =1 o j. O
PROPOSICION 1.3. Sea q € N walor reqular de h : M — N. Para
p € h™1(q) se tiene que T, h™'(q) = ker h,,.
Demostracién. Sean m = dim M, n = dim N. Sea (U, ¢) carta de
h='(q) con p € U. Entonces h o p~! es constante. Asf

hap(Ty b= (@) = (h o ™ ).(R™™) = {0},
donde = = ¢(p). Es decir T, h~*(¢) C ker h,,. Como h,, es suprayecti-
va dim T, h*(q) = m — n = dimker h,,. O
EJEMPLO 1.3. Sean M,, = R™ el conjunto de matrices reales n x n,
S,={CeM,:Ct=C}=RD2 §: M, — S, f(A)=AA". El
grupo ortogonal O(n) = f~!(I) es una variedad de dimensién n(n—1)/2
ya que I es un valor regular de f. En efecto sean A, B € M,,, entonces

1
fea(B) = lin% —((A+sB)(A+sB)' — AA") = AB" + BA".
s—0 S
Sean A € O(n), C € S,. Tomando B = 3CA tenemos que
1 1
fea(B) = i(AAtC’t + CAAY) = §(Ct +0C)=C.
Asi f.a es suprayectiva.
T;0(n) =ker f.; = {B € M,, : B'+ B =0}
es el conjunto de matrices antisimétricas.
DEFINICION 1.9. Sean M, N variedades diferenciables y sea h €
C>®(M,N).
e Decimos que h es una inmersion si h,, es inyectiva para todo
r e M.
e Una inmersién h se llama encaje si es un homeomeomorfis-

mo sobre su imagen h(M), teniendo esta ultima la topologia
relativa como subconjunto de N.

PROPOSICION 1.4. St h : M — N es una imersién inyectiva y M
es compacto entonces h es un encaje.

Demostracién. Sélo tenemos que probar que h=! : h(M) — M
es continua. Sea U C M abierto, entonces M \ U es cerrado. Como
M es compacto, M \ U es compacto. Asi h(M \ U) es compacto y por
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consiguiente cerrado. Como h es inyectiva, h(M \ U) = h(M) \ h(U),
de donde h(U) es abierto en h(M). O

OBSERVACION 1.3. Si h: M — N es un encaje entonces h(M) es
una variedad de la misma dimensién que M. En efecto parap € M sean

(U, ), (V,9) con cartas tales que (p) = 0, (h(p)) =0, h(U) C V' y
Yohow Mty ... ,ty) = (t,...,1,0,...0)

Como h es un encaje, h(U) es un abierto y por lo tanto hay una
abierto
Si rango h, = k en una vecindad de p entonces existen cartas
Vamos a probar que cualquier variedad diferenciable compacta pue-
de encajarse en algin espacio euclidiano.
PROPOSICION 1.5. Sean M wvariedad diferenciable y {V, : a € A}
una cubierta localmente finita.
(1) Si K C M es compacto entonces {a € A : Vo, N K # 0} es
finito.
(2) SiV, # 0 Va € A, entonces A es a lo mdas numerable.
Demostracion.

(1) Para cada p € M sea W, vecindad talque A, = {a € A :
Vo N W, # 0} es finito. Escojamos una subcubierta finita
{Wpyy.o ., W, 3 de K. SiV,N K # (), entonces V, N W, para
algun i =1,...,r y asi a € A,,. Luego

{aeA:VanK #0} c | JA,
i=1
(2) Hay una sucesién creciente de compactos K; tales que M =
U,en K. Por el inciso anterior, B; = {a € A: V,NK; # 0} es
finito. Como todo V,, debe intersectar algin K;, A C UieN B;.

O
PROPOSICION 1.6. Sea M wvariedad diferenciable.

(1) 8i V. .C M es abierto y A C'V es cerrado. Entonces existe U
abierto tal que ACU CUCV.

(2) Si {Vi} es una cubierta abierta localmente finita, eriste una
cubierta abierta {U;} tal que U; C V; Vi.

Demostracién.

(1) Sea ¢ : M — |0, 1] diferenciable tal que p =1en Ay ¢ =0
en M\ V. Sea U = p10,1/2).

(2) Por la Proposicién 1.5, la cubierta {V;} es alo méas numerable.
El conjunto Ay = M \ U, Vi es cerrado y A; C Vi. Por (1)
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existe U; abierto tal que

A CcUcU CVi,yasiM =U, U Vi
i>1
Ay = M\ (U U2, Vi) es cerrado y Ay C V. Por (1) existe
U, abierto tal que

Ay CUy CTy C Vo, yasiM =T, U, U Vi
i>2
Continuamos el proceso inductivamente. Sea p € M. Como
{Vi} es localmente finita 3N tal que p ¢ V; si i > N. Como
M =<y Ui UU;sn Vi, tenemos que p € U,y Ui O
TEOREMA 1.6. St M es una variedad diferenciable compacta, en-
tonces hay un encaje f: M — R™ para algin n.

Demostracion. Como M es compacta, hay una coleccién finita
{(Vi,41),...,(Vi,¥k)} de cartas coordenadas tal que M = [J¥ Vi
Por la Proposicién 1.6, existe una cubierta {Uy, ..., U} tal que U; C
Vi. Por el Corolario 1.2 existe ¢; : M — [0, 1] diferenciable tal que
i(U;) = 1y soportep; C V;. Sea m = dim M y definamos

f= (P10, ok, P1s - )+ M — RFOED,

f es inyectiva. Supongamos que f(p) = f(q), p,q € M. Sip € U,
@i(p) = 1, entonces p;(g) = 1y asf ¢ € V;. Luego 1(p) = ¢i(p)¢i(p) =
0i(@)i(q) = ¥i(q) y entonces p = gq.

f es una inmersion.

f* = [(¢1¢1)*7 R (Spkdjk)*» Play+ vy 9019*]

Sea p € U;. Como ¢;¢; = ¢; en U, (9ithi)sp = Yisp €s un isomorfismo.
O

4. Variedades con frontera

DEFINICION 1.10. Sean X C R™, f : X — R". Decimos que f es
de clase C* si Vo € X, 3F € C*(V,R") tal que V es una vecindad de
ry fIXAV =F|IXNV.

DEFINICION 1.11. Sea M un espacio de Hausdorff.

e La pareja (U, ) es una carta de m-variedad con frontera en M
si  es un homeomeorfismo del abierto U C M en un abierto
del semiespacio H™ = {(x1,..., %) : Tm > 0}

e Dos cartas (U, @), (V, 1) se llaman C* compatibles si pop~1 :
PUNV)—=H" o t:p(UNV)— H™ son de clase C*.
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e Un atlas A de variedad con frontera, de clase C* en M es una
coleccion de cartas cuyos dominios cubren M y cualesquiera
dos de ellas son C* compatibles.

e Una variedad con frontera de dimensién m y clase C* es un
espacio de Hausdorff M con base numerable junto con un atlas
maximal A de variedad con frontera de clase C* .

e Sean (M, A) una variedad C* con frontera y (U, ) € A. Si
o(x) € OH™ = {(x1,...,2m) : T, = 0} decimos que x es un
punto fronterizo para la carta (U, p).

OBSERVACION 1.4. La condicion de ser un punto fronterizo no de-
pende de la carta.

En efecto, sean (U, ), (V,1) cartas tales que y = p(z) € OH™ y
supongamos que z = ¥ (z) ¢ OH™. Entonces Ir > 0 tal que B,.(z) C
YU NV)\OH™ Sea F: W — R™ tal que W es vecindad de y
y FIWNH™ = o /W NH™ Asi Fopoty! es la identidad,
entonces D(p o ¢71)(2) es invertible y por el teorema de la funcién
inversa 30 < ¢ < r tal que p o Y 1(B,(2)) C (U NV) C H™ es un
abierto de R™. Esto contradice el hecho de que y € H™.

DEFINICION 1.12. Sea M variedad C* con frontera. La frontera
de M es el conjunto OM de puntos fronterizos para alguna carta. El
interior de M es el conjunto M \0M. Por la Observacion 1.4, el interior
de M es el conjunto de puntos para los cuales existe una carta (U, @)
con ¢(U) abierto de R™. Por lo tanto el interior de M es una variedad
C* (sin frontera).

PROPOSICION 1.7. Sea M wuna variedad diferenciable con fronte-
ra de dimension m. Entonces OM es una variedad diferenciable de
dimension m — 1 (sin frontera).

Demostracién. Sea B el conjunto de cartas (U, ¢) de M tales que
UNOM # ). Sea Il : R™ — R™ ! la proyeccién sobre las primeras
m — 1 coordenadas. Entonces {(UNIM, 1o plUNOM): (U,p) € B}
es un atlas para OM. U

PROPOSICION 1.8. Sea M una variedad diferenciable (sin frontera)
de dimension m Sea f : M — R diferenciable y supongamos que 0 es
un valor reqular. Entonces f~1([0,00)) es una variedad con frontera
f7H0).

Demostracién. El conjunto f~!((0,00)) es abierto. Sip € f~1(0),
por (1) del Teorema 1.4, existe (U, ) carta tal que ¢(p) =0y

f o ¢_1(x17 cee 7xm) = Tm.

Asi f71([0,00)) NU = @ " (H™) , y entonces (o~ (H™), oo~ (H™)) es
una carta de variedad con frontera. O






CAP{TULO 2

Haces vectoriales

1. Haces vectoriales y sus transformaciones

DEFINICION 2.1. Sean E, B espacios topoldgicos, p : E — B conti-
nua y suprayectiva.

e Una carta local de haz vectorial de rango n para p : £ — B
es una pareja (U, ) donde U C B es abiertoy ¢ : p~1(U) —
U x R™ es un homeomorfismo tal que el diagrama

pY(U) £ UxR?
P\ /T
U

conmuta. Asi, Vb € U ¢(p~1(b)) C {b} x R" y tenemos un
homeomorfismo ¢y, = 73 0 ¢|p~1(b).

e Un atlas de haz vectorial para p : E — B es una coleccién &
de cartas locales de haz vectorial cuyos dominios cubren B y
tal que ¢, 01, 1. R® — R" es un isomorfismo lineal para todo
(U.g),(V.4) €, beUNV.

e Una estructura de haz vectorial para p : EE — B es un atlas de
haz vectorial maximal.

e Si | B son variedades diferenciables y las cartas locales son
difeomorfismos, entonces p : £ — B es diferenciable y decimos
que el haz vectorial es diferenciable.

OBSERVACION 2.1. Si @ es un atlas de haz vectorial para p: E —
B, podemos definir una estructura de espacio vectorial en cada fibra
Ey, = p~1(b) declarando que ¢y, es un isomorfismo para alguna y asf para
cualquier (U, ) € ® con b e U.

El ejemplo mas simple de haz vectorial es m; : BXR"™ — B, conocido
como haz trivial. Por tal razén una carta local de haz vectorial se llama
también trivializacion local.

DEFINICION 2.2. Sea {U,} una cubierta abierta de B. Una colec-
cién de transformaciones continuas {gas : Uy, N Us — Gl(n)} se llama
cociclo para la cubierta {U,} si

va? 67 F)/ gaa(b) = I? gaﬁ(b)gﬂ’y<b) = ga'y(b)'
17
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Como gap(0)gsa(b) = gaa(b) = I, tenemos que gas(b) = gga(b) "
PROPOSICION 2.1. Sea B un espacio topoldgico.

(1) Si {(Un,a)} es un atlas de haz vectorial entonces gop(b) =
(Ya)s 0 (¥5), ! define un cociclo.

(2) Todo cociclo {gap} para una cubierta {U,} de B define un
atlas de haz vectorial {(Uy,Va)}.

Demostracién. (1) es claro. Para (2) definimos la relacién de
equivalencia ~ en X = J_ {a} x U, x R" mediante

(a,b,v) ~ (B,y,w) <= b=y € U, NUg,v = gas(b)w.

La reflexividad se sigue de goq(b) = I, la transitividad de g,z(b)gs,(b) =
Gory(b) y la simetria de gag(b) = gpa(b)

Sean F = X/ ~y p: E — B dada por p([a, b, v]) = b.

wo&
p ' (U,) = {[a,b,v] : b € Uy,v € R"} 2 U, x R".

OBSERVACION 2.2. Si el haz vectorial p : E — M es diferenciable,
el cociclo definido en (1) de la Proposicién 2.1 consiste de transforma-
ciones diferenciables.

Si (M,{(Ua,¢a)}) es una variedad diferenciable de dimensién m y
{gop : Uo NUz — Gl(n)} es un cociclo de transformaciones diferen-
ciables, entonces el haz definido en (2) de la Proposicién 2.1 tiene el
atlas {(p™1(Uy), (o X id) 01)4)} de variedad diferenciable de dimensién
n-+m.

EjempLo 2.1. El Haz Tangente.

Sea (M, {(U,, pa)}) variedad diferenciable de dimensién m. El haz
tangente a M es TM = UPGM T,M con la proyeccion w : TM — M
con fibra T,M. Sip € Uy, (pa)sp : TpM — R™ es un isomorfismo dado
por (¢a)ep(V) = (V@) .- Vilzm):

Nos faltaria definir una topologia en T'M. En lugar de eso podemos
utilizar (2) de la Proposicién 2.1. Para p € U, N Uj sea

9as(P) = (Pa)up © (5)0 = D(ga 0 05" (s(p)),

entonces {g,s} es un cociclo para la cubierta {U,}. Sea Il : TM — M
el haz definido por la Proposicién 2.1.

Sea I : TM — TM dada por F([a, p,v]) = (¢a)5,) (v). Observemos
que sip € Uy NUp , v = gap(p)w <= (¥a)s, (v) = (¢s),, (w). Por
lo tanto F esta bien definida y F : II7*(p) — T, M es un isomorfismo
para todo p € M. Por lo tanto identificaremos T'M y T M.
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De acuerdo con la Observacién 2.2, T'M es un variedad diferenciable
con cartas T, : 7 H(Uy) — 0a(Us) x R™ dadas por

Ta(V) = (paxid) oo F (V) = (pa x id)(p, (¢a)sp(V))
= (@alp), V([z1]), -, V([#m])

EJeEmpPLO 2.2. El dual de un haz vectorial.

Sea p : ' — B un haz vectorial de rango n y para cada b € B sea
Ey = p~'(b) . El haz dual de E es E* = |J,c B con la proyeccién
p* : E* — B con fibra E}. Sea {(U,,1,)} un atlas de haz vectorial
parap: E — B. Sib € U,, (¥a)p : £y — R"™ es un isomorfismo con
transpuesta (1,)} : R™ =2 R" — E;. Definimos (¥,); = [(¢a)i] 'y

9op = (Va)i[(¥6)3] ™" = (95a)-

Entonces {gzﬂ} es un cociclo y como hicimos con el haz tangente, po-
demos identificar el haz vectorial definido por la Proposicién 2.1 con
E*.

Si E =TM, el haz T*M = E* se llama haz cotangente de M. Si
[f] es un germen en p definimos df € T;M mediante df,(v) = v([f]).

En particular si (U, ¢ = (21,...,%,)) es una carta con p € U,
0 -
5, ((35),) =D =5,
0 0
{ dz1p,...,dxm,, eslabase de T*M duala (— ) ,...,(=—) .
y asi dyy, . .., dTm, es la base de T, ual a <8x1>p <8:1:m>p

DEFINICION 2.3. Sean p: EE — B, p' : E' — B’ haces vectoriales.

e Una transformacion F : E — E’ se llama fibrada si existe
f: B — B’ tal que el diagrama

E L, F

Pl
B, p
conmuta, o sea que Vb € B, F(E,) C EY,. En tal caso (F, f)
se llama par fibrado.
e El par fibrado (F, f) de transformaciones continuas se llama
homomorfismo de haces si Vb € B, F : E, — E}(b) es lineal.
e El par fibrado (F| f) se llama equivalencia de haces si f es un
homeomorfismo y Vb € B, F': B}, — E}(b) es isomorfismo.
e Si B = B’, una equivalencia (F,id) se llama isomorfismo.
e El haz p: F — B se llama trivial si es isomorfo al haz trivial
7 : B x R" — R™.
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e Una variedad diferenciable M se llama paralelizable si T M es
trivial.

EJEMPLO 2.3. Sean M, N variedades, f : M — N diferenciable y
definamos f, : TM — TN por f.|T,M = f.,. Entonces f, es diferen-
ciable y (fi, f) es un homomorfismo de haces. Si f es un difeomorfismo,
entonces (f., f) es una equivalencia de haces.

DEFINICION 2.4. e Una seccidn del haz vectorial p: E — B
es una transformacion continua s : B — E tal que po s = id.
e Siel haz p: E — M es diferenciable, I'(E) denotard al con-
junto de secciones diferenciables del haz.
e Un campo vectorial en M es un elemento de X(M) = I'(T'M)
y una I-forma en M es un elemento de Q'(M) = T'(T*M).

PROPOSICION 2.2. El haz vectorial p : E — B de rango n es trivial
st y solo si existen secciones si,...,S, tales que (s1(b),...,s,(b)) es
una base de Ey para todo b € B.

Demostracion.

=) Si F': BxR" — E define un isomorfismo de haces, definamos
secciones s;,i = 1,...,n por s;(b) = F(b,e;) donde (ey,...,e,) es la
base canodnica de R”.

<) Si $1,...,8, son secciones tales que Yb € B (s1(b),...,s,(D))
es una base de Ej, definamos F' : B x R" — E por F(b,ty,...,t,) =
tlsl(b)+“'+tn8n(b). U

EJjEMPLO 2.4. Consideremos la inmersion f : R* — C"

flzy, ..., x,) = (exp(ixy),. .., exp(ix,)).

El n-toro T" = f(R") = S' x --- x S es paralelizable.

En efecto, f(x+m) = f(z) siy solo si m € (2nZ)". Sea t,, : R" —
R™ la traslacion z +— x + m. Para m € (27Z)", f = fot, y asi f. =
(fotm)s = fao(tm)s Si(x,v) € TR™ = R"XR", (t)«(x,v) = (x+m,v)
y luego f.(xz,v) = fi(x + m,v). Podemos por lo tanto, definir sin
ambigiiedad campos vectoriales s; en T™ mediante s;(f(z)) = fo(z,€;).

2. Orientabilidad

Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension n. Definimos la re-
lacién ~ en el conjunto de bases ordenadas de V mediante (vy, ..., v,) ~
(w ...,w,) siy solo si la matriz de cambio de base [A4;;] dada por
wj = Y. Aj;v;, tiene determinante positivo. Hay dos clases de equiva-
lencia y a cualquiera de ellas se le llama orientacion de V. Si f : V — V’
es un isomorfismo de haces vectoriales tenemos definida una funcién

?([vl, o)) =1f(v1), . fon)].
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La orientacion natural w de R” es la clase de equivalencia de la base
canonica.

DEFINICION 2.5. Sea p : E — B haz vectorial.

e Decimos que la eleccion de una orientacion O, de la fibra £
para cada b € B es continua, si para cada trivializacién local
(U,4) con U conexa, los isomorfismos 1, : £, — R" satisfacen
que ¥b € U, ¥, (0y) = w o que Vb € U, 1,(Op) # w.

e Decimos que el haz es orientable si existe una eleccién continua
de una orientacién para cada fibra.

e Decimos que una variedad diferenciable M es orientable si T'M
es orientable.

OBSERVACION 2.3. Si el haz vectorial p : E — B es orientable
v (U, ), (V,1) son trivializaciones locales con U,V conexos, entonces
det(pp 0 ¢;1) tiene el mismo signo para todobe UNV.

EJEMPLO 2.5. Si el haz vectorial p : £ — B es trivial, sean
S1,..., S, secciones tales que Vb € B, (s1(b),...,s,(b)) es base de Ej,
entonces la eleccion b — [s1(D),. .., s,(b)] es continua y por lo tanto el
haz es orientable.

PROPOSICION 2.3. Si existe un atlas {(Us, %)} del haz vectorial
p: E — B tal que para el cociclo correspondiente det g,3 > 0 Vo, 3,
entonces el haz es orientable.

Demostracion. Para cada b € U, escogemos O = (wa)b_l(w). La
eleccién no depende de a ya que det g, > 0 implica que go5(b)(w) = w.
Sea (V,¢) una trivializacién local con V' conexo, entonces {b € V :
P,(Op) = w} vy {b €V :5,(0) # w} son ambos abiertos ya que si
b € V N U, entonces hay una vecindad W de b donde det((1a), 0 ¢, )
no cambia de signo. O

Dado un atlas {(Us,, ¢a)} de la variedad diferenciable M, el cociclo
correspondiente de T'M es

gas = D(pa 0 95") 0 0.
COROLARIO 2.1. La variedad diferenciable M es orientable si y solo
existe un atlas {(Uy, o)} tal que det D(p, 0 gogl) > 0.
EJEMPLO 2.6. Consideremos la circunferencia S' = {¢* : z € R}
con la cubierta Uy = {e : |z| < 7}, Uy = {e™ : x € (0,27)}.
Para A € Gl(n) consideremos el haz p4 : E4 — S! definido por el
cociclo g : Uy NU; — Gl(n) dado por

g@%z{[ z e (0,7)

A ze€(m2m)
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El haz es orientable si y solo si det A > 0. Cuandon =1y A = —1,
FE 4 es la banda de M6bius.

3. Algebra multilineal, operaciones con haces

DEFINICION 2.6. Sean Vi, ...,V espacios vectoriales sobre R.

e Vi x---xV, — R se llama multilineal si Vi = 1,...,k

Vi, W; < ‘/'h AeR
flog, o vtwg, .o ok) = Af(v1, 0,0 Uk) (01, W V)
e Bl producto tensorial Vi*®---®V} es el conjunto de funciones

multilineales f: Vi x--- x V, — R
eSifeVr®---a@VigeVi,® - @V, definimos

f®g(vl7"'7/0m):f(U].?'"7vk)g(vk’+l7"'7vm>'
de tal suerte que f@ge V' ®---@ V.
e Sean A; : V; — W, i =1...k lineales, definimos
AT@...@AZ;Wf‘@...@W]:_)Vl*@...@Vk*’

Al @ @ A(f) (o1, v) = f(Ai(w), -5 Alo).
EnelcasoenqueV; =V, W; = W, A, = A Vi, denotaremos simplemente
por A* a la transformacion A* ® --- ®@ A*.

OBSERVACIONES 2.4. Sean V, W espacios vectoriales.
e Sean {vy,...,vn}, {w1,...,w,} basesde V. W y {v},... v} },

{wy, ..., wy} las bases duales de V*, W*. Entonces {v; ® w} :

i=1,...,m,j =1,...,n} es una base de V* @ W* y para

cualquier f € V* ®@ W* tenemos

F=Y) flunwiv; @ w).
i=1 j=1
Similarmente para V' ® --- ® V.

e Hay un isomorfismo canénico iy : V — (V*)* dado para v €
V,a € V* por iy(v)(a) = a(v). Por lo tanto, Vi @ --- ® Vi
puede definirse como el conjunto de funciones multilineales
fVix- o x V=R

o V*@W = hom(V,W)={g:V — W :ges lineal}. En efecto
sea h : hom(V, W) — V*®W dada por h(g)(v,w*) = w*(g(v)),
cuya inversa esta dada por h=(f)(v) = iy, (f(v,-)).

DEFINICION 2.7. Si py : By — B,...,p; : Ex — B son haces
vectoriales de rangos nq, . ..n, entonces el producto tensorial

E1®"'®Ekz:U(El)b®"‘®(Ek)b
b
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con la proyeccién p con fibra (E;), ® -+ ® (Ey)p es un haz vectorial
de rango ny - - -ny. Si {U,} es una cubierta de B y (g;)ap es €l cociclo
correspondiente para el haz E;, entonces (¢1)as ® -+ @ (gk)ap €s el
cociclo correspondiente para el haz F| ® - -+ ® Ej.

EJEMPLO 2.7. Una métrica en el haz diferenciable p : F — M es
una seccién G € I'(E* ® E*) tal que Yp € M, G(p) es positivo definido
y simétrico. Una métrica riemanniana en M es una métrica en T'M.
Siempre existe una métrica para p : E — M. En efecto, sea {U,, ¥4)}
un atlas de haz vectorial y para p € U, definamos

p) =Y 8ii(ta)i(e; @ €))

ij=1
donde d;; es la delta de Kronecker. Sea {h,} una particién de la unidad
subordinada a {U,}. Definimos G = )" hoG,.

DEFINICION 2.8. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos
por T7 (M) al haz T*M®" @ TM®*. Un elemento de I'(T7 (M)) se llama
tensor r-covartante, s -contravariante.

OBSERVACION 2.5. Para R € T'(TT(M)), definamos R : X(M)" x
QYM)* — C°°(M) mediante

R(Xy,. .. Xpwi, .., ws)(p) = Rp(X1(p), ... Xo(p),wi(p), - -, ws(p)).
SifeC®(M),R(Xy,....fXs,....Xp,w1,...,ws) =
R(Xl,...,Xr,wl,...,fwj...,ws) = fE(Xl,...,Xi,...,Xr,wl,...,ws).

Decimos que R es C*(M) - multilineal.

En una carta local U, ¢ = (z!,...,2™) tenemos
_ 715 ]s % e
Rly = o E | Led" @ @de e ® e
Wy f1sejs=1
—( 0 0 < .
]1 _ 1 ls
donde T' R|U<_8 - ai,d;zzl,...,d:c )

EJjEMPLO 2.8.
7/ (M) = JT; M @ T,M = | Jhom(T, M, T,M) = hom(TM,TM).
p p

El tensor de Kronecker § € I'(T}(M)) se define por 6(p) = id : T,M .
Definimos la contraccién ¢ : T'(T} (M )) — COO( ) por c(A)(p) =
Tr A(p). En una carta local U, p = (x, ..

0 B moo
o|U = 25”5) ® dx;, AU = ZA ®dxj, (AU =" AL
=1

3,j=1 3,j=1
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PROPOSICION 2.4. Si S : X(M)" — C>*(M) es C*°(M)-multilineal,
entonces AR € T(T"(M)) tal que S = R.

Demostracién. Sea z € T,M y sea U, = (21,...,2,,) carta tal
que p € U, entonces z = ) _, ai(a—)p. Sea h € C>(M) tal que h(p) =1
T
0
y soporteh C U. Definiendo Z = ), aiha—, tenemos que Z(p) = z.
.I'.

Por lo tanto, dados zi,...,2, € T,M existen ..., 2, € X tales que
Zi(p) = # y definimos R, : T,M" — R por

Ry(z1,...,2,) =5(Z1,...,Z.)(p).

Tenemos que demostrar que la definicion no depende de la eleccién de
los Z; € X(M). Por comodidad lo haremos para r = 1.

LEMITA 1. Si Y, Z € X(M) coinciden en una vecindad V de p,
entonces S(Y)(p) = S(Z)(p).

Demostracién. Sea h € C*°(M) con h(p) = 1 y soporteh C
V', entonces hS(Y) = S(hY) = S(hZ) = hS(Z). Evaluando en p
obtenemos el Lemita 1.

LEMITA 2. Sean Y,Z € X(M) tales que Y (p) = Z(p), entonces
SY)(p) = S5(Z)(p).

Demostracién. Sea X = Z — Y entonces X(p) = 0 y queremos
demostrar que S(X)(p) = 0. Sea U, = (21, ...,x,,) carta tal que p €

U. Seah € C®°(M) con h = 1 en una vecindad V' de p y soporte h C U,
entonces X y h?X coinciden en V. Pero

R2X — ih2X(xz)<aixl>7 S(h*X) = zm:hX(g;Z)S<h66%>

Como X (p) =0, X(z')(p) = 0 y asi, por el Lemita 1
S(X)(p) = S(h*X)(p) = 0.

l

OBSERVACION 2.6. Sea p : E — M un haz vectorial diferenciable.
El procedimiento usado en la demostracion de la Proposicion 2.4, per-
mite construir en una vecindad U de cualquier punto ¢ € M, una base
local {s1,...,8,} C'(F). Es decir que {s1(z),...,s,(x)} es una base
de E, Vo € U. En efecto sea V,1 una cartadep: E — M conqg eV .
Sea U vecindad de ¢ tal que U C V y sea h € C*(M,[0,1]) con h =1
en U y soporteh C V. Parai=1,...,n sea s;(z) = h(z) " (z,e;).
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4. Campos vectoriales y flujos

TEOREMA 2.2. Existencia y unicidad.
Sean U C R™ abierto, X € CY(U,R™).
e Dados xg € U, tg € R, existen € > 0 y una unica solucion
a:(ty—e, to+¢e) — U ala ecuacion diferencial

(2.1) ' = X(x)

que satisface a(ty) = xg.

e Para cada x € U sea J(x) el intervalo maximal donde esta
definida una solucion J(x) — U a (2.1) que satisface 0 — z.
Escribiendo t — ¢y(x) = @(t,x) tal solucion, se tiene que el
congunto Q = {(t,x) :x € U,t € J(x)} es abierto y la funcion
©:Q — U es de clase C'.

e Si se satisfacen dos de las condiciones t € J(x), t +s € J(z),
s € J(pi(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

Pris(T) = ps(pe(T)).

La funcién ¢ : 2 — U dada por el Teorema 2.2 se llama el flujo
local definido por el campo vectorial X € C*(U,R™). Para cada x € U,
la derivada A(t) = Dy, (z) satisface la ecuacién diferencial

(2.2) A'(t) = DX (pi(2))A(?)
conocida como la primera variaciéon de 2.1.

PROPOSICION 2.5. Si X € C*(U,R™), entonces p € C*(Q,U)

Demostracion. Por induccién.

Supongamos que el resultado es valido para cualquier campo vec-
torial de clase C* y que X € C*!(U,R™). Consideremos el campo
vectorial Y (x,u) = (X (z), DX (z)u) cuyo flujo local esta dado por

Oz, u) = (pi(2), Depi(x)u).

Como Y € CH({U x R™), ® € C*(Q x R™, U x R™). 0

DEFINICION 2.9. Sean M una variedad diferenciabley a: I C R —

M una curva diferenciable. Definimos el vector tangente a la curva en
a(t) por o (t) = au(d/dt),.

OBSERVACION 2.7. Sea h : M — N un difeomorfismo y sea X €
X(M) consideremos el campo vectorial h, X € X(N) definido por h. X (y) =
h(X(h7(y))). Sean o : I — M una curva diferenciable y 3 = ho a.
Entonces 3'(t) = hy o aw.(d/dt); = hi(c/(t)). Asi

o(t) = X(a(t)) <= B'(t) = h(X(a(t))) = hX(B(1)),
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o sea que « es una solucién de la ecuacién diferencial ' = X (z) si y solo
si # = h o« es una solucién de la ecuacién diferencial y' = h.(X)(y).
Si F': N — L es otro difeomorfismo (F o h),X = F.(h.X). En efecto

(Foh . X(F(h)) = (Foh)u(X(x) = Fu (ha(X()))
= Fuw(hX(h(x))) = E(h.X)(F(h(x))).

Tenemos ahora la version para variedades del Teorema 2.2
TEOREMA 2.3. Sea M una variedad diferenciable y sea X € X(M).

e Dados p € M, ty € R, existen € > 0 y una unica solucion
a:(to—e, to+¢e) — M ala ecuacion diferencial

(2.3) ' = X(x)

que satisface a(ty) = p.

e Para cada v € M sea J(x) el intervalo mazimal donde esta
definida una solucion J(x) — U a (2.3) que satisface 0 — x.
FEscribiendo t — ¢(x) = @(t,x) tal solucion, se tiene que el
conjunto Q = {(t,x) : x € M,t € J(x)} es abierto y la funcion
w: Q) — M es diferenciable.

e Si se satisfacen dos de las condiciones t € J(x), t +s € J(x),
s € J(p(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

Prys(T) = @s(pi(T)).

Demostracién. Sea (U, 1)) carta con p € U. Consideremos el
campo vectorial diferenciable Y = ¢, X : ¢(U) — R™. Por el Teorema
2.2 existen € > 0 y una tnica solucién f : (tg — e,tp +¢) — M a
la ecuacién diferencial y' = Y'(y) que satisface ((ty) = ¥(p). Por la
Observacién 2.7 a = ¢~ o 3 es la tnica solucién a (2.3) definida en
(to — €, to + €) que satisface a(ty) = p. Las demds afirmaciones se sigue
también del Teorem 2.2. O

OBSERVACION 2.8. La funcién ¢ : Q@ — M es el flujo local definido
por X € X(M). Se sigue de la Observacién 2.7 y del Teorema 2.3 que
si h: M — N es un difeomorfismo X € X(M) entonces el flujo local
de h,X es (t,y) — hop;oh™t

TEOREMA 2.4. Sean M variedad compacta y X € X(M), entonces
Q=Rx M.

Demostracién. Para cada x € M sean e(x) > 0y U, vecindad de
x tales que (—¢(z),e(x)) x U, C Q. Sea {U,,,...,U,,} cubierta de M
y pongamos € = min{e(z1),...,e(zg)}. Parat € R, sean k(t) = [2t/e]
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y s(t) =t — k(t)e/2. Definamos

ok
o Ps(t) © Spe/ét) t>0
e 0 Mt <0
s05('5) g0—&/2 :
]

TEOREMA 2.5. Caja de flujo
Sean M una variedad diferenciable y X € X(M). Si X(p) # 0,
existe una carta Ut = (x1,...,2y) conp € U tal que X|y = 0/0z.

Demostracién. Sea (V) ¢) cartaconp € V, ¢(p) = 0y ¢.(X(p)) =
er = (1,0,...,0). Sea ¢, el flujo local de ¢, X.

Definimos h : (—¢,&)™ — R™ por h(y1, .-, Ym) = €5 (0, Y2 - .., Ym)
y observamos que

hyr +t,- - ym) = 0y(0,y2 - ym) = @u(h(y1, - - Ym)),

Asi Dih(y) = 0. X (h(y)) y D;h(0) = e; para i > 1. Entonces Dh(0) =
I y por el teorema de la funcion inversa, h es un difeomorfismo de una
vecindad del origen en otra. Sea 1) = h~! o ¢, entonces

( - >¢1(y) =, (1) = b,y (Dih(y) = X (07 (y)).

oy

5. La derivada de Lie

DEFINICION 2.10. Sea F': M — N diferenciable. Definimos

o [*:(C®(N)— C>®(M) por F*g=goF.

o F*T(T7(N)) — T(T"(M)) por (F*T)(z) = (Fu)*(T(F(2)).
PROPOSICION 2.6. Si F': M — N y G : N — L son diferenciables.

e (GoF)*=F*oG*

e Sige C®(N), dF*g = F*dg.
Demostracion.

d(F*g)a = dgp() © Fuw = (Fi)"(dgp(@) = (F dg)(z).
DEFINICION 2.11. Sean M variedad diferenciable, X € X(M) y ¢,
el flujo local de X. Para f € C®°(M), Y € X(M), R € T'(T"(M))

definimos la derivada de Lie Lx por

Lxf(e) = X(@)(f) = df (X () =

v, f(z),

t=0

d
LY (o) = 3| (p-e¥)(@),
_ 4
dt

*

LxR(x) o, R(x).

t=0
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PROPOSICION 2.7. Con la notacién de la Definicién 2.11 y F :
M — N difeomorfismo.
(1) LXOF* F*OLF*X, F*(ny):LF*XF*Y
Lx(fY) = fLx(Y)+ Lx(f)Y, Lx(fR) = fLx(Y)+ Lx(f)R

(2)
(3) d(Lxf) = Lx(df)
(4) SiYy,...,Y, € X(M), entonces

Lx(R(Y1,....Y,)) = Lx(R)(Y4,....Y, +§:}%YL.“, (Y;),....Y,).

Demostracién. (1) El flujo local de F,X es F o, 0 F~1. Asf

I(FT)@) = S| GPTa) = | (P e FT))
= (R S| (Fopo P T)(F()
= (Fu)'LpxT(F(z)) = (F" o Lp,x)(x).
Lp xF.Y(F(z)) = 4 tzo((F op_ o F N, FY)F(r)
= ] (B ) VIF@) = Pl (e 1 (@)

= F.x(LxY(z)) = F.(LxY)(F(x)).
Para demostrar (3) primero supongamos que M es un abierto de R”

(Lxd)@) = 5| @ =S| @inw =g (ree)0)
0 8

- 8__(f ©)(0,x) = d(Lx f)(z).

En el caso general sea € M y sea (U,%) una carta alrededor de x.
Por el inciso (1), en la vecindad U tenemos

Lx(df) = 9" (Ly.x(@™"df)) = " (Ly.xd(™ )
= P d(Lyx (¥~ f)) = A (Ly.x (@™ ) = d(Lx f)

(4) Observemos que

pr(R(Yr,.... V) (@) = R(Y1, ..., o) (pe(2))
= R(pi(2))(Yi(pu(2)), .. Yolpu(2)))
= R(4(2)) (Pt ((p-1:Y1) (7)) - --7%*1((90 Y3)(x)))
= (pr R)(2)((p-t:Y1) (), -, (- Y2 ) ()
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Lx(R(Yi,... V) (&) = % GV, (o) @)
— LyR() Vil +ZR L LYi(), ().
La demostracién de (2) es similar y mas sencilla. O

PROPOSICION 2.8. Sean X,Y € X(M), f € C*(M). Entonces

(LxY)(f) = [X,Y](f) := X(Y(f)) = Y (X()).
Demostracién. f o ¢(t,z) = f(z) + tg(t, x), donde

foe(t,x) = X(f)(x).

t=0

g(t,z) :/o Dy(f o)(ts,x), g(0,z) = %

(LY)(F)(@) = (LxY)(@)(f) = =

| Y @), pero

t=0

D) =Y (@) (f 0 i)

(-t Y)(@)(f) = [p-sa (Y (02
= Y(Mei(@)) = Y (g(=1,-)(@i(2)).

= Y(pu(2))(f = tg(=t,-))

2 @) = X)) - Y (900, ) ()
= (X(Y() ~ Y(X(1)(@).

COROLARIO 2.6. Identidad de Jacobi

Si X,Y,Z € X(M), [X,Y], 2] + [V, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.

FEsta igualdad se puede escribir Lixy) = Lx o Ly — Ly o Lx.

PROPOSICION 2.9. Sean X,Y € X(M) con flujos locales i, ;.
Entonces

[(X,Y]=0 < @0t =150
Demostracién. El flujo local de (¢_5).X esp_so0 @01,y

d d d

- X = —(t+s X ==
ds sztw ) ds szo(w (t+ )) ds ls=0

= (Y)(Ly X).

Si Ly X = 0 entonces (¢0_). X = 9. X = X y asi ¢¥_; 0 ¢, 095 = 4.
Reciprocamente si ¢; 015 = 15 0 ¢y, el flujo local de (¢_5). X es ¢y,
osea (_s).X = X y entonces Ly X = (d(¢_5)«X/ds)s=o = 0. O

<¢ft)* ((¢*5)*X)
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PROPOSICION 2.10. Sean X, ..., Xy € X(M) linealmente indepen-
dientes en p € M y tales que V; j—1, 1 [Xi, X;] = 0. Entonces hay una
carta U, = (x1,...,xy) con p € U tal que

0 0
X, =2 Xy =2
1 8%1 ) ) Ak a.’L'k-
Demostracién. Sea V)¢ carta con ¢(p) = 0 y sean Y; = ¢.X;,
entonces Y1(0),...,Yx(0) son linecalmente independientes y completa-

mos a una base de R™ con Yiyq,...,Y,. Sea A € Gl(n) tal que
AY;(0) = e, = 1,...,k, AYry; = ery;. Sea ¢! el flujo local de
Z; =AY;,i=1,..., ky definamos

A1, .., Tm) = oo, o~~ogp’jk(O,...,O,xkﬂ,...,xm).
Como [Z;, Z;] = Ap.[X;, X;] =0, para i = 1,..., k tenemos
h(zy, ...,z 4+t ..., 2p) =@loh(zy, ..., 2Tm),

Dh(z)e; = D;h(x) = % tzogpi oh(x) = Z;(h(x))

Ast D;h(0) = Z;(0) = e;,i = 1,...,k, Dyy;h(0) = ext; y entonces h es
un difeomorfismo de una vecindad del origen en otra.
Sea 1) = h™' o A o ¢, entonces

DEFINICION 2.12. Un grupo (G,-) es un grupo de Lie si es una
variedad diferenciable y la transformacion p : G x G — G dada por
w(g,h) = g-h! es diferenciable.

Sea G un grupo de Lie. Denotaremos por e la identidad de G.
Para cada a € G definimos las traslaciones izquierda y derecha L,, R, :
G — G mediante L,(g9) = a- g R.(g9) = g - a. Tenemos también los
automorfismos interiore I, = L, 0 R,-1.

Un campo X € X(G) se llama invariante por la izquierda si L,. X =
X para todo a € . Denotaremos por g el conjunto de campos inva-
riantes por la izquierda.

OBSERVACIONES 2.9. Si X,Y € g entonces [X,Y] € g ya que
LalX, Y] = [LanX, LanY] = [X, Y] Va € G

Si X € g, entonces X(g) = (Lg:X)(9) = Lgue(X(979)) = Lgse(X(e)).
Asf hay un isomorfismo 7,G = g, * — X donde X(g) = Lg(z).
Si X € g con X(e) = x, denotaremos por t — € = exp(tx) a la
solucién de ¢' = X (g) con 0 — e. Entonces el flujo de X esta dado por

©i(9) = g € = Rexp(i)(9) ya que

d ¢
— et = L se = X .
di t:og € g (z) (9)
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Si X,Y € gcon X(e) =z, Y(e) =y definiremos [z, y] = [X,Y](e). Asi

d

d T
2| o)) = 2| R (V(e))

[.1', y] = o

d d
(24) - E’tZOReXp(—tm)*Lexp(t:{:)*(y) - EL:O(Rexp(—tx)Lexp(tx))*e(y)‘

Como hye(y) = d/ds|s=oh(e*Y) para h € C*(G, G), tenemos
0? : 0?
- T sy —tx
[z,y] = BTGP }(070)6 e™e
La aparente diferencia entre las dos derivadas se explica con
92
[x7 y] - atas ‘(0,0)

= .71 = g.z7l00

e—syetxesye—tx

DEFINICION 2.13. Sea G un grupo de Lie. Cualquiera de g 6 T,G
con la correspondiente operacién [,] se llama el dlgebra de Lie de Gy
la tansformacion 7T.G — G, z — € se conoce como la transformacion
exponencial.

OBSERVACIONES 2.10. Si zq,...,x; es una base de T.G, entonces
los campos X, ..., X) € g con X,(e) = z;, forman una base de T,G

en cada punto g € G. Por lo tanto G es paralelizable mediante el
difeomeorfismo G x g = TG, (g, X) — X(9g).

) d
Definimos Ad(g) : (I;).: 9 — gy ad, = pr t_oAdexp(tx).

Puesto que Ad(gh) = Ad(g) o Ad(h) y Ad(g) es un isomorfismo del
algebra de Lie, Ad define una accién del grupo en su algebra. Por (2.4)
y la identidad de Jacobi

d
adazy = % tzo(([exp(t:v))*e<y) = [3:7 y]
adix,z] = adyoad, —ad, o ad,

y entonces ad define un homomorfismo entre el dlgebra de Lie g y el
algebra de Lie Hom(g) con la operacién natural.

6. Conexiones. Transporte paralelo. Geodésicas

En esta seccion 7 : E — M denotara un haz vectorial diferenciable

DEFINICION 2.14. Una conexién en el haz 7 : E — M, es una
funcién V : T'(E) — I'(T*M ® F) tal que para f € C*°(M),s € ['(F)

V(fs)=fVs+df ®s.
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OBSERVACION 2.11. Sea {s1,...,s,} C I'(E) una base local en U.
Definimos la matriz w de la conexién para esa base local por

Vsi = Zwij X Sj, Wij € F(T*M>
j=1

Si{s),...,s,} CT'(F) es otra base local en U,

n

n
'_E: s _E: —1gf
S = @ijSjs Sk = Qg S
i=1

=1

n

Vs, = Zn: a; Vs +day @ s; = ) ay Zn:wﬂf © skt Zn: dai © s
k=1 k=1

=1 j=1
n n n n
—1 —1 /
= ( E aijwir + dag) ® s, = E (daixay + § :aijwjkakz ) ® s
k=1 j=1 k=1 j=1

O sea que la matriz de la conexién para la nueva base local es

W=da-at+a-w-at.

DEFINICION 2.15. Sea V una conexién en 7 : £ — M

e Para X € X(M) definimos la derivada covariante de la seccién
s en la direccién de X como Vxs = Vs(X). Siw es la matriz
de la conexién en una base, es costumbre escribir

Ffj = wjk((?ixz)
e Si (,) es una métrica en E, la conexién V se llama compatible
con (,) si para todo s,r € I'(F)
d(s,r) = (s,Vr)y+(Vs,r).
e Si £ =TM definimos la torsion de la conexién como
T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y]
y la conexion se llama simétrica si 7' = 0.

OBSERVACION 2.12. Si X € X(M), {s1,...,s,} C I'(E) es una
base local, para cualquier s € I'(E) tenemos s = ), fis; y asi

Vs(X) = Z(X(fi)5i+fi Zwij(X)5j> = Z(X(fj)+z fi Wij(X)> Sj-
i=1 j=1 j=1 i=1

Por lo tanto para calcular Vs(X) en ¢ solo hay que conocer X(q), las
componentes de s en ¢ y sus derivadas en la direccién de X (q). Sea
v : I — M una curva diferenciable y sea s : I — FE una funcién
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diferenciable tal que s(t) € 7~ !(y(t)),Vt € I. Decimos que s es una
seccion alo largo de . Escribiendo s(t) = ). fi(t)s;(v(t)) definimos la
derivada covariante de s a lo largo de la curva mediante

DS n n
25) 20 =Y (F0+ 3 AOw( @) s (1)
j=1 i=1
Decimos que la seccién s es paralela a lo largo de v si Ds/dt =0

TEOREMA 2.7. Sean V wuna conexion el haz m : E — M y v :
la,b] — M wuna curva diferenciable. Para todo v € 7= 1(y(a)) hay una
tnica seccion s paralela a lo largo de vy tal que s(a) = v. Escribiendo
s(b) = T, (v), la transformacion T, : 7' (y(a)) — 71 (y(b)) es lineal.

Demostracién. Dividamos el intervalo [a, b] en subintervalos [tg, tx+1],
k=0,...1—1 tales que Y([t, tx41]) C Uy y hay una base local {s¥}
en Uj. Sea w® la matriz de la conexién para esa base local. Para todo
w € R, el sistema lineal en [ty, 1] x R”

(2.6) fr==fuwle('®)

tiene una unica solucién en f : [t, tx11] — R™ que satisface f(t;) = w.
Sea f°: [a,t;] — R" la solucién del sistema (2.6) k = 0, que satisface

(v(a), f°(a)) = ¥o(v). Definimos
s(t) = D LOsI((8) € [a,t].

Inductivamente, sea f* : [tg, ;1] — R™ la solucién del sistema (2.6)
que satisface (y(tx), f5(tr)) = ¥r(s(tx)) v definamos

s(t) = fo(t)Sf(v(t))yt € [t tia].

Que la transformacion T, es lineal se sigue del hecho de que el conjunto
de soluciones de un sistema lineal es un espacio vectorial. O

OBSERVACION 2.13. Supongamos que la conexién V es compatible
con una métrica (,). Si s,r son secciones paralelas a lo largo de

d Ds Dr
L s).r(e) = (22000 + (50, 2L 0) =
Ast (s(t),r(t)) es constante y la transformacion T, preserva la métrica.
Si{s1,...,8,} CT'(F) es una base local ortonormal, entonces
0= <Si7 VSJ'> + <VSZ‘, Sj) = wji + wij

0 sea que w es antisimétrica.
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TEOREMA 2.8. Levi Civita.

Sea (,) una métrica riemanniana en la variedad diferenciable M.
Ezxiste una unica conexion en T'M compatible con la métrica y simétri-
ca.

Demostracion. Supongasé que V es compatible con la métrica y
simétrica. Para X,Y,Z € X(M)
XY, Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y{(Z,X) = (VwZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,)Y) = (VzX,)Y)+(X,VzY)

Entonces

XY, Z)+Y(Z X)—Z(X,)Y) =
<[X7 Z]?Y> + <[Ya Z]7X> + <[X7Y]?Z> +2<VYX7 Z>

(2.7) 2(VyX,Z) =
Lo que demuestra la unicidad. Por otra parte la ecuacién (2.7) define

una conexién y se comprueba facilmente que es simétrica y compatible
con la métrica. 0O

DEFINICION 2.16. Sea (,) una métrica riemanniana en la variedad
M y sea V la conexion de Levi-Civita. Una curva v : I — M se llama
geodésica si Dv'/dt = 0.

Si en coordenadas locales ¢((t)) = (a1(t), ..., a,(t)), entonces

; i (8:@ )'y(t)

y se sigue de la ecuacién (2.5) que 7y es una geodésica si y sélo si

(2.8) +ZF aj(t) =0, k=1,.

EJEMPLO 2.9. En un grupo de Lie G siempre podemos definir una
métrica riemanniana invariante por la izquierda. De hecho sea ().
cualquier métrica en T,G y definamos Vg € GG

<7 >9 = (LZ—1)9<<7 >e)'

Para (,) invariante por la izquierda y X,Y € g, tenemos que(X,Y’) es
constante. Si (,) = 0 es también invariante por la derecha, Lx(,) =0
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y asi, por (4) de la Proposicién 2.7
(2.9 (12, X],Y) + (X, Z,Y]) =0.

La conexion dada por VxY = [X,Y]/2 para X,Y € g, es la conexién
de Levi-Civita ya que es compatible con la métrica por (2.9) y

1 1
Vi = VyX = S[X.Y] - 5[V, X] = [X,V]

Como VxX = 0 para X € g, tenemos que las curvas t — e!* son
geodésicas.
En un grupo compacto siempre existem métricas bi-invariantes.






CAPITULO 3

Formas diferenciales

1. El algebra exterior

Para V' espacio vectorial de dimension finita, sea

ANV ={w e V***  w(vy,...,v) =0, si Fi < j tal que v; = v;}.

Siwe/\kV*,w(vl,...,vi—|—Uj,...,vi+v]-,...,vk):O,

= wW(U1, . Ve Uiy eoy U) FW(U1, o, Uy e, Uy, Ug)
+w(vr, .Uy U ) FW(V1, U Uy, k) = 0,
yasi w(vy, ..., V.., Uy, Up) = —wW(V1, ., Vg, Uiy, U)

DEFINICION 3.1. Sea S}, el grupo de permutaciones de un conjunto
de k elementos y sea Ay el subgrupo de permutaciones pares. Para
o € Sk sea 6(vi,...,vr) = (Vp1)s - - -, Vo(y). Para T € V*®* definimos

AI(T) = % S (sgno)T o5

O'ESK
Nétese que 76 (vi,...,0) = T(Vo(1)s - -+ Vo)) = (Vor(1)s - -+ Vor(k)) =
(o7) (01, ..., 0) y asi 76 = (o).
PROPOSICION 3.1. Alt es una proyeccion de V*** sobre AFV*:

(1) Alt(V*®F) c AkV*,
(2) Alt| AP V* =id| AF V™.

Demostracion.
(1) Si v; = v; para algun par ¢ < j, sea 7 = (ij). Entonces
(to)(vi,...,v5) =07 (vy,...,v5) =6 (vq,...,0;) para todo o € Sk.

EVA(T) (v, ... 0) = Z (sgno)T oa(vy,...,v)

oESK

— ZTo&(vl,...,vk)— ZTO(TU)A(U1,...,U]€>:O

O'EAk O'EAk

37
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(2) Sean w € AFV* 7 = (12), entonces wo? = —w y wod = w Vo € Ay.
Entonces

1 1 2
Alt(w) = T Z wod—wo(oT) = o Z W—woTog = 7 Z w=w.
ocEAK ocEAK cEAK
DEFINICION 3.2. Para w € AFV* 5 € AlV* definimos
k+1)!
WA= ( lj'—l' ) Alt(w ®n) € AFTV.

PROPOSICION 3.2. El producto exterior A satisface
(1) Es bilineal
(2) Si f: W — V es lineal, entonces f*(AFV*) C AFW* y

frwnn) = (f'w)A(fn).
(3) Siwe ANV ne NV, wAnp=(-DFpAw.
Demostracién. (3)

Ellwan = (=1)' ) (seno)(w®n)o ((1---1+1)o)

UESk+l

= (=1 ) (guo)wen)o (21 +2)(1---1+1)of

O’GS}.NFL

= (=DM Y (sgno)w@mn) o ((k---l+k)---(1---l)o)

0ESkt1

= (=M Z (sgno)(n®@w)os = (—1)MENIn Aw

UESk_»,_l

PROPOSICION 3.3. Sean S € V*®*k T ¢ V*®l o ¢ AFV* p €
ANV*0 € ATV,
(1) Si Alt(S) =0, Al(S®T) = Alt(T ® S) = 0.
(2) (WA ANO=wA(nAD)

Demostracién. (1) Consideremos el subgrupo

y las clases laterales

{0o0Sk:0€ S} ={0105,...,0m08},m=(k~+ID!/k
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(k+DIA(S®T)= Y (sgno)S@T o6

U€5k+l
— Z Z sgn(o;0)(S®T) o (0;0)
=l 5eS;
= Z Z (sgno)Sodo (oiln,. k)@ sgn(o)T o (0| ks, k1)
i=1 aeS}c
=Y KNAI(S) o (0il(1..ky ) @ 580(0:)T © (03 ks, hey ) = O
=1

(2) Por (2) de la Proposicién 3.1 Alt(Alt(w ®@n) —w®n) = 0.
Por (1) de esta Proposicién Alt(Alt(w ®@ n) ® 0) = Alt(w @ n ® 0)
Similarmente Alt(w ® Alt(n ® 0)) = Alt(w @ n® 6). Asi,

k+1 !
(w/\n)/\ﬁz%Alt(w@n@@):w/\(n/\ﬁ).
O
COROLARIO 3.1. Sean ¢y ...,¢r € V*, vy,..., 0 €V, entonces

LA Nop=klAl(1 @ @) = D sgno(¢r® - ®dy) oo,

€S

le A A gzﬁk(vl, Ce ,Uk) = det(qbi(vj)).

PROPOSICION 3.4. Sea {¢;...,P,} una base de V*, entonces
{diy Ao Ny, 21 <iiy <+ <ip <n} es una base de N*V*.
Asi dim AFV* = (1)

Demostracién. Sabemos que {¢;, @ ---®@ ¢y, 1 1 <'iy,...,ip < n}
es una base de V*** y si {vy,...,v,} eslabase de V dual a {¢; ..., ¢,},
entonces para cualquier w € V*®F

w = Z w(vlu"'7vk>¢i1®.”®¢ik
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Si w € AFV* entonces

n

w=Altw = Z w(vy, ..., ) Alt(gy, ® « - @ ¢ig)

1 yenyip=1

— 1 Z W(V1, .- V) Qi Ao A By

- Z W(Ul,...,’l}k)(bil/\"'/\(bik'

i1 ip=1

Supongamos que

1< << <n

evaluando en (vj,,...,v;,)

Z iy ..ip, det (qbir(UjS)) =0
1<i1 << <n
gy = 0.

OBSERVACIONES 3.1. Sidim V' = n, cualquier w € A"V*\{0} define
una orientacion O en V' asi: (vq,...,v,) € O <= w(vy,...,v,) > 0.

SidimV =dimW =n, f*: A"W* — A"V* es la version libre de
bases del determinante.

PROPOSICION 3.5. ¢ ...,¢r € V* son linealmente independientes
sty solo si py N\ --- N ¢ # 0.

Demostracion. Si ¢;...,¢r € V* son linealmente independientes
completemos a una base ¢; ..., ¢, de V*, entonces ¢; A --- A ¢ forma
parte de una base de A*V* y asf, no es cero.

Reciprocamente supongamos que ¢;...,¢r € V* son linealmen-
te dependientes, digamos ¢, = >, , a;¢;. Entonces ¢y A -+ A ¢y =
D oick GiP1 A A1 A g = 0. 0

2. Formas diferenciales

DEFINICION 3.3. Para m : E — M un haz vectorial diferenciable
definimos
NE =] AE, QYE)=T(\E).
peEM

Un elemento de QF(M) = QF(T* M) se llama k-forma diferencial en M.
Siw e Q¥(M),n e QM) definimos (w A n)(p) = w(p) A n(p)
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OBSERVACIONES 3.2. Si ' : N — M es diferenciable y w €
QF(M),n € QY(M) entonces F*(w An) = F*(w) A F*(n).
En cada punto p € R”, {da}! A--- Adxlk 1 1 <idy <--- < i <n}
es base de A"T*R". Asi, cualquier w € QF(R") se escribe
w= Z Qiyoi, T N NdT™ oy, € C(R™).
1<i1 << <n
Por brevedad, para 1 < iy < --- < 1 < n utilizaremos la notacién
I =(i1,...,i,) y escribiremos w = >, ardz’.
SiU C R"es abierto F'= (F',..., F™), F' € C®(U), g € C®(R™),
tenemos
F*(gdy™ N--- Ndy’*) = FrgF*dy™* A--- N F*dy’*
=go FdF*y" A--- NdF*y* = go FdF" A--- \dF*

OFir
= F S det — ) da?.
go ; e (ax%‘ ) X

PROPOSICION 3.6. Una variedad de dimension n es orientable si y
solo si posee una n-forma que nunca se anula.

Demostracién. Si M es orientable hay un atlas {(Us,, pa)} tal que
det D(pa 0 05 ') > 0. Escribiendo ¢, = (! x?), definimos

Thyenos
Wo =dxL Ao AT

Sean {h,} una particién de la unidad subordinada a {U,}, entonces
w =Y, how, nunca se anula. En efecto, sea p € M y sea (3 tal que
hs(p) > 0. Para cualquier o, w, = det D(p, o g051) o pgwg. Asi

)= (3 ol det Dl © 95 s s

Reciprocamente, sea w una n-forma en M que nunca se anula. Sea
{(Uq, pa)} un atlas con U, conexo Va, entonces

WUy = fadx Ao ANzl fo € C(U,).

Como f, no se anula y U, es conexa, sgn f, es constante y podemos
entonces suponer que f, > 0. En U, N Ug tenemos

fadetD(goaowgl) ocpgd:vé/\-~-/\xg = f3 da:%/\---/\xg,
y asi det D(p, o gogl) > 0. O

DEFINICION 3.4. Sea U C R” abierto. Definimos la derivada exte-
rior d : Q¥(U) — QF(U) para todo k > 0 por

d>_ frdx") =" dfy A da'
I I
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PROPOSICION 3.7. La derivada exterior tiene las siquientes propie-
dades
(1) d es lineal
(2) Siwe Q¥U),ne QU), dwAn)=dw An+ (=1)*w A dn.
(3) Si f e C>(U), d(df) = 0.
Demostracién. (1) es obvia.
(2) Siw = fda!,n = gdz’, w An= fgdx' A dx’
d(wAn) = (gdf + fdg) Ndx' Ndz” = df ndx" A (gdx”)+ fdg Adx! Ndx”
=dw A+ (=1)Fw A dp.

(3)

d(df) = d(' 3 8xZ Zd o) Nt = 2 5o S’ N da

— Of dod A dot — Z f dzd A dzt =0
P o0z 0zt O0xI Oxt

U
COROLARIO 3.2. Siw € QF(U), entonces d(dw) = 0

Demostracién. Por induccién. El caso k = 0 es (3) de la
Proposicién 3.7. Suponiendo que el resultado vale para k — 1,

d(d(fdx™ A--- Adx™)) = d(df Ndx™ A - Ada'™) =
d(df)y Ndz™ A--- Ndx™ — df Ad(dz™ A - A da')
= —df Ad(d(z"dz" A --- Adx'*)) = 0.
U

PROPOSICION 3.8. Sea d' : QF(U) — QFL(U) un operador lineal
para todo k > 0. Si d' satisface las propiedades de la Proposicion 3.7 y
d' f=df para f € C*(U), entonces d = d'.

Demostracién.
d(fdz"™ N---Nda') =d f Adz™ N+ Ada™ + fAD (dx™ Ao Ada'™).
Demostraremos que d’ (d;cil A -+ Adz'*) = 0 por induccién sobre k.
Para k=1, ddx* = dd'z* = 0.
d'(dx™ A - ANda'™) = d'dz™ A (dx A - A da'™)
—dz" ANd'(dz A --- Ada'™) = 0.
O
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DEFINICION 3.5. Para M variedad diferenciable y todo k > 0,
definimos d : QF(M) — QFF1(M) tal que en cada carta (Us, po)

U =3 fasdal, = dwlUy =3 dfos Adal,
I I

Por la Proposicion 3.8, la definicion no depende de la carta.
TEOREMA 3.3. Seanw € Q" (M), Xi,...,X,11 € X(M), entonces

r+1

dw(X1, ..., X,p1) = Z(—1)i+1x( (X1, Xiy oo X))

+ Z ’ﬂw XZ,X] XZ',...,X]‘,...,XT+1>
1<j
Demostracién. Sean X, Xy : X(M)™ — C°°(M) las sumas en el

miembro derecho y sea d'w = %1 + Xy, Probaremos que d'w es C*(M)
multilineal.

(X1, X X)) = (D)X (0( XL X X))

+ D (D)X (fw(X, X X X))

<1
Y (D)X (fw(Xn L X X X))
i<l
= [S(X1, o X)) + (D)X (X, X X))
1#£l
Como
(X, fX)] = fIXo, Xi] + (Xif) X
[fX, X5] = fI1X, X5 = (X)X
(X1, [ X0 X1) = F2(Xas ey, X))
=D DX (X Xy X X))
<y
Y (D)X X, X X X)
i<l
_fZZ(Xla"'a"'aXr‘+1)+Z(_1)j(X f) (Xla >X]7 X7"+l)
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Asi d’w(Xl, c. ,le, ... 7XT+1) = fd’u)(Xl, .. 7Xr+1)-

dw = ‘<Z<: d/w(a$i17‘..,8$ir+l)d;p1/\.../\d:prﬂ’
11 < <lpg1
PO G VA U
axil 900y al‘i,r_‘rl — 8:1 axis axil 900y al‘is LR ) axir-‘—l

Para w = gdz?* A -+ Adz", j; < -+ < j,, tenemos que

0 8 0 _ g (ilw";i’r‘-‘rl):(jlw"aisa"wjr)
axh’.“,ax’isjn.’axi’"*‘l 0 {jh...,jr}¢{i1,...,ir+1}

Asi

g . .
dw = ¢{Z | }(—1)“"+18—xgsdx”l A ANdzP N Nda)m = dw.
SEILs--5]r

w(

3. Cohomologfa de de Rham

DEFINICION 3.6. Para M una variedad diferenciable consideremos
la sucesién

0—C®(M) L M)L .- L (M) —0
Ya que dod =0, B¥(M) := d(Q*Y(M)) C Z¥(M) := kerd. Sean
QF(M) = {we QF(M) : soportew es compacto},
BEM) = (@i (M), ZE(M) = ZH(M) N QE(M).
e El k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham es
H*(M) = Z*(M)/B*(M).
e El k-ésimo grupo de cohomologia con soporte compacto es
HE(M) = ZE(M)/BE(M).

EJEMPLO 3.1. Sean A y B el conjunto de componentes conexas y
el conjunto de componentes conexas compactas de M respectivamente.

H(M) = Z°(M) = {g € C*(M) : dg = 0} = DR
acA
HY(M) = Z)(M) = {g € C=(M) : dg = 0} = PR

OBSERVACIONES 3.3. Sea F' € C*(M, N)
o Como F*d = dF*, F*(Z*(N)) C Z*(M), F*(B*(N)) ¢ B*(M)
y se define un homorfismo F* : H*(N) — H*(M).
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e Si I es propia, o sea que para todo K C N compacto, F~1(K)
es compacto, entonces F*(QF(N)) C QF(M) y se define un
homomorfismo F* : H¥(N) — H*(M).

DEFINICION 3.7. Dos transformaciones diferenciables f, g : M — N

se llaman homotdpicas si existe F' : M x [0,1] — N diferenciable tal
que Vo € M F(x,0) = f(z), F(z,1) = g(a).

Sean my : M x[0,1] — M, t: Mx][0,1] — R las proyecciones naturales.
Cualquier w € Q%(M x [0, 1]) puede escribirse en la forma

w = Thw +dt Ay, wp € QF(M),m € Q¥ (M), t € [0,1].

LEMA 3.1. Considere las inclusiones iy : M — M x [0,1], z —
(x,t). Defina el operador I : Q*(M x [0,1]) — QF~1(M) mediante

1
I(mywe + dt ANyme) = / ny dt.
0

Entonces tjw — ijw = I(dw) + dI(w).
Demostracién. Caso 1. Si w = gdx!, entonces I(w) = 0,

do = dgAda! —Zagd A dzx +ggdt/\dx

o dg I
I(dw) = (/0 = dt)d = (g(z,1) — g(z,0))dx
ifw = g(x,1)dz’", ifw = g(z,0)ds’
Caso 2. Si w = gdt A dx’

I(w) = (/01 g(x,t)dt)dxl,
dl(w) = Z(/l gx dt)dx A da!

dow = Zagd;p AdE A da!,

[(dw) = —Z(/O dt)d A da!

Como Vo € M tois(x) = s, itdt = ditt = d(t ois) = 0. Entonces
is*w = i*(dt) A it (gdx’) = 0.
U

PROPOSICION 3.9. Sean f,g: M — N homotdpicas, entonces f* =
g*: H*(N) — H*(M) para todo k.
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Demostracién.F' o iy = f, F'oi; = g. Entonces i o F* = f*,
1} o F* = g*. Por el lema 3.1
g (w) — [f(w) =I(d(F'w)) + dI(F*w) = I(F*dw) + dI(F*w).
Si dw = 0, g*(w) — f*(w) = dI(F*w) y asi ["(@)] = [f*(w)] € H*(M).
LEMA 3.2. Poincaré. Supongamos que M es contraible, es decir,

la transformacion identidad es homotopica a una transformacion cons-
tante. Entonces H*(M) = 0 para k > 0.

Demostracion. Si g es una transformacion constante y & > 0,
g*|H*(M) = 0. O
4. Integracién en cadenas

DEFINICION 3.8. Un k-cubo singular en M es una funcién diferen-
ciable ¢ : [0,1]* — M. Siw es una k-forma en M, c*w = gdx' A---Adz*

y definimos
/w = / cfw = / g.
c [0,1]F [0,1]%

PROPOSICION 3.10. Sean w una k-forma en R* y ¢ un k-cubo sin-
gular con detc > 0. Entonces

/ cw = / w.
[0,1]* ([0,1]%)

w = fde' Ao Ada®
c*w = co fdetDcdx' A--- AdaF

/ C*w—/ co fdet Dec = / f—/ w.
[0,1] [0,1]% c([0,1]%) c([0,1]%)

PROPOSICION 3.11. Sean ¢ un k-cubo singular en M yp: [0,1]* —
0, 1]* suprayectiva con det Dp > 0. Entonces

/ o / o
cop c
Demostracion.

/ w= / (cop)'w :/ p(cfw) = / cw= /w.
cop [0,1) [0,1] p([0,1]%) c

DEFINICION 3.9. Una k-cadena en M es una combinacién formal
entera de k-cubos singulares ¢ = ZZ=1 a;c;, a; € 7.

Demostracion.
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Sea I™ : [0,1]" — R" la inclusién. Para o = 0,1 definimos I7', :

0,1]"" = R por I',(z",..., 2" ") = (z',..., 2" "o, ... 2" ).
oI" = Z (—1)err,
ai::OI,l

Para ¢ un n-cubo singular en M, definimos ¢;, =co I,y

n

Oc = Z (=1)""¢; o
i—1

a=0,1

PROPOSICION 3.12. Si ¢ es un cubo singular en M, 9(dc) = 0.

Demostracion.
d(0c) = 5 (—=1)"**0c; o,
i,00
n—1 n—1
8Ci,o¢ = E (_l)ﬁ—ﬁcz}a © [;f_l = E <_1)]+ﬁc o ]iT,Loc © [Jn,ﬁ_l
i=1 =1
B=0,1 B8=0,1
Sit<j<n-—1
n n—1/.1 n—2\ __ n 1 Jj—1 7 n—2
Lol (x,...,a" ) =1 (x,...,2" 7", B2, ... ,a"7)
1 i—1 ‘ i—1 j —2
=(z,...,2" 7 a2t T Byl 2T
n n—1 1 n—2\ __ yn 1 1—1 7 n—2
tago iy (v, 2" ) =0 a2 gt 2"
(il i—1 i j—1 j n—2
=(x ..., ot B e,
_ _qyitite+B . o -1
d(0c) = g (—1) colf, ol
1<j<n-1
a,=0,1
_1\i+i+1l4+a+ps n n—1 __
+ § (—1) coliip0lin =0
i<j<n—1
a,=0,1

TEOREMA 3.4. Stokes Sean M wuna variedad diferenciable, ¢ una
k-cadena en M y w una k — 1 forma en M. Entonces

/dw:/w.
c dc
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Demostracién. (1). Sea w una k — 1 forma en R* y ¢ = I*.

w = fdx' A ANdaTEAdTTE A A dat
k
or* = > (-1yteIf,
j=1
a=0,1
k
w o= (—1)j+0‘/ I"w
/81’“ le ot
a=0,1
IFiw = folf, d(z'oIf A -Ad(z" oIf ) Ad(z"oIf A+ -Ad(zFoIf )
t l<j
oIl (¢, .. ")y =2t ot ) =Ca 1=
= 1>
1<y
d(z'oIf,) =30 l=j
dt=t 1>
I[frw = y ko4l k—1 J#Z
I Joli,dt N--- Ndt" j =1
/w — /(_1)i[f(t1, RN | N~ JU 2o 4 (S U~ S fud |17/ A e
oIk [0,1]k—1
., 0
dw = (—1)2_18—£de A Adat
., 0
/dw = / (—1)“a—£dx1 - da®
Ik [0,1]F

= /(—1)i[f(x1, RN | R B Ll B € U B D e | 17/ R
[071]k71

(2) Sea w una k — 1 forma en M y ¢ un k-cubo singular.

n

/C do — / ¢ (dw) = / d(cw) = / Cw= Y (-1 / L

=1

[Ovl]k [Ovl]k 8[Ovl]k 04:0,1 [Ovl}k_l
n n
_ o * o i+a _
= g (—1) / Ci oW = (—1) w—/ w
i=1 _ i=1 G e
a=0,1 [0,1]%~1 a=0,1
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5. Integracion en variedades

PROPOSICION 3.13. Sean 01,62 0,1 — M, w e QM) con

soportew C ¢1([0,1]") N ey ([0, 1]7) y det D(c;* o cy) > 0. Entonces
o=
Definimos | o =J, o=,
Demostracion.
/w: /cgw: /czw :/(cllocg)*c’{w: /c’{w :/w
c2 C1
[0,1]” cgl(soporte w) 02—1 (soporte w) cfl(soporte w)

g

DEFINICION 3.10. Sea (M, ) una n-variedad orientada. Sea {(Us, ¢a)}
atlas tal que [0,1]" C ¢ (Uys) ¥ @a preserva la orientacién. Sea ® una
particién de la unidad subordinada a {U,}. Sea w € Q7(M), entonces
{¢ € @ : soporte ¢ N soportew # P} es finito. Definimos

oS

ped

Sea ¥ otra particiéon de la unidad subordinada a una cubierta como
antes, entonces

S w3 [ Tow=-3% [ =3 [ o

Pev Pew ped PeV ped ped

DEFINICION 3.11. Sean M una n-variedad con frontera, p € OM y
(U, ¢) una carta con ¢(p) = 0. Decimos que un vector v € T,M apunta
hacia afuera si ¢.,(v) = (w1, ..., w,) con w, < 0.

El concepto no depende de la carta ya que si (V 1) es otra carta
con ¥(p) =0, a(t) = t(wy,...,w,) y B(t) = a(t) entonces

bpv) = (00 6 )0y 0) = #(0) = tim 20,
Como #(t) € H", 3,(0) <0, y ya que ¢,(v) ¢ Ry (Pogh),, es
un isomorfismo, ¥.,(v) & R*~'. Asf 3/ (0) < 0. O

Si M tiene una orientacién g, definimos la orientacion du en OM:
(vg,..., ) € Opp <= (V,02,...,0,) € Ly

para v € T,M apuntando hacia afuera.
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Supongamos que el cubo ¢ : [0,1]" — M preserva la orientacién y
cno([0,1]"71) € OM. Sea w una n — 1 - forma en M con soportew C
([0, 1]™), entonces w = 0 en ¢ o([0,1]"7 1) para (k, @) # (n,0). Asi

el /w—/
oM [0,1]n—1 Cn,0 Oc

TEOREMA 3.5. Stokes Sean M n-variedad con frontera yw € Q7~1(M).

Entonces
/ dw = / w
M IM

Demostracion. Sea ® una particion de la unidad tal que V¢ €
® hay una carta (U,1)) que preserva orientacién con [0, 1]" C ¢(U),
soporte ¢ C 1~1([0,1]"). Denotaremos ¢y = 1™ g 1]n.

e Si ([0, 1]") C int(M) # 0,

/Md«ow):/%d«ow):/S%ww:oszw.

o Si ¢ ([0, 1]") NOM,

/Md(cpw)Z/%d(W)Z/a%sowz/aMsow-

Como @ es una particion de la unidad,

D de=0,) dlgw) =)  pdw,

ped ped ped
/dw—Z/godw—Z/ (pw) Z/ gow/ w.
ped ped ped oM
U

Sea M una n-variedad orientable conexa y sin frontera. Sabemos
que

(3.1)

T
=
|

R k=0
0 k>0, M contraible

R M compacta
0 M no compacta

(3.2) HY(M) = {

Queremos calcular H"(M) y H}(M).
OBSERVACIONES 3.4.

nEQZI(M):/ dn:/ n = 0.
M oM

Asi, siw e QM) y [,,w # 0, se tiene w # dn y entonces H"(M) # 0.
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Consideremos la esfera S”~* C R"™. Definamos o’ € Q" *(S"™!) por

oy (1, ... Unmy) = det(p,v1, ..., Vp1).
Es claro que si definimos
o= Z(—l)i_lzidzl A Adz A Adz,
i=1
ei:S" ! — R" es la inclusién, entonces o’ = i*(0). Sear : R" — S"~1,
r(z) = z/|z|, entonces (r*c¢’), = o,|z|7". Consideremos el cambio de
variable ¢ : B — {0} — S™! x (0,1], ¢(z) = (r(2),]z|). Sean ¢
las proyecciones de S"~! x (0,1] sobre sus factores. Cualquier w €
Q™(S"1 x (0,1]) se escribe w = hr*e’ Adt con h € C®(S"~1 x (0,1]).
Entonces
¢o'w = (ho¢)gp'n (o) Ad(to¢) = (hod)r(c') Adlz]

n n

= (hod) Y (1) Zhda A Adz A N dz Y zidz

; |z|"
i=1 1=1

= (hoo) i(—l)"1 t?j dzy A+ Ndzy,
=1
= (hoo) (_—Dn_ldzl A Adzg

|z

Dada f : B — R queremos h tal que h(¢(z)) = (—|z])" ' f(z). Sea
h(p,t) = (—t)" ! f(tp), entonces

(3.3)
/Bf:/ng*(hw*a’/\dt): /h o' Ndt = /(/Olt”_lf(tp)dt)al.

Sn=1x(0,1] sn-1

TEOREMA 3.6. Sea M una n-variedad orientable conexa y sin fron-
tera. Entonces la funcional lineal [ : H}(M) — R, [w] — [,,w es un
1somorfismo.

Sélo hace falta ver que [ : H?(M) — R es inyectiva, es decir
/ w=0=Ic Q" YM)tq w=dn.
M

Demostracién. Por induccién. Seguiremos los siguientes pasos
(1) La Proposicién es cierta para M = R
(2) Si la Proposicién es cierta para toda n — 1 variedad, entonces
es cierta para R"
(3) Si la Proposicién es cierta para R™, entonces es cierta para
para toda n variedad.
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(1). Siw € QL(R), entonces w = df con

(o) = {C e

cy >N

N
/w:O:>O:/ df =cy —c. = f—c; € CFR),w=d(f —cy).

N
(2). Seaw € Q"(R™) con soporte en la bola unitaria By [, w = 0. Sea
F :R" x [0,1] — R", F(z,t) =tz. En el lema de Poincaré definimos
I:Q"R™ % [0,1]) — Q" YR") tal que w = —d(I(F*w)). Escribiendo
w = fdry N Ndxy,,
Frw = (foF)d(tz) A--- Nd(tz,)
= (foF)(zdt+tdz) A A (zpdt +tdz,)
= (foF)t"dx A+ Ndz, +t" 1t A o),

I(F'w) = /01 t" L f(t2)dt o

Para z # 0 fija hagamos el cambio de variable u = |z|dt, entonces

unfl

|| 1
n:=I(F‘w) = /0 — f(ur(2))du o = /0 u" " f(ur(2))du

2"

o
|2["
ya que f(z) =0si |z] > 1.

Sea g : S ! — R definida por g(p) = fol t"1 f(tp)dt, entonces
n= (gor)r‘c’ =1r*(go’). Por (3.3)

| o= 1= w0

Por hipétesis de induccién, [ : H''(S"') — R es un inyectiva y
asi go’ = d\. Luego n = r*(go’) = d(r*A). Sea h : R™ — [0, 1] suave
con h = 0 en una vecindad del origen h = 1 fuera de B. FEntonces
& =mn —d(hr*\) tiene soporte en B y d§ = dn = w.

(3). Sea M una n-variedad orientable conexa y sin frontera. Sea U
vecindad difeomorfa a R™. Sea n € QF(M) con soporte en U tal que
Jm > 0. Por demostrar que Yw € Q7 (M) existen c € R, 5 € Q01 (M)
tal que w = e¢n+ dp. Sea ® una partcicion de la unidad subordinada a
un atlas. Como {¢ € ® : soporte ¢ N soportew # P} es finito,

W= Q1w+ -+ Qpw, ¢; € D.

Demostrando que ¢;w = ¢;n + df;, habremos concluido la demosta-
cién. Asi, hemos reucido (3) a demostrar que si w tiene soporte en una
vecindad V' difeomorfa a R", entonces w = cn + do, o € Q271 (M).
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Sean U; = U, U,, ..., U, =V vecindades difeomorfas a R™ con U; N
Uit1 # 0. Escojamos w; € Q:(M) con soporte en U; NUj4q € [, wi # 0.
Entonces

w1 = c1n+ dag, soporteay C U,
w; = cwi_1+ dao;, soportea; C U,
w = qw_1+doy=---=¢---cn+do+---+c ... oday.

U

TEOREMA 3.7. Sea M wuna n-variedad conexa, no orientable y sin
frontera. Entonces H(M) = 0.

Demostracién.

TEOREMA 3.8. Sea M una n-variedad conexa y no compacta. En-
tonces H"(M) = 0.

Demostracién. Sea w € QF(M) con soporte en una vecindad
coordenada U con cerradura compacta. Hay una sucesién {U;} de
vecindades coordenadas con cerradura compacta tales que Uy = U, U; N
Uis1 # 0 y para cualquier compacto K existe n(K) tal que U;N K = ()
sii > n(K).

Escojamos w; € Q.(M) con soporte en U; N Uy e fM w; # 0.
Entonces existen ¢; € R n; con soporten; C U; tales que

w = dTh + ciwq
wi = dnig1 + Cipiwis
w = dm + crdng + cicows

w = dp+-Fergoadp e






CAP{TULO 4

Curvatura

1. Curvatura

DEFINICION 4.1. Sea V una conexién del haz vectorial 7 : E — M.
Extendemos la definicion a V" : Q"(M) @ T'(E) — Q""Y(M) @ T'(E)
mediante V' (w ® s) = dw ® s + (—1)"w A Vs

Definimos la curvatura de la conexién como 2 = V! o V.

OBSERVACIONES 4.1. Sean w € Q'(M), s € I'(E), entonces
VN w®s)(X,Y)=du(X,Y)s —wAVs(X,Y)
= (X(w)) —Y(w(X)) —w(X,Y])s —w(X)Vys +w(Y)Vxs
= Vx(w(Y)s) = Vy(w(X)s) — w([X,Y]))s
Asi
(4.1) (Q2s)(X,Y) =VHVs)(X,Y) = Vx(Vys)—Vy(Vxs)—Vixy]s.
Si f € C*°(M), entonces
Q(fs) =V (fVs+df @s) = df A\Vs+ fQs+ddf @ s—df NVs = fQs.
Sea w la matriz de la conexién en la base local {sy,...,s,} C T'(E).
Qs; = i Vi wy @ s;) = idwij ® s; —wij A Vs;
j=1

j=1

n

- Z(dwi’f - sz’j A wiji) & Sk

k=1 j=1

Asi, la matriz de €2 en la base local es Q = dw — w A w.

Si la conexién es compatible con una métrica (,) en E'y {s1,...,s,}
es una base local ortonormal, w es antisimétrica y por consiguiente €2
también. Luego

((2s:)(X,Y), s1) = Qp(X,Y) = —(s4, (1) (X, Y)).
Como © es C*°(M) lineal, para todo r,s € I'(F), X,Y € X(M)
(4.2) (Qr)(X,Y),s) + (r,(Q2s)(X,Y)) = 0.

55
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TEOREMA 4.1. . Sea V la conezion de Levi-Civita de una métrica
riemanniana en M. Sean {Xi,...,X,} base ortonornal local de TM
y {01,...,0,} la base local dual. Entonces

e Fcuaciones de estructura. df = w A0, dw =Q+ w Aw.
e Primera identidad de Bianchi. Q N0 =0
e Segunda identidad de Bianchi. dQ)+QANw —wAQ2 =0

Demostracién.

40,(X, V) = X(0,(Y)) — Y(6,(X)) — 6,([X, V)
— X(X, Y)Y — V(X0 X) — (X, [X,V])
= (VxX,,Y) = (VyX;, X) + (X;,VxY = VyX) — (X;,[X,Y])

n

= Zwij(Xij,Y) - Zwij(Y)(Xj,@ = (wig AGX,Y),

j=1
del = Zwij A Qj.
j=1

Entonces
=d(df) = (dw) N0 —wAdf = (dw —wAwW)ANO=QNE.
Similarmente
0=d(dw) = dQ+wAw)=dQ+ (dw) Nw —w A dw
= dA+(Q+wAw)ANw—-—wA(Q+wAw)
dQA+QANw—-—wAQ
DEFINICION 4.2. Si (,) es una métrica riemanniana en M y V es la
conexion de Levi-Civita, se acostumbra denotar (Q2)(X,Y) = RxyZ
y se define el tensor de Riemann R € T'(T*(M)) por
R(X,Y,Z, W)= (RxyZ,W).
La conexién de Levi-Civita se extiende a V : T'(T"(M)) — T(T" (M),

VS(Z,X1,....X,) = Z(S(X1,..., X Ejsxbu., X .., X,)

PROPOSICION 4.1. El tensor de Riemann tiene las propiedades
) RIX,Y, Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)

2) RX,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z)

3) RxyZ+ RyzX + RzxY =0

4) R(X,Y,Z, W) =R(Z,W,X,Y)

5)

(1
(
E
(5) VR(X,Y,Z,~,) + VR(Y, Z,X,-,-) + VR(Z,X,Y,,-) = 0
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Demostracién. (1) se sigue de la definicién. (2) se sigue de (4.2).
(3). Sean {Xi,...,X,} base local ortonormal de TM y {6y,...,6,}
la base local dual de T*M. Por la primera identidad de Bianchi, para
k=1,...,n se tiene

(Q2)(X,Y) + (QX)(Y, 2) + (2Y)(Z, X), X¢)

—ZQMXY +ZQMYZ) +ZQMZX)0(X)

= Z(Qik ANONX,Y,Z)=0

i=1
(4). Se sigue de (1), (2) y (3) que

(4.3) RX,Y,ZW)+R(Y,Z, X, W)+ R(Z X, Y,W) = 0
(44) RX,)Y.ZW)+RYW.Z,X)+RX W)Y, Z) = 0
(4.5) RY,Z, X, W)+ RYW.Z, X))+ R(ZW,X,)Y) = 0
(16)  R(ZW,X.Y)+ R(ZX,Y,W) + R(X,W,Y,Z) = 0
Sumando (4.3),(4.4) y restando (4.5) y (4.6) obtenemos (4).

(5). De la segunda identidad de Bianchi

(A7) d(XY, Z2) + ) (e Awiy — win A ) (X, Y, Z) =0
k

Por el Teorema 3.3

d€2;(X,Y, Z) = X(Qu(Y, 2)) + Y (;(Z, X)) + Y (Q(Z, X))
sz([va]az)_QzJ([KZ] ) Q’LJ([Zv ]7Y)

Como €;(-,-) = R(+,-, X;, X;),

XY, Z2)) = VR(X,Y,Z,X;,X;)+Qi;(VxY,Z) +Q;;(Y,VxZ)
+ szk Qk] Y Z +ijk sz(Y, Z)

Puesto que [X,Y] = VxY — Vy X, tenemos

k
FVR(X,Y,Z,X;, X))+ VR(Y, Z, X, X;, X;) + VR(Z, X, Y, X, X,).

Comparando con (4.7) obtenemos (5).
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EJEMPLO 4.1. Sean G un grupo de Lie y (,) una métrica rieman-
niana invariante por la izquierda. Sea V la conexion del Ejemplo 2.9.
Por la identidad de Jacobi

1 1 1 1
DEFINICION 4.3. Sea (,) una métrica riemanniana en M y sea V
la conexién de Levi-Civita.
e Para f € C°°(M) definimos el campo gradiente de f por
(grad f, X) = df (X) = X(f).
e Sea X € X(M) entonces VX € I'(T1(M)) = I'(hom(T M, TM)).

Definimos la divergencia de X por
divX =¢(VX)=TrVX.
e Definimos el hessiano de f por
HY =V (df)
e Definimos el laplaciano de f como
Af =div(grad f) = Tr V(grad f)
OBSERVACIONES 4.2. Sea X1,...,X, una base local ortonormal de
T M, entonces .
divX =) (Vi X, X,).
i=1
HY(X,Y) = X(df(Y)) = df(VxY) = X(Y(f)) = VxY(f)
= Y(X(f) - Vv X(f) = HI (Y, X)
HI(X)Y) = X{grad f,Y) — (grad f,VxY) = (Vx(grad f),Y).

Por lo tanto H/ es simétrico y
Af = (Vxgrad f, Xi) = Y H(X;, X)),
i=1 i=1

DEFINICION 4.4. Para X,Y € ¥(M) consideremos Q(X,Y) €
I'(hom(T'"M,TM)) dado por Q(X,Y)(Z) = RxzY. Definimos la cur-
vatura de Ricci Ric € T'(T?(M)) como Ric(X,Y) =TrQ(X,Y).

Rie(X,Y) =) (Rxx,Y,X;) = > R(X, X, Y, X)).
j=1 j=1

Hay un isomorfismo entre T'(T?(M)) y I'(hom(T'M,TM)) dado por
T(X,Y) = (T(X), ).
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A la métrica (,) le corresponde la identidad I. A Ric le corresponde
un Ric simétrico.
Definimos la curvatura escalar Sy el tensor de Eintein G por

S = TrRic, G = Ric— %S<,>

i=1 ij=1

SiT € I'(hom(TM, TM)),Y € X(M), (VT)(Y) € I'(hom(TM, TM))
esta dado por

(VI(Y)(X) = (VxT)(Y) := Vx(T(Y)) - T(VxY)

y divT € QY(M) por (divT)(Y) = Tr((VT)(Y)). Asi

n n

(divT)(Y) = D (VxT(Y),X;) =D (Vx,(T(Y)) - T(Vx,Y), X;)

i=1 =1

= Xn: Xi(T(Y, Xy)) = T(Y, Vx, X;) = T(Vx,Y, X;)

i=1

PROPOSICION 4.2. dS = 2div Ric y si dim M = 4, divG = 0.
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Demostracion. Sea p € M y sea Xi,..., X, marco geodésico en
p (ejercicio 20)

Ric(X,Y) = > R(X, X;,Y, X))
=1

VRic(Z,X,Y) = Z(Ric(X,Y)) — Ric(VzX,Y) — Ric(X,VzY)

= Y VR(Z,X,X;Y,X;) + R(X,VzX,;,Y, X;)

i=1

+ Z R(X7 Xia Y7 VZAXVz)

i=1

VRic(Z,X,Y)(p) = iVR(Z,X,Xi,Y,X,-)(p)

i=1

div Rice(X)(p) = > VR(X;, X, X;, X;, X;)(p)

1,j=1

ij=1
+ 23 R(VxXi, X;, Xi, X)) + R(X:, Vi X5, X, X;)
ij=1
Por (5) de la Proposicién 4.1
—VR(X, Xi; Xj, Xj, Xl) - VR(X“ Xj, X, X]', XZ) + VR(X], X, Xi; Xj, XZ)
VR(X,X;, X;,X;, X;) = 2) VR(X;, X, X;, X;, X))

ij=1

dS(X)(p) = 2iVR(Xj,X,Xi>Xj7Xi)(p)

= div Ric(X)(p)

2. Campos de Jacobi. Puntos conjugados

PROPOSICION 4.3. Sea f : A C R? — M diferenciable. Sea V un
campo vectorial a lo largo de f. Entonces
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Demostracién. En una carta coordenada (U, ¢)

dof=(f1,.... ), V= Zva

DDV _ ot
Os Ot

D DV " 10%Ve =0V, Of 0 of
Gior = 2l S “(Gs) + Vigy a5

8 - ke et

Para w =Y, a;dz" tenemos w(g{) >oia 38,7;@

o Of

o (_) 8Gi%afi a.({?in
os Vot T — 9ui 0s ot ' 0s0t

o of 0 of da; 0a; Of;0f _  Of Of
25 ~ a¥5s) = Z(axﬂ 9 9s ot~ (55 3t

DDV DDV af of
s ot ot os Z(dww—Z%AW(a )"

=
||

7j=1

0f af
i s’ at

DV

)ViOk

M:

i,k=1

|
3 5

m‘\
93‘\
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COROLARIO 4.2. Sean p € M, f(t,s) = exp,(tu(s)). El campo

vectorial J(t) = %(t,O) definido a lo largo de y(t) = f(t,0) satisface

la ecuacion diferencial de Jacobi
D?J
T (8) + Ry (t) =0

Demostracién. Para s fija la curva t — f(t,s) es una geodésica,
por lo tanto

(4.8)

— 228_f = 226_]‘1 + R a_f
T 9sOtot  Otdsot oo ot
~ DDof of
Evaluando en s = 0 obtenemos (4.8). O

DEFINICION 4.5. Un campo vectorial J a lo largo de la geodésica
v :[0,a] — M se llama campo de Jacobi si satisface (4.8).

PROPOSICION 4.4. Sea J un campo de Jacobi a lo largo de la
geodésica v : [0,a] — M con J(0) = 0. Entonces hay una curva
u(e,e) — T,M, p = ~(0) tal que si definimos f(t,s) = exp,(tu(s)),
entonces

af
Demostracién. Sea v = +/(0) y sea u(e,e) — T, M tal que u(0) =
vy u(0)= %(O) Si f(t,s) = exp,(tu(s)) entonces
0 :
V(1) = 92(4,0) = (exp, (10 (0)
es un campo de Jacobi con Y (0) = 0. Como
DY D ,
W = E * t(expp)*tvu (0))
D / /
= 120D,y (0 (0)) F (5D, ) (0(0)
DY _DJ

= (0) = (exp,)(u(0)) = w/(0) = =2(0)

Por el teorema de existencia y unicidad 2.2 J(t) = Y ().

DEFINICION 4.6. Sea v : [0,a] — M una geodésica. El punto
v(T) (0 < T < a) es conjugado a v(0) a lo largo de =, si existe un
campo de Jacobi J no nulo a lo largo de v tal que J(0) = 0 = J(T).
El nimero maximo de tales campos linealmente independientes es la
multiplicidad del punto conjugado v(7).
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O

COROLARIO 4.3. Sea 7y : [0,a] — M una geodésica. El punto v(T)
es conjugado a (0) a lo largo de v si y sdlo si Tv = TH'(0), es un
punto critico de exp,. Mds ain, la multiplicidad del punto conjugado
Y(T') es igual a dim ker(exp,,).ro-

Demostracién. Por la Proposicién 4.4, cualquier campo de Jacobi
J a lo largo de v con J(0) = 0 se escribe J(t) = (exp,)u(tw), w =
DJ

dt
y sblo st w # 0. Por lo tanto v(7T') es conjugado a v(0) si y sélo si
Jw € T,M \ 0 tal que

(0). Por el Teorema de existencia y unicidad 2.2, J no es nulo si

(exp,,)sro(Tw) = 0.
Otra vez por el Teorema 2.2 los campos de Jacobi Ji, ..., Ji con J;(0) =
0 son linealmente independientes si y sélo si

DJy D Jy

—(0),...,——(0

son linealmente independientes. 0

3. La primera y segunda variaciones de la accién

DEFINICION 4.7. Una trayectoria diferenciable por tramos que une
a los puntos p y ¢, es una funcién continua v : [0,7] — M tal que
7v(0) = p, ¥(T') = q y existe una particién de [0, 7] de la forma

O=ty<ti<...<tp,=T
de tal manera que 7|[t;_1, ;] es diferenciable de clase C*°.

El conjunto formado por estas trayectorias (que unen a py ¢ en M)
se denotard por Q(M;p,q).

El espacio tangente a Q(M;p,q) en la trayectoria ~, es el espacio
vectorial que esta formado por todos los campos vectoriales W a lo largo
de 7, diferenciables por tramos, para los cuales W (0) =0y W(T') = 0.

DEFINICION 4.8. Considere una trayectoria v € Q(M;p,q). Una
variacion de 7y es una funcién continua

F:(=¢e) = Q(M;p,q)
para alguna € > 0, que satisface lo siguiente:

(1) F(0) = 1.
(2) Existe una particién de [0,7], con 0 =ty <t; < ... <ty =T,
de tal manera que la funcién

fi(—=e,e)x[0,T] > M
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definida por f(u,t) = F(u) -t es C* al restringirla a cada
(—8, 8) X [ti—lati]u con ¢ = 1, e k.

Dado que cada F'(u) pertenece a Q(M; p, q) , se tiene que f(u,0) = p
y f(u,T) = q para todo u € (—¢,¢).

OBSERVACIONES 4.3.

(1) Para referirnos a la variacion usaremos f ¢ F indistintamente.
Algunas veces en vez de tomar (—e,¢) se toma una vecindad
U de R?® con centro en 0 y en tal caso f sera llamada variacién
a s parametros de 7.

(2) Si f es diferenciable entonces diremos que la variacién es dife-
renciable.

Para ¢ fija, consideremos la curva diferenciable f, : (—e,e) — M
dada por f;(u) = f(u,t). El vector velocidad de esta curva transversal
enu=0es

af

W(t) = - (0,8).

El campo vectorial W € T, es el campo tangente a la variacién f.
OBSERVACION 4.4. Dado cualquier campo W diferenciable por tra-
mos, a lo largo de v la funcién f(u,t) = exp, ) (uW(t)) define una
variacion de v cuyo campo tangente es W (t).
Consideremos el funcional de Accién

E:Q(M;p,q) — R

(4.9) E(y) =1 / (7 (8),7/ (1) .

LEMA 4.1. Sean p,q € M y sea v : [0,T] — M wuna geodésica
minimizante que une p con q. Para toda curva ¢ :[0,T] — M que une
p con q se tiene que

E(7) < E(c)
y la igualdad vale si y sélo si ¢ es una geodésica minimizante.

Demostracion. Por la desigualdad de Schwarz

T T
l(c)* = (/ |]dt)? < T/ ||2dt = TE(c)
0 0
y la iguladad ocurre si y sélo |¢/| es constante. Asi

TE(y) =1(7)* <U(c)* < TE(c)
y E(v) = E(c) implica que || es constante y {(y) = I(c), lo que implica
que c¢ es una geodésica minimizante. ]
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TEOREMA 4.4. Férmula de la primera variacion. Sean F' una varia-

cion de la curva v € Q(M;p,q) y W(t) =

tangente, entonces

(0,t) su campo vectorial

ou

(4.10)

oY) = - [ L wionar T/ - 760w

i=1

donde
V() = lim o'(t); (&) = lim /()
t—>ti t—»ti
Demostracion.
B of of
Bok = /<8t a1
d(ALoF) D of of _/T DOf of
. /<a o ot = | aiae a0 ™

. [Toof of T of Dof
= | alaw o /0<%’§§>dt

- 0w’ ot Ou’ Ot Ot

Evaluando en u = 0 obtenemos la férmula (4.10) O
DEFINICION 4.9. Una trayectoria v € Q(M;p, q) se llama critica si

y sblo si (E o F)'(0) = 0 para toda variacién F de 7.

COROLARIO 4.5. La trayectoria v € QU(M;p,q) es critica si y solo
St es una geodeésica

Demostraciéon. Supongase que 7y es una trayectoria critica, en-
tonces de la ecuacion (4.10) tenemos que

(4.11) —/ 2w dt+27,

para toda variacién. Sea g : [0,7] — R una funcién diferenciable por
tramos con g(t) > 0sit # t;, y g(t;) =0coni =0,1,...,k — 1. Sea
/

D
W(t) = g(t)d—z, entonces

=0

ti—1
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Asi, por (4.11)

T D,Y/
t 2dt = 0.
JRCIE=R

Dy'(t) , L
de donde ot 0,Vt < t; y asi cada v|(t;,t;11) es una geodési-

ca. Ahora nos falta ver lo que ocurre en los puntos t;. Tomemos otro
campo variacional W*(t) con W*(0) = 0 = W*(1) y si t; # 0,1 defini-
mos W*(t;) =+/(t;) — 7/ (tF) y usemos el hecho que 7|(t;,t;41) es una
geodésica. Asi

0= > 1t =P

de donde v € C*! en cada t;, por lo tanto v es una geodésica. Ahora
suponga que v € Q(M;p,q), es una geodésica, entonces

/0 <%,W(t)>dt 0.

para todo W € T,€). Como + es diferenciable,
k

> (W)

i=1

t;
= 0.

ti—1

Sumando las dos ecuaciones obtenemos (E o F')'(0) = 0. O

TEOREMA 4.6. Férmula de la segunda variacién. Sea F' una varia-
cion de la geodésica vy con campos tangente W. Entonces

T D2W
(412) (BoFY(O) == [ (V). 25 + B (O}
k—1
DwW . DW
- ;(W(ti), W(ti ) — T(ti ))-
Demostracion.
k k
"o Daf af tita af Daf tit
(Eo k)" = ;<8u8u’6t>ti +;<8u’8u8t y
T T
— Ba_f’gg>dt_/ <g,22%>dt
o Oudu Ot ot o Ou Oudt ot

Evaluando en v = 0 el primer término se anula, y ya que 7 es una
geodésica, también lo hace el tercero. Como en el Corolario 4.2
D Dof DWW

ggg( 1) WJFRWM(@ Y (t).
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Evaluando el segundo término en u = 0

t;

S~ Doy
" du’ du Ot
Juntando estos hechos obtenemos (4.12) O

TEOREMA 4.7. Bonnet-Myers

Sea M una variedad riemanniana completa de dimension n tal que
para todo p € M, v e T,M, |v| =1 se tiene que
(n—1)
2

Ric(v,v) > > 0.

,
Entonces M es compacta y diam M < 7r.
Demostracién. Sean p,q € M. Sea v : [0,1] — M geodésica

minimizante uniendo p con ¢. Basta demostrar que [(vy) < 7.
Supongamos por el contrario que () > 7r. Sean

e1(t), ... en_1(t),en(t) =

campos paralelos ortonormales a lo largo de . Definamos
W;(t) = sin(nt)e;(t), j=1,...n—1.

Sea F); una variacién con campo tangente W, y sea E; = EoF}. Usando
que e; es paralelo en (4.12) tenemos

1 D2W
E7(0) = —/0 (W; TJJFRij/(tWI(t))dt

_ /0 sin?(mt)(n2 — K (en(t), ;(8)))dt

donde K (e,(t),e;(t)) es la curvatura seccional del palno generado por
en(t), e;(t). Sumando

i EI(0) = /0 sin?(78) ((n — D)% — P Ric(en(t), en(t)))dt.

-1
Como Ric(e,(t),en(t)) > (nr2 ) y > 7r,

n—1

D EN0) <0

i=1
y por lo tanto existe un j tal que E7(0) < 0, lo que contradice el hecho
de que v es minimizante. O
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COROLARIO 4.8. Sea M, (,) una variedad riemaniana completa tal
que Ric(v,v) > § > 0 para todo p € M, v € T,M. Entonces el
cubriente universal de de M es compacto. En particular m (M) es
finito.

Demostracién. Si P: M — M es el recubrimiento universal, M
con la métrica P*(,) es completa y Ric > § > 0. Por el teorema 4.7,
M es compacta. Asi, las fibras de P son finitas. Pero la cardinaliadad
de m(M) coincide con la de las fibras. U



Problemas

EJERCICIO 1. Sean (M, A), (N, B) variedades diferenciables de di-
mensiones m, n.

a) La coleccién de cartas coordenadas (U XV, p x 1)) con (U, ) € A,
(V,4) € B determina una estructura diferenciable de dimensién m +n
en M x N.

b) Las proyecciones m; : M x N — M, 1o : M x N — N son
diferenciables.

c) F: P— M x N es diferenciable si y sélo si m o F, 79 0 F' son
diferenciables.

d)Sif:P— M,g:Q — N son diferenciables, entonces f x g lo
es. Determine rango f X g en términos de rango f,rango g.

EJERCICIO 2. Sean §" = {z € R""! : |z| =1} y mx : S"\ {p1} —
R™ las proyecciones estereograficas desde los polos p. = (0,...,0,+1).
Demuerstre que {(S" \ {p4+},74),(S" \ {p_},7_)} determina una es-
tructura diferenciable.

EJERCICIO 3. Sean P" el espacio proyectivo y g : S* — P" la
proyeccion canénica. Muestre que f : P* — M es diferenciable si y
sélosi fog:S"™ — M loesyrango f =rango fog

EJERCICIO 4. Sean (), C cerrados disjuntos en la variedad C*> M.
Demuestre que hay una f : M — [0,1] C* tal que C; = f~1(i),i =0, 1.

EJERCICIO 5. Sea M una variedad diferenciable.

a) El conjunto N C M tiene una estructura de subvariedad diferen-
ciable de dimension k de M si y sélo si para todo punto de p € N hay
una carta (U, ¢) alrededor de p tal que NNU = U N 1(R* x {0}).

b) El conjunto N C M resulta una subvariedad cerrada de M siy
sélo si una carta como en a) existe para todo punto de M.

EJERCICIO 6. El conjunto {(z, |z|) : z € R} no es la imagen de una
inmersién R — R?.

EJERCICIO 7. a) Sean U C R* abierto y f: U — R"* diferencia-
ble, entonces graf f = {(p, f(p) : p € U} es subvariedad de R".

b) Toda subvariedad de R™ es localmente la grafica de una funcién
diferenciable.
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EJERCICIO 8. Sean M, N variedades de dimensionny f: M — N
una inmersiéon. Demuestre que

a) f es una transformacién abierta, o sea que manda abiertos en
abiertos.

b) Si M es compacta y N es conexa entonces f es sobre.

EJERCICIO 9. Sea S! el conjunto de complejos unitarios. Defina
f:R — St x S! por f(t) = (exp(it), exp(iat)) donde a es un ntimero
irracional. Pruebe que f es una inmersién inyectiva y que f(R) es
densa en St x S!.

EJERCICIO 10. a) Sean ¢ un valor regular de g : R* — R™ y
M = g~1(q). Sea f : R™ — R* diferenciable. Demuestre que para todo
p S Ma kerD(f’M)p = kerD(fag)P'

b) Defina f : P2 — R3 por f([z,v, 2]) = (yz, 22, 2y). Muestre que
f no es una inmersion en precisamente 6 puntos.

c) Defina F : P2 — R* por F([z,y,2]) = (2% — v? yz, 22, 29).
Muestre que F' es un encaje .

EJERCcICIO 11. Una funcién continua f : X — Y se llama propia si
para cualquier compacto C' C Y se tiene que f~(C) es compacto. El
conjunto limite L(f) de f es el conjunto de los y € Y para los cuales
existe una sucesion (x,) en X sin subsucesiones convergentes tal que
y = lim f(z,).

a) f es propia siy sélo si L(f) = 0.

b) f(X) es cerrado en Y siy sélo si L(f) C f(X)

c) Encuentre f: R — R? con f(R) cerrada pero L(f) # 0.

d) f: X — Y continua e inyectiva es un homeomorfismo sobre su
imagen si y sélo si L(f) N f(X) = 0.

¢) Una subariedad N C M es cerrada si y sélo si la inclusién i :
N — M es propia.

e) Si M es una variedad C'* hay una f € C*°(M) propia.

EJERCICIO 12. Sea M(m,n) el conjunto de matrices reales m x
ny sea M(m,n : k) el conjunto de matrices en M(m,n) con rango
k. Demuestre que M(m,n : k) es una subvariedad de M(m,n) de
dimensién k(n +m — k).

Sugerencia: Para X, € M(m,n : k) hay matrices de permutacién

P e M(m,m),Q € M(n,n) tales que PX,Q = (éo 15;0) con Ay €
o Lo
: : A B
M (k, k) nosingular. Si X es cercana a X, entonces PXQ = C D

con A € M(k, k) nosingulary X € M(m,n : k)siysélosiD = CA™'B.
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EJERCICIO 13. Suponga que la operacién @ : R" x R™ — R" satis-
face
(a1 +a) ©b = a1 Ob+ay;®b
a®br+b) = a©b+a®b
VAER, Ma®b) = (Ma)Ob=a® (D)
a®(1,0,...,0) = a
Va#0,3b> a®b = boa=(1,0,...,0)
Sea ey, ...,e, la base canénica de R™. Demuestre que

a) Todo punto de S"! se representa de manera tnica en la forma
a®e;.

b) Si a # 0, entonces a ® e1,...,a ® e, son linealmente indepen-
dientes.
c) Sia € S"7!, las proyecciones de a ® e, ...,a ® e, en T,S"! son

linealmente independientes.

d) Multiplicacién por a es una funcién continua.

e) TS" ! es trivial.

f) TP es trivial.

EJERCICIO 14. Sean 7 : F — X un haz vectorial y f : ¥ — X
continua. Sea

F(E)=A{(y,e) e Y X E: f(y) = m(e)}
Defina @ : f*(E) — Y por @(y,e) = yy f : f*(E) — E por
f(y,e) = e. Podemos transferir a cada fibra 7'~ (y) = {y} x 71 (f(y)),

la estructura de espacio vectorial de 771(f(y)).

a) Muestre que ©’ : f*(F) — Y es un haz vectorial y que f :
f*(E) — E es una transformacién de haces que es un isomorfismo en
cada fibra.

b) Suponga que tenemos otro haz vectorial 7” : E” — Y y una
transformacién de haces f” : E” — E tal que

f//

E//—>E

y L.y
conmuta. Demuestre que £’ y E” son isomorfos, ' = E”.
c)Sig:Z —Y escontinua (fog)"(E) = g*(f*(E)).
d) Si7: EF — X es orientable entonces 7’ : f*(E) — Y es orienta-
ble.
e) Dar un ejemplo en el que 7
m: FE — X no es orientable.

/

. f*(E) — Y es orientable pero



72 PROBLEMAS

f) Para el haz vectorial 7 : E — X considere el haz «’ : 7*(F) —
E. Muestre que si m : £ — X no es orientable entonces tampoco
7' m*(E) — E es orientable.

EJERrcicio 15. Dados los haces 7 : F — X, ' : /' — X sea
E® FE = {(e¢) : m(e) = n'(¢)} Definamos " : E@® E' — X por
(e, ') =m(e) = n'(€).

a) Muestre que 7”7 : E @ E’ — X es un haz vectorial cuya fibra
sobre p es la suma directa de las fibras 7—1(p) y #'~1(p).

b) Muestre que si f : Y — X es continua f*(F @& E') & f*(E) ®
()

c¢) Dados los haces m; : E; — X;,i = 1,2, muestre que m X 7y :
FE x E5 — X; x X5 es un haz vectorial.

d) Si A: X — X x X es la transformacién diagonal A(z) = (x, x),
muestre que E @ E' = A*(E x E').

e) Si E es orientable, entonces E’ es orientable si y sélo si £ @ E'
es orientable.

g) Para cada espacio vectorial V' defina una orientacién natural de
V &V y pruebe que E @ E siempre es orientable.

EJERCICIO 16. Sean M, M, variedades diferenciables

a) Si m; : My x My — M; son las proyecciones naturales, muestre
que T(Ml X Mg) = Wf(TMl) @D W;(TMQ)

b) Si M;, My son orientables, entonces también M; x Ms lo es.

EJERCICIO 17. Muestre que el haz tangente de una variedad dife-
renciable siempre es una variedad orientable.

EJercicio 18. Una matriz simétrica S € M(n,n) es semidefinida
positiva si (Sv,v) > 0 para todo v € R". Muestre que

a) Si A € M(n,n), A'A es semidefinida positiva.

b) Toda matriz semifinida positiva S puede escribirse como S = B2
para alguna B.

c) Toda A € Gl(n,R) puede escribirse de manera tinica como A =
RS con R € O(n) y S definida positiva.

d) Las matrices R y S son funciones continuas de A. Sugeren-
cia: Si A, - Ay A, = R,S,, entonces R, tiene una subsucesion

convergente.
e) Gl(n,R) es difeomorfo a O(n) x R*—1/2,

EJERCICIO 19. Sean (M, (,)), (M’,(,)") variedades riemannianas.
Una isometria local es un difeomorfismo F' : U € M — M’ sobre su
imagen tal que F*(,)’ = (,). Un campo vectorial en (M, (,)) se llama
campo de Killing si su flujo local {¢;} consiste de isometrias locales.
Pruebe que
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a) Un campo lineal en R™ definido por la matriz A es de Killing si
y sélo si A es antisimétrica.

b) Sea F' : M — M’ una isometria, entonces X € X(M) es de
Killing <= F.X € X(M') es de Killing.

c) X € X(M) es de Killing <= (VyX,Z) + (Y, VzX) =0
VY, Z € X(M). Sugerencia: X es de Killing <= Lx(,).

EJErcicio 20. Sea (M, (,)) n-variedad riemanniana.

a) Muestre que para cada p € M existe una base ortonormal local
{E1,...,E,} alrededor de p tal que Vg, E;j(p) = 0. {Ey,...,E,} se
llama marco geodésico en p.

b) Sea {E1,..., E,} marco geodésico en p. Pruebe que

grad f(p) = ZEz(f)Ez(p)

X:ZfiEi = diVX(p):ZEi(fi)(p)'

EJERCICIO 21. Una accién del grupo de Lie G sobre la variedad M
es una transformacion diferenciable G x M — M, (g,z) — g -z tal
que gh-x = g - (h-z). La 6rbita de un punto x bajo la accién es el
conjunto G - x = {g-x : g € G}. El grupo de isotropia de un punto x
es el conjunto G, = {g € G : g- = = z}. La accién se llama transitiva
si M es la orbita de un punto.

a) O(n) actia de forma natural en R". Si x € S"°!, entonces
S™ = O(n) -z y el grupo de isotropia de e; = (1,0, ...,0) es el conjunto

{((1) g) iBGO(n—l)}%O(n—n.

La accién de SO(n) = {A € 0(n) : det A = 1} en S"! es también
transitiva y SO(n), = S0(n — 1).

b) Como SO(n) actia linealmente en R™, induce una accién tran-
sitiva en el espacio proyectivo P! y el grupo de isotropia de Re; es el

conjunto
{(detfl g) BeOm-1}=0m-1)
)

¢) El grupo unitario U(n) = {A € M,(C) : AA? = I} actiia transi-
tivamente en S** ' = {2 € C": |2] =1} y U(n),, 2 U(n —1).

d) El grupo SU(n) ={A € U(n) : det A = 1} actia linealmente en
C™ y por lo tanto induce una accién en el espacio proyectivo complejo
CP™ ! de lineas complejas a traves del origen de C™. La accién es



74 PROBLEMAS

transitiva y el grupo de isotropia de Ce; es el conjunto

{(detfl g) :BGU(n—l)} =U(n—1).

e) El grupo SI(2,R) actia transitivamente en el semiplano superior
H? = {z € C: §z > 0} mediante transformaciones fraccionales lineales

a b _az+b
c d Z_cz+d‘

El grupo de isotropia de ¢ es O(2). El grupo

SU(1,1) = {(g g) Jaf? o =1}

actia transitivamente en el disco unitario A = {z € C : |z] < 1}
mediante transformaciones fraccionales lineales y SU(1,1)y = U(1).

EJERCICIO 22. Sea V un espacio vectorial. Parav € V,w € A" V*,
definimos la contraccion i(v)w € \"~' V* mediante

i(w)wvg,...,v1) =w(v, (v, ..., 0_1).

a) Muestre que i(v)(i(w)w) = —i(w)(i(v)w).

b) Muestre que si w € /\k V*n e A" V*, entonces
i()(wAn) = (i(v)w) A+ (=1)fw A (i(v)n)

EJERCICIO 23. Sea V un espacio vectorial. Un elemento w € A" V*
se llama descomponible si existen ¢q,...,¢, € V tales que

wngl/\---/\(br.

a) Demuestre que si dim V' < 3, todo elemento de A V* es descom-
ponible.

b) Si dim V' > 3 dé un ejemplo de un elemento indescomponible.

El anulador de w € A" V* es el conjunto

an(w) ={p e V" :p ANw=0}.

¢) Muestre que diman(w) < r y que la igualdad se da si y sélo si w
es descomponible.
d) Si dim V' = n, todo elemento de A"~ V* es descomponible.

EJERCICIO 24. Sea V' un espacio vectorial real de dimension n con
producto escalar. Extendemos el producto escalar a toda el algebra
exterior /\ V' definiendo

(U1 A= Avg,wy A -+ - ANwg) = det((v, wy))

y extendiendo bilinealmente.
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a) Pruebe que si ey, ..., e, es una base ortonormal de V' entonces
la base {e;;, A+ ANej, 11 <4y <--- <ip <n}de /\kV es ortonormal.

Eligiendo una orientacién O en V' definamos * : AV — AV tal
que si (eq,...,€,) es una base ortonormal

k(e1 A -Aep) = £1,%(1) = £eg A -Aep, x(e1A- - -Aep) = Eep 1A - Aey,

donde el signo es + si (eg,...,e,) € Oy - en caso contrario.
b) Pruebe que **| A’V = (=1)P"P) y que siw,n € A’ V, entonces

(w,m) = x(w Axn) = *(n A xw).
¢) Para v € V defina v : A7V — APV por
(Y (w), &) = {w,vAE)
para w € APV, € € AP V. Pruebe que
V(W) = (=1)" x (v A xw).

EJERrcICIO 25. Lema de Cartan.
Sea M variedad diferenciable. Sean wy, ..., w, 1-formas linealmente
independientes en cada punto de M. Sean 04, ..., 6, 1-formas tales que

=1

Pruebe que existen A;; € C>°(M) con A;; = Aj; tales que

r
91-: E Aijw]', izl,...,T
i=1

EJERCICIO 26. Pruebe las siguientes igualdades

Lx(wl/\WQ) = Lle/\WQ—i—wl/\LXwg.
X(w(X1,,..., X)) = Lyxw(Xy,...,X,)
+ Z(_l)j+1w([XaXl]ﬂX1a7X27X1“)
j=1
r+1
do(X1,..., Xp1) = Y (DM Lyw(Xy,.. X, X))
=1
+ Z(—l)i+j+1W([Xi,Xj],...,Xi,...,Xj,...,Xr+1).
1<jJ

Lxw = i(X)dw + d(i(X)w).
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2dw<X1, e 7X7‘+1) ==
r+1
D () X(w(Xy, L X X)) D w(X, o X X)),

i=1

EJERCICIO 27. Sea M una n-variedad riemanniana con orientacién
O. Defina el elememto de volumen riemanniano por

v(vy,...,v,) = E£4/det((vs, v5))

donde el signo es + si (vq,...,v,) € O y - en caso contrario. Pruebe
que

Lxv=d(i(X)v) =divXv
Sugerencia: Seap € M y sea {E; :i=1,...,n} un marco geodésico
en p. Sean {w; : i = 1,...,n} las 1-formas duales. Muestre que

vV=w; A+ Awy, y que si

O; =wi A NG A Awp,

EJERCICIO 28. Sea M una variedad riemannianna. Definimos una
métrica riemanniana en T'M de la siguiente manera. Si v € T,M,
V.,W € T,(TM), escojamos curvas a, 3 : (—e,&) — T'M con «(0) =
B(0) = v, &/(0) =V, B'(0) = W, entonces

Da Dpj
(V. W) = (mV, m W), + (—-(0), — =

S

(0))p

a) Pruebe que ((,)) esta biendefinida.

b) Un vector V € T,(T M) ortogonal a la fibra 771(7(v)) se llama
horizontal. Si o : (a,b) — TM, pruebe que «/(t) es horizontal Vt <=
« es paralelo a lo largo de la curva 7a : (a,b) — M.

c¢) Pruebe que el campo geodésico G € X(T'M) es horizontal en
cada punto.

d) Pruebe el Teorema de Liouville: div G = 0.

EJERCICIO 29. Sea M una variedad riemanniana tal que para cual-
quier par de puntos el transporte paralelo entre ellos no depende de
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la curva escogida para unirlos. Pruebe que la curvatura es identi-
camente nula. Sugerencia: Considere una superficie parametrizada
f:(—5,1+¢)* = M tal que f(s,0) = f(0,0)Vs € (—&,1+¢). Si
Vo € Tf(0,0)M definamos un campo V' a lo largo de f por V(s,0) =V}
y como el transporte paralelo de V4 a lo largo de la curva t — f(s,t).
Entonces DD af of DD

tas’ TG0 9V = asar” =0
Como el transporte paralelo no depende de la curva escogida, V'(s, 1)
es el transporte paralelo de V(0,1) a lo largo de la curva s — f(s,1),
de donde £V (s,1) = 0 ya asf

0 0

Rf(0,1)<a_{(07 1)7 a_iC(Oa 1))V(07 1) =0.

La arbitrariedad de Vg y f demuestran que VXY, Z € X(M), R(X,Y)Z =

0.

EJercicio 30. Una variedad riemanniana M es un espacio local-
mente simétrico si el tensor de curvatura R satisface VR = 0.

a) Sea M un espacio localmete simétrico y sea «y : [0,1] — M una
geodésica. Sean XY, Z campos paralelos a lo largo de . Pruebe que
R(X,Y)Z también es paralelo a lo largo de 7.

b) Pruebe que si dim M = 2y M es un espacio localmente simétrico,
conexo, entonces la curvatura (seccional o escalar) es constante.

¢)Si M tiene curvatura (seccional) constante entonces es un espacio
localmente simétrico.

EJERCICIO 31. Teorema de Schur.

Sea M una variedad riemanniana conexa con dim M > 3. Supon-
gamos que M es isotrdpica, es decir si la curvatura seccional K(p, o)
no depende del plano o C T,,M. Pruebe que K(p, o) tampoco depende
del punto p € M.

EJERCICIO 32. Una variedad riemanniana es una variedad de Eins-
tein si existe A € C*(M) tal que Ric(,) = A(,). Pruebe que

a) Si M es conexa y de Einstein con dim M > 3, entonces A es
constante.

b) Si M es conexa y de Einstein con dim M = 3, entonces M tiene
curvatura seccional constante.
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