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Caṕıtulo 1

Transformaciones que preservan medida

1. Medidas invariantes

Definición 1.1. Sean (X,A, µ) un espacio de medida y T : X ←↩. Decimos que
T preserva µ ó que µ es T -invariante si ∀A ∈ A, T−1(A) ∈ A y µ(A) = µ(T−1A).

Ejemplo 1.1. La medida de Lebesgue µ0 en Rn induce una medida µ en la
σ-álgebra de Borel B del toro

Tn = Rn/Zn = S1 × · · · × S1, S1 = {z ∈ C : |z| = 1} .
La traslación ta(x) = x+ a en Rn induce en Tn la rotación

Rα(z1, . . . , zn) = (α1z1, . . . , αnzn)

donde αj = e2πiaj . Como ta preserva µ0 tenemos que Rα preserva µ.

Ejemplo 1.2. Sea k ≥ 2 un entero fijo y sea (p0, . . . , pk−1) un vector de proba-
bilidad, o sea pi > 0 y p0 + · · · + pk−1 = 1. Sean [k] = {0, 1, . . . , k − 1} y X = [k]Z.
Dados j ∈ Z, i0, . . . , im ∈ [k] definimos el cilindro C(j; i0, . . . , im) como

C(j; i0, . . . , im) = {(xn) ∈ X : xl+j = il para 0 ≤ l ≤ m} .
Las uniones finitas disjuntas de cilindros forman un álgebra que genera la σ-álgebra
de Borel A de X, por lo tanto, para definir una medida µ en A basta definirla en
los cilindros, lo que hacemos mediante

µ(C(j; i0, . . . , im)) = pi0 . . . pim .

Definimos el corrimiento bilateral T : X ←↩ mediante T (xn) = (yn), donde yn =
xn+1. Es claro que T preserva µ.

Una variante de este ejemplo consiste en tomar X+ = [k]Z
+

, donde Z+ = N∪{0}.
Los cilindros se definen de la misma manera aśı como el corrimiento que ahora se
llama unilateral.

Ejemplo 1.3. Consideremos la dinámica de una bola en una mesa de billar con
frontera convexa C. El movimiento esta sujeto a leyes simples: entre rebotes sucesivos
la bola viaja en ĺınea recta y en un rebote los ángulos de incidencia y reflexión son
iguales. Sea x la longitud de arco con respecto a un punto fijo en la frontera, que
supondremos orientada en el sentido antihorario. Sea θ el ángulo de reflexión en un
punto de rebote C(x) ∈ C y sea y = − cos θ. Debido a la convexidad de C, el par
(x, y) determina su sucesor (X, Y ) y visceversa. Si incrementamos y manteniendo x
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6 1. TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN MEDIDA

fijo, la convexidad de C implica que C(X) se mueve sobre C en la dirección positiva .

O sea
∂X

∂y
> 0. Sea S(x,X) = −‖C(X)−C(x)‖ entonces, ya que C ′(x) es un vector

tangente unitario,

∂S

∂x
=
C ′(x) · (C(X)− C(x))

S(x,X)
= −y(1.1)

∂S

∂X
=
C ′(X) · (C(X)− C(x))

−S(x,X)
= Y(1.2)

por lo que

(1.3) Y dX − ydx = dS(x,X)

y aśı la transformación f : (x, y) 7→ (X, Y ) preseva area.

Ejemplo 1.4. Definamos ahora la transformación de Gauss T : (0, 1) ←↩ me-
diante

T (x) =


(

1

x

)
=

1

x
−
[

1

x

]
si x > 0

0 si x = 0
.

Consideremos la medida µ en la σ-álgebra de Borel definida por

µ(A) =

∫
A

dx

1 + x

Para ver que T preserva µ es suficiente probar que si [a, b] ⊂ [0, 1],

µ(T−1([a, b])) = µ([a, b]) = log

(
1 + b

1 + a

)
.

Ahora bien

T−1([a, b]) =
∞⋃
m=1

[
1

b+m
,

1

a+m

]
,

µ(T−1([a, b])) =
∞∑
m=1

log

(
(a+m+ 1)(b+m)

(b+m+ 1)(a+m)

)

=
∞∑
m=1

log

(
a+m+ 1

b+m+ 1

)
− log

(
a+m

b+m

)
= ĺım

m→∞

[
log

(
a+m+ 1

b+m+ 1

)
− log

(
a+ 1

b+ 1

)]
= log

(
b+ 1

a+ 1

)
.

Teorema de Krylov y Bogoliubov. Sean X un espacio métrico compacto,
T : X ←↩ continua y B la σ-álgebra de Borel. Entonces existe µ probabilidad T -
invariante.
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Sea M(X) el conjunto de las probabilidades definidas en B. Denotaremos por
MT (X) el conjunto de las µ ∈M(X), invariantes bajo T .

Sea C(X) el espacio de funciones continuas con la norma ‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)| para

f ∈ C(X).
Como X es métrico compacto ∃ {gn : n ∈ N} denso en la bola unitaria de C(X).

Consideremos en M(X) la métrica

d(µ, ν) =
∞∑
j=1

1

2j

∣∣∣∣∫
X

gjdµ−
∫
X

gjdν

∣∣∣∣
Lema 1.1. Sea {µn} una sucesión en M(X). Las siguientes propiedades son

equivalentes

(a) ĺım
n→∞

d(µn, µ) = 0

(b) ĺım
n→∞

∫
X
gjdµn =

∫
X
gjdµ ∀j ≥ 1

(c) ĺım
n→∞

∫
X
gdµn =

∫
X
gdµ ∀g ∈ C(X)

Demostración. (a) ⇒ (b).∣∣∣∣∫
X

gjdµn −
∫
X

gjdµ

∣∣∣∣ ≤ 2jd(µn, µ)

(b) ⇒ (c). Es suficiente considerar g ∈ C(X) con ‖g‖ = 1. Dado ε > 0, ∃j tal que
‖gj − g‖ ≤ ε/3. Sea N tal que n ≥ N ⇒

∥∥∫
X
gjdµn −

∫
X
gjdµ

∥∥ ≤ ε/3. Si n ≥ N ,

∣∣∣∣∫
X

gdµn −
∫
X

gdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
X

(g − gj)dµn
∣∣∣∣+∣∣∣∣∫

X

gjdµn −
∫
X

gjdµ

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫
X

(g − gj)dµ
∣∣∣∣ ≤ ε

(c)⇒ (a). Sea j0 tal que
∞∑

j=j0+1

1

2j
≤ ε

4
. SeaN tal que n ≥ N ⇒

∣∣∫
X
gjdµn −

∫
X
gjdµ

∣∣ ≤
ε

2
para j ≤ j0. Si n ≥ N ,

d(µn, µ) ≤
j0∑
j=1

1

2j

∣∣∣∣∫
X

gjdµn −
∫
X

gjdµ

∣∣∣∣+
∞∑

j=j0+1

1

2j

(∫
X

|gj| dµn +

∫
X

|gj| dµ
)

≤ ε

2
+
ε

4
+
ε

4
= ε

�

Teorema de representación de Riesz. Sea ϕ : C(X) → R lineal tal que
ϕ(f) ≥ 0 si f ≥ 0 y ϕ(1) = 1. Entonces ∃µ ∈M(X) tal que∫

X

fdµ = ϕ(f) ∀f ∈ C(X)
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Consideremos [−1, 1]N con la métrica ∆(x, y) =
∞∑
i=1

2−j|xj − yj|, la cual define

la topoloǵıa producto. Definamos h : M(X) → [−1, 1]N µ 7→ µ̂ mediante µ̂(j) =∫
X
gjdµ. Claramente h es una isometŕıa.

Proposición 1.1. h(M(X)) es cerrado

Demostración. Sea {µn} una sucesión enM(X) tal que µ̂n converge. Aśı {µ̂n(j)} ={∫
X
gjdµn

}
converge ∀j ≥ 1 y aśı

{∫
X
gdµn

}
converge ∀g ∈ C(X). En efecto, dados

g ∈ C(X) y ε > 0, ∃j tal que ‖gj − g/ ‖g‖‖ ≤ ε/3 ‖g‖ (el caso g = 0 es trivial).
Como

{∫
X
gjdµn

}
es sucesion de Cauchy, existe N tal que

k, n ≥ N ⇒
∥∥∥∥∫

X

gjdµn −
∫
X

gjdµk

∥∥∥∥ ≤ ε

3 ‖g‖
.

Si k, n ≥ N ,∣∣∣∣∫
X

gdµn −
∫
X

gdµk

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖ ∣∣∣∣∫
X

(
g

‖g‖
− gj)dµn

∣∣∣∣
+ ‖g‖

∣∣∣∣∫
X

gjdµn −
∫
X

gjdµk

∣∣∣∣+ ‖g‖
∣∣∣∣∫
X

(
g

‖g‖
− gj)dµk

∣∣∣∣ ≤ ε.

Definamos ϕ : C(X)→ R mediante ϕ(g) = ĺımm→∞
∫
X
gdµn.

Por el Teorema de Riesz existe µ ∈ M(X) tal que ϕ(g) =
∫
X
gdµ ∀g ∈ C(X).

Entonces µ̂ es el ĺımite de µ̂n. �

Corolario 1.1. M(X) es compacto.

Demostración. Como ([−1, 1]N,∆) es compacto, por la Proposición 1.1, h(M(X))
es compacto. Pero h es una isometria. �

Demostración del teorema de Krylov y Bogoliubov. Escojamos cual-
quier µ ∈M(X) por ejemplo la medida de Dirac concentrada en x0 ∈ X.

µ(A) =

{
1 si x0 ∈ A
0 si x0 /∈ A

Sea µn =
1

n
(µ + µ ◦ T−1 + · · · + µ ◦ T−n+1). Por el Corolario 1.1, existe una

subsucesión convergente {µnm}. Sea ν = ĺım
m→∞

µnm , entonces

ν ◦ T−1 = ĺım
m→∞

1

nm
(µ ◦ T−1 + · · ·+ µ ◦ T−nm)

= ĺım
m→∞

1

nm
(µ+ · · ·+ µ ◦ T−nm − µ) = ν

�
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2. Formas de volumen, difeomorfismos, campos vectoriales

Definición 1.2. Una forma de volumen en un espacio vectorial V de dimensión
n es una función multilineal antisimétrica no nula ω : V n → R

Ejemplo 1.5. Fijando una base ordenada (e1, . . . , en) de V , definimos ω(e1, . . . , en) =
1. La antisimetr’ıa y multilinealidad implican que si v1, . . . , vn ∈ V y escribimos
vi =

∑
j

aijej, entonces

ω(v1, . . . , vn) = det(aij).

De hecho cualquier forma de volumen se obtiene de esa manera.
Dado un isomorfismo L : V → W entre espacios n−dimensionales y una forma de

volumen ω enW definimos la forma de volumen L∗ω en V mediante L∗ω(v1, . . . , vn) =
ω(Lv1, . . . , Lvn). En el caso de un automorfismo L : V ←↩ tenemos que L∗ω =
(detL)ω.

Definición 1.3. Sean M una variedad diferenciable y ϕ : U ⊂ Rn → M una
parametrización. Para x ∈ U , Tϕ(x)M = Dϕx(Rn) es el espacio tangente a M en
ϕ(x). Una forma de volumen ω en ϕ(U) asocia, por definición, a cada q ∈ ϕ(U) una
forma de volumen ωq en TqM . Definiendo (ϕ∗ω)x = Dϕ∗x ωϕ(x), tenemos que ϕ∗ω es
una forma de volumen en U . Decimos que ω es suave si ϕ∗ω lo es.

Para ω suave y A ⊂M boreliano tal que A ⊂ ϕ(U) definimos

µϕω(A) =

∫
ϕ−1(A)

|ϕ∗ω(e1, . . . , en)|

donde e1, . . . , en es la base canónica de Rn.
Si ω es una forma suave de volumen en M y ϕ, ψ son dos parametrizaciones tales

que A ⊂ Imϕ, Imψ, el teorema del cambio de variable da

µϕω(A) =

∫
ϕ−1(A)

|(ψ−1 ◦ ϕ)∗ψ∗ω(e1, . . . , en)|

=

∫
ϕ−1(A)

| detD(ψ−1 ◦ ϕ)||ψ∗ω(e1, . . . , en)|

=

∫
ψ−1(A)

|ψ∗ω(e1, . . . , en)| = µψω(A).

Dado cualquier boreliano A ⊂ M escogemos parametrizaciones {ϕj} tales que A ⊂⋃
j

Imϕj. Sean {Aj ⊂ Imϕj} borelianos disjuntos con A =
⋃
j

Aj. Definimos

µω(A) =
∑
j

µϕjω (Aj)

Sean f : M → N transformación diferenciable entre variedades diferenciables de
la misma dimensión y ω una forma suave de volumen en N .
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Sea ϕ : U ⊂ Rn → M una parametrización. Supongamos que f |ϕ(U) es un
difeomorfismo sobre su imagen y por lo tanto f ◦ ϕ(U) es una parametrización. Sea
A ⊂ f(ϕ(U)), entonces

µω(A) =

∫
(fϕ)−1(A)

|(fϕ)∗ω(e1, . . . , en)|

=

∫
ϕ−1f−1(A)

|ϕ∗f ∗ω(e1, . . . , en)| = µf∗ω(f−1(A) ∩ ϕ(U))

Recordemos que x ∈M se llama punto cŕıtico de f si la derivada Dxf : TxM → TyN
es singular. Un punto y ∈ N es un valor regular de f si ningún x ∈ f−1(y) es un punto
cŕıtico de f . En tal caso para cada x ∈ f−1(y) hay una vecindad Wx tal que f |Wx es
un difeomorfismo sobre su imagen. Suponiendo además que M es compacta se tiene
que f−1(y) es finito. Sea f−1(y) = {x1, . . . xk} y escojamos W1, . . .Wk vecindades
coordenadas disjuntas que se transforman difeomorfamente en vecindades V1, . . . Vk
de y. Sean

V = V1 ∩ · · · ∩ Vk \ f(M \W1 · · · \Wk), Ui = Wi ∩ f−1(V ),

entonces f−1(V ) = U1 ∪ · · · ∪ Uk. Para A ⊂ V tenemos

(1.4) µf∗ω(f−1(A)) =
k∑
i=1

µf∗ω(f−1(A) ∩ Ui) = kµω(A)

Proposición 1.2. Sean f : M → N transformacion diferenciable entre va-
riedades de la misma dimensión, M compacta N conexa. Sea ω una forma suave
de volumen en N . Supongamos que todos los valores de f son regulares. Entonces
#f−1(y) no depende de y ∈ N y lo denotamos por grado(f), f ∗ω es una forma de
volumen en M con

µf∗ω(M) = grado(f)µω(N)

Demostración. Según la discusión previa, f(M) es abierta y de hecho el núme-
ro de preimagenes de los elementos de N es localmente costante. Como N es conexa,
tenemos que f(M) = N y #f−1(y) = k ∀y ∈ N . Descomponiendo N en la unión
disjunta de conuntos Aj a los que podemos aplicar (1.4) tenemos

µf∗ω(M) =
∑
j

µf∗ω(f−1(Aj)) = k
∑
j

µω(Aj) = kµω(N)

�

Ejemplo 1.6. Consideremos el toro

Tn = Rn/Zn = S1 × · · · × S1

con parametrizaciones exp : U → Tn donde

exp(x) = x+ Zn = (e2πx1 , . . . , e2πxn).
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Para cada p = exp(x), D expx : Rn → TxTn define una identificación canónica ya
que no depende del punto x elegido puesto que si tk representa la traslación por el
entero k

D expx = D expx+k ◦Dtk = D expx+k .

Aśı, podemos definir una forma de volumen ω en Tn mediante

ωexp(x)(D expx v1, . . . , D expx vn) = det(v1, . . . , vn)

o sea que exp∗ ω = det y entonces µω es la medida del ejemplo 1.1. Sea A una
matriz n×n A con coeficientes enteros, y consideremos la transformación Ã : Tn ←↩
definida por Ã(x+Zn) = Ax+Zn. Si detA 6= 0, entonces Ã no tiene puntos cŕıticos
y podemos aplicar la Proposición 1.2. Por otra parte para B ⊂ U

µÃ∗ω(exp(B)) =

∫
B

|(exp∗ Ã∗ω)(e1, . . . , en)| =
∫
B

|(A∗ exp∗ ω)|(e1, . . . , en)|

= | detA|
∫
B

1 = | detA| µω(exp(B))

O sea que µÃ∗ω = | detA| µω y el número de preimagenes bajo Ã de cualquier punto
es detA. De estas observaciones y la equación (1.4) tenemos

| detA|µω(Ã−1(B)) = µÃ∗ω(Ã−1(B)) = kµω(B)

y entonces Ã preserva µω

Ejemplo 1.7. De acuerdo al Ejemplo 1.6 la transformación

Ã : S1 → S1, Ã(z) = zm,

preserva la medida µ inducida por la medida de Lebesgue en R. Defina h : S1 →
[−1, 1] mediante h(z) = <z . Sea z = x+ iy ∈ S1, entonces

h(Ã(z)) = h(z2) = x2 − y2 = 2x2 − 1 = T (h(z)).

Defina M(B) = µ(h−1(B)) para B ⊂ [−1, 1] boreliano.

M(T−1(B)) = µ(h−1T−1(B)) = µ(Ã−1h−1(B)) = µ(h−1(B)) = M(B)

Expĺıcitamente, M(B) es la medida del conjunto en S1 que se proyecta en [−1, 1]

M(B) =
1

π

∫
B

dx√
1− x2

.

Ejemplo 1.8. Sea ϕ : [0, 1] ←↩ tal que existen intervalos abiertos disjuntos
In ⊂ [0, 1], n ∈ N satisfaciendo

λ([0, 1] \ ∪nIn) = 0
λ(ϕ([0, 1] \ ∪nIn)) = 0
∀n ϕ | In es continuamente diferenciable con ϕ′ 6= 0
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Sean f ∈ L1([0, 1]) y µ la medida en los borelianos de [0, 1] definida por µ(A) =∫
A
f(x)dx.
Definamos ϕn = ϕ|In, An = ϕ−1

n (A).
Por el teorema del cambio de variable

µ(ϕ−1(A)) =
∑
n

∫
Anf(y)dy =

∑
n

∫
An

f(ϕ−1
n (x))dx

|ϕ′n(ϕ−1
n (x))|

=

∫
A

∑
y∈ϕ−1(x)

f(y)

|ϕ′(y)|
dx

Por lo que ϕ preserva µ si y solo si para casi todo x ∈ [0, 1] se tiene

f(x) =
∑

y∈ϕ−1(x)

f(y)

|ϕ′(y)|

Apliquemos este criterio a la transformacion de Gauss ϕ y f(x) =
1

1 + x
. Tenemos

ϕn(y) =
1

y
− n, ϕ′n(y) =

1

y2
, ϕ−1

n (x) =
1

x+ n
.

∑
y∈ϕ−1(x)

f(y)

|ϕ′(y)|
=

∑
y∈ϕ−1(x)

y2

1 + y
=
∞∑
n=1

1

(x+ n)(x+ n+ 1)

=
∞∑
n=1

1

x+ n
− 1

x+ n+ 1
=

1

1 + x
= f(x)

Si f : M ←↩ es un difeomorfismo C1 y ω es una forma de volumén, entonces
µω ◦ f = µf∗ω. Por lo tanto f preseva µω si y solo si f ∗ω = ω. Si M es abierto de
Rn f ∗ω = (detDf) ω ◦ f .

Sea X un campo vectorial C1 en M y sea {ϕt} el flujo definido por X. Sea ω
una forma de volumen en M, definimos la derivada de Lie

LXω =
d

dt
(ϕ∗tω)t=0 .

Ejemplo 1.9. Sean M abierto de Rn y ϕ∗tω = (detDϕt)ω ◦ ϕt. Definiendo
ρ(x) = ωx(e1, . . . , en), tenemos

LXω(e1, . . . , en) =
d

dt
(detDϕt)t=0 ρ+

d

dt
(ρ ◦ ϕt)t=0 .

Derivando la ecuación
d

dt
ϕt(x) = X(ϕt(x))

tenemos la ecuación de la primera variación

d

dt
Dϕt(x) = DX(ϕt(x))Dϕt(x).

Como Dϕ0 = I, para t→ 0

Dϕt(x) = I + tDX(x) +O(t2),
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detDϕt = 1 + t div X(x) +O(t2),

y por lo tanto

LXω = (divX)ω + (Dρ ·X)
ω

ρ
=

div (ρX)

ρ
ω.

En general definimos divωX mediante

LXω = (divωX)ω.

Aśı, {ϕt} preserva ω si y solo si divωX = 0.

Proposición 1.3. Supongamos que f : M ←↩ preserva ω y H : M → R es una
primera integral de f , o sea H ◦ f = H y H no es constante. Sea C un valor regular
de H, entonces ∃ ω̃ forma de volumen en H−1(C) preservada por f | H−1(C).

Demostración. Sean x ∈ H−1(C), TxH
−1(C) = kerDxH. Sea v tal que

DxH(v) = 1, definimos ω̃x(v2, . . . , vn) = ωx(v, v2, . . . , vn), luego (f ∗ω̃)x(v2, . . . , vn) =
ω̃f(x)(Dxfv2, . . . , Dxfvn).

Pero Df(x)H ◦Dxf(v) = DxH(v) = 1 y aśı

ω̃f(x)(Dxfv2, . . . , Dxfvn) = ωf(x)(Dxfv,Dxfv2, . . . , Dxfvn)

= (f ∗ω)x(v, v2, . . . , vn) = ωx(v, v2, . . . , vn)

= ω̃x(v2, . . . , vn).

Aśı, f ∗ω̃ = ω̃ �

Ejemplo 1.10. Sean M abierto de R2n y H : M → R de clase C2. Consideremos
el campo vectorial hamiltoniano

XH =

(
∂H

∂y1

, . . . ,
∂H

∂yn
,−∂H

∂x1

, . . . ,− ∂H
∂xn

)
.

div XH =
n∑
i

∂2H

∂xi∂yi
− ∂2H

∂yi∂xi
= 0.

Por lo tanto el flujo hamiltoniano {ϕt} preserva el volumen usual de R2n. Por
otra parte

d

dt
H ◦ ϕt = DH(XH) =

n∑
i

∂H

∂xi

∂H

∂yi
− ∂H

∂yi

∂H

∂Xi

= 0

Aśı, H ◦ ϕt = H para toda t. Luego, si C es un valor regular de H, hay una forma
de volumen ωc en H−1(C), preservada por {ϕt}.
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3. Recurrencia

Teorema de recurrencia de Poincaré. Sean (X,A, µ) espacio de pro-
babilidad y T : X ←↩ preservadora de medida. Para cualquier B ∈ A el conjunto
B0 = {b ∈ B : {n ∈ N : T n(b) ∈ B} es infinito} pertenece a A y µ(B0) = µ(B).

Demostración. Sea Cn =
{
b ∈ B : T k(b) /∈ B ∀k ≥ n

}
. Entonces

Cn = B \
⋃
k≥n

T−k(B) ∈ A, B0 = B \
⋃
n

Cn.

El teorema estará demostrado si probamos que µ(Cn) = 0.
Como Cn ⊂

⋃
k≥0

T−kB \
⋃
k≥n

T−kB, µ(Cn) ≤ µ(
⋃
k≥0

T−kB)− µ(
⋃
k≥n

T−kB).

Pero
⋃
k≥n

T−kB = T−n
⋃
k≥0

T−kB y aśı µ(
⋃
k≥0

T−kB) = µ(
⋃
k≥n

T−kB). �

Definición 1.4. Sean X espacio topológico y T : X ←↩ continua. El ω−ĺımite
de un punto x ∈ X es el conjunto

ω(x) = {y ∈ X : ∀U vecindad de y,∃nk →∞ con T nk(x) ∈ U}.

Si X es métrico, y ∈ ω(x) ⇐⇒ ∃nk →∞ tal que d(T nk(x), y)→ 0.

Teorema 1.2. Sean X espacio métrico separable, A la σ−álgebra de Borel,
T : X ←↩ continua y µ ∈MT (X). Entonces

µ({x ∈ X : x /∈ ω(x)}) = 0.

Es decir, µ-casi todo punto de X es recurrente.

Demostración. Sea {Un}n ∈ N una base de abiertos Si x /∈ ω(x) hay una
vecindad U de x tal que {k ∈ N : T k(x) ∈ U} es finito y por lo tanto ∃Un tal que
x ∈ Un y ∀k ∈ N T k(x) /∈ Un. Reciprocamente, si el punto x satisface esta propiedad
entonces x /∈ ω(x). Aśı

{x ∈ X : x /∈ ω(x)} =
⋃
n

(Un \
⋃
k∈N

T−k(Un))

Pero en el Teorema de recurrencia de Poincaré demostramos que

µ(Un \
⋃
k∈N

T−k(Un)) = 0.

�

Definición 1.5. Sean X espacio topológico y T : X ←↩ continua.

(a) T se llama transitiva si ∃x ∈ X tal que ω(x) = X
(b) T se llama topológicamente mezcladora si ∀ U, V abiertos no vacios, ∃N > 0

talque T−n(U) ∩ V 6= φ ∀n ≥ N .
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Ejemplo 1.11. La rotación R : S1 → S1, R(z) = ei2πaz es transitiva si y solo si
a 6∈ Q (ver Proposición 2.2).

Es sencillo demostrar que una rotación nunca es mezcladora.

Ejemplo 1.12. La transformación Ã(z) = zm del ejemplo 1.7 es mezcladora. En
efecto, para 0 < a < b < 1

T−k exp(a, b) =
mk−1⋃
j=0

exp(
a+ j

mk
,
b+ j

mk
).

Cualquier abierto V ⊂ S1 contiene un segmento exp(jm−k, (j + 1)m−k)

exp
(a+ jmn

mk+n
,
b+ jmn

mk+n

)
⊂ exp

( j

mn
,
j + 1

mn

)
.

Proposición 1.4. Sean X espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua, son
equivalentes

(a) T es transitiva.
(b) {x ∈ X : ω(x) = X} es intersección numerable de abiertos densos.
(c) ∀U abierto no vacio

⋃
n≥0

T−nU es denso en X.

Demostración. (a) ⇒ (c). Sea x ∈ X 3 ω(x) = X. Sea U abierto no vacio y
sea y ∈ X. Sea V vecindad de y, entonces ∃n > 0 tal que T n(x) ∈ V . Sea m > n
tal que Tm(x) ∈ U . Tm(x) = Tm−n(T n(x)) y aśı T n(x) ∈ T−(m−n)U ∩ V . Luego⋃
j≥0

T−jU ∩ V 6= ∅. Como V es arbitrario y ∈
⋃
j≥0

T−jU.

(c) ⇒ (b). Sea {Un}n∈N base para la togopolog’ıa de X. Por hipótesis

Si,n
⋃
=

j ≥ iT−jUn =
⋃
j≥0

T−j(T−iUn)

es abierto denso. Aśı, S =
⋂
i,n

Si,n es intersección numerable de abiertos densos. Si

x ∈ S entonces ω(x) = X. En efecto dado U 6= ∅ abierto debemos probar que
∃mk → ∞ tal que Tmk(x) ∈ U . Es suficiente hacerlo para los abiertos Un, n ∈ N.
Como x ∈ S, ∀i, n x ∈ Si,n y aśı existe mi ≥ i tal que Tmi(x) ∈ Un.

(b) ⇒ (a) es trivial. �

Definición 1.6. Sea X = [k]Z. Sea A = (Aij)i,j∈[k] matriz de ceros y unos. Sea

XA =
{

(xn) ∈ X : Axnxn+1 = 1∀n ∈ Z
}

. Sea σ el corrimiento, entonces σ(XA) =
XA. σ|XA se llama subcorrimiento de tipo finito.

Proposición 1.5. Para m ≥ 0 denotemos por Amij los coeficientes de Am. En-
tonces

1. σ|XA es transitivo ⇐⇒ ∀i, j ∈ [k] ∃m > 0 tal que Amij > 0.



16 1. TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN MEDIDA

2. σ|XA es topológicamente mezcladora ⇐⇒ ∀i, j ∈ [k] ∃m > 0 tal que ∀l ≥ m
Alij > 0.

Usaremos el siguiente lema que se demuestra facilmente por inducción.

Lema 1.2. Sea

Smij =
{
a ∈ [k][m+1] : a0 = i, am = j, Aanan+1 = 1∀n ∈ [m]

}
.

Entonces Amij = #Smij .

Corolario 1.3. # {x ∈ XA : σmx = x} = Tr Am.

Demostración. En efecto x ∈ XA y σmx = x si y solo si xnm+j = xj ∀n ∈
Z, j ∈ [m] y Ax0x1 = Ax1x2 = . . . = Axm−1x0 = 1. Aśı

# {x ∈ XA : σmx = x} =
k−1∑
i=0

#Smii =
k−1∑
i=0

Amii = Tr Am.

�

Demostración. de la Proposición 1.5. Sean U, V abiertos no vac’ıos de XA. Co-
mo los cilindros forman una base, U contiene un abierto de la forma C(j; i0, . . . , im)∩
XA 6= ∅, V contiene un abierto de la forma C(p; q0, . . . , ql) ∩XA 6= ∅. Entonces

σ−n(U) ∩ V ⊃ σ−n(C(j; i0, . . . , im)) ∩ C(p; q0, . . . , ql) ∩XA

= C(j + n; i0, . . . , im) ∩ C(p; q0, . . . , ql) ∩XA.

Si p+ l < j+n este último conjunto no es vaćıo cuando Aj+n−p−lqliio
> 0, ya que en tal

caso ∃a ∈ Sj+n−p−lqliio
y tomando x ∈ C(j; i0, . . . , in) ∩ XA, y ∈ C(p; q0, . . . , ql) ∩ XA

definimos

zt =


yt t ≤ p+ l

at−(p+l) p+ l ≤ t ≤ j + n

xt−n j + n ≤ t

Reciprocamente si z ∈ σ−m(C(0; j))∩C(0; i)∩XA entonces z0 = i, zm = j, Aznzn+1 =
1 ∀n ∈ [m]. �

4. Medidas de Markov

Definición 1.7. Una matriz estocástica k × k es una matriz P = (Pij)i,j∈[k] tal
que Pij ≥ 0 ∀i, j ∈ [k] y

∑
j∈[k]

Pij = 1 ∀i ∈ [k]. Un vector π = (π0, . . . , πk−1) tal que∑
i ∈ [k]πi = 1 y πi > 0 ∀i, se llama vector de probabilidad asociado a P si πP = π.

Teorema 1.4. Sean X = [k]Z y T el corrimiento. Sea P una matriz estocástica
k×k con vector de probabilidad asociado π. Entonces existe una única µ ∈MT (X)
llamada medida de Markov tal que

(a) µ(C(m; i)) = πi ∀m ∈ Z, i ∈ [k]
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(b) µ(C(m; i) ∩ C(m+ 1; j)) = πiPij ∀m ∈ Z, i, j ∈ [k]
(c) µ(C(n; in) | C(0; i0, . . . , in−1)) = µ(C(n; in) | C(n− 1; in−1))

Demostración. Sea A0 el álgebra de las uniones finitas disjuntas de cilindros.
Definimos µ : A0 → R mediante

µ(C(m; i0, . . . , il)) = πi0Pi0i1 . . . , Pil−1il

y si A = A,∪ · · · ∪ Ar con A1, . . . , Ar cilindros disjuntos definimos

µ(A) = µ(A) + · · ·+ µ(Ar).

µ es una medida en A0 que se extiende a la σ- álgebra de Borel de X. Es claro
que µ(T−1A) = µ(A) si A ∈ A0 y aśı la extensión es invariante bajo T. �

Teorema de Perron y Frobenius. Sea P una matriz k × k tal que alguna
potencia PN tiene todos sus coeficientes positivos. Entonces P posee un eigenvalor
“dominante” λ tal que

(a) λ > |µ| para todo eigenvalor µ 6= λ de P.
(b) dim ker(P− λI) = 1.
(c) Existe q = (q0, . . . , qk−1) tal que qP = λq y qi > 0 ∀i.

Corolario 1.5. Sea P una matriz estocástica que satisface la hipótesis del teo-
rema de Perron y Frobenius. Entonces

(a) El eigenvalor dominante es 1.
(b) Existe vector de probabilidad π asociado a P.
(c) Si x = (x0, . . . , xk−1) satisface

∑
i∈[k]

xi = 1 entonces

ĺım
n→∞

xPn = π

Demostración. Sea λ el eigenvalor dominante. Sea

Ha = {x = (x0, . . . , xk−1) :
∑
i

xi = a}.

Como ∑
i,j

xiPij =
∑
i

xi
∑
j

Pij =
∑
i

xi ∀x,

se tiene que HaP ⊂ Ha.
Por (b) y (c) del teorema se tiene que existe un único π ∈ H1 tal que πP = λπ.

Entonces = λπ ∈ H1 y aśı λ = 1.
Si x ∈ H1 entonces y = x− π ∈ H0. Aśı,

xPn = πPn + yPn = π + yPn

Como H0Pn ⊂ H0 y ker(P − I) ∩ H0 = {0} tenemos que todos los eigenvalores de
P | H0 tienen módulo < 1 y aśı ĺımn→∞ yPn = 0. �



18 1. TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN MEDIDA

Proposición 1.6. Sean P una matriz estocástica k× k y π un vector de proba-
bilidad asociado. El soporte de la medida de Markov µ asociada es XA donde

Aij =

{
1 si Pij > 0

0 si Pij = 0

Demostración. Sea x ∈ XA. Toda vecindad V de x en X contiene un cilindro
C(i;xi, . . . , xi+m) Entonces

µ(V ) ≥ µ(C(i;xi, . . . , xi+m)) = πiPxixi+1
· Pxi+m−1xi+m > 0

puesto que πi > 0 y Pxjxj+1
> 0 ya que Axjxj+1

= 1.
Reciprocamente si x /∈ XA existe i ∈ Z tal que Axixi+1

= 0. Por lo que Pxixi+1
= 0.

Aśı µ(C(i;xi, xi+1)) = πiPxixi+1
= 0. �

Ejercicio 1.1. Sea X un campo vectorial Cr en un abierto M de Rn. Decimos
que una variedad N ⊂ M de dimensión n − 1 es una sección transversal de X si
∀p ∈ N X(p) /∈ TpN y ∀x ∈ M la órbita {ϕt(x) : t > 0} intersecta N . Sea N una
sección transversal de X de clase Cr.

a) Probar que existe f : N ←↩ difeomorfismo de clase Cr denominado trans-
formación de Poincaré tal que ∀x ∈ N ∃τ(x) > 0 tal que f(x) = ϕτ(x)(x) ∈ N y
ϕt(x) /∈ N para 0 < t < τ(x).

b) Defina ω̃ en N por ω̃p(v1, . . . , vn−1) = det(X(p), v1, . . . , vn−1) donde p ∈
N v1, . . . , vn−1 ∈ TpN. Probar que ω̃ es una forma de volumen en N y que si
div X = 0 entonces f preseva ω̃.

Ejercicio 1.2. Hallar f : R2 \ {0} → R suave para que el campo definido por

X(x, y) = −f(x, y)(x, y)

preserve la medida de Lebesgue.

Ejercicio 1.3.
a) Probar que si f es un difeomorfismo de M y H : M → R es una primera

integral entonces H(y) = H(x) para todo x ∈M , y ∈ ω(x).
b) El conjunto ω ĺımite de un difeomorfismo f : M ←↩ se define como el conjunto

L+(f) =
⋃
x∈M

ω(x). Probar que si un difeomorfismo f : M ←↩ posee una primera

integral L+(f) es no numerable.

Ejercicio 1.4.
a) Probar que para toda forma de volumen C1ω en S1 y todo difeomorfismo

g : S1 ←↩ existe un difeomorfismo f : S1 × R ←↩ que preserva ω y tal que f(p, 0) =
(g(p), 0)∀p ∈ S1.

b) Probar que existen difeomorfismos de variedades compactas que preservan
formas de volumen para los cuales hay subvariedades invariantes compactas tal que
la restricción a estas subvariedades no preservan ninguna forma de volumen.



Caṕıtulo 2

Ergodicidad

1. El teorema ergódico

Teorema ergódico de Birkhoff. Sean (X,A, µ) un espacio de probabilidad
y T : X ←↩ una transformación preservadora de medida. Sea f ∈ L1(X), entonces{

1
n

∑n−1
j=0 f(T jx)

}
converge casi dondequiera a una f̃ ∈ L1(X) y∫

X

fdµ =

∫
X

f̃dµ.

Sean f+(x) = ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T jx), f−(x) = ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f(T jx).

De la igualdad

1

n+ 1

n∑
j=0

f(T jx) =

(
n

n+ 1

)
1

n

n−1∑
j=0

f(T jTx) +
f(x)

n+ 1

tenemos que f+(Tx) = f+(x) y f−(Tx) = f−(x).
Utilizaremos el siguiente lema conocido como Teorema ergódico maximal.

Lema 2.1. Sea f ∈ L1(X) y definamos

E(f) =

{
x : sup

n

n∑
j=0

f(T jx) > 0

}
.

Entonces
∫
E(f)

fdµ ≥ 0

Corolario 2.1. Si A ⊂ E(f), A ∈ A y T−1(A) = A, entonces
∫
A
fdµ ≥ 0.

Demostración. Como T−1(A) = A, E(χAf) = A. Por lo tanto
∫
A
f =

∫
E(χAf)

χAf ≥
0. �

Demostración. del teorema ergódico. Para α ∈ R. Sean

E+
α (f) =

{
x : f+(x) > α

}
, E−α (f) =

{
x : f−(x) < α

}
.

Luego, T−1(E+
α (f)) = E+

α (f), T−1(E−α (f)) = E−α (f) y E+
α (f) = E+

0 (f − α),
E−α = E+

−α(−f).

19
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Afirmamos que si A ⊂ E+
α (f) y T−1A = A, entonces

∫
A
fdµ ≥ αµ(A). En efecto∫

A

fdµ =

∫
A

(f − α)dµ+ αµ(A)

Como A ⊂ E+
α (f) = E+

0 (f − α) ⊂ E(f − α), por el Corolario 2.1∫
A

(f − α)dµ ≥ 0.

Similarmente, si A ⊂ E−β (f) y T−1A = A, entonces
∫
A
fdµ ≤ βµ(A). Por lo tanto,

tomando A = E+
α (f) ∩ E−β (f), para β < α tenemos

αµ(A) ≤
∫
A

fdµ ≤ βµ(A)

y aśı µ(E+
α (f) ∩ E−β (f)) = 0.

Tomando una sucesión {αn} densa en R tenemos

{x : f+(x) > f−(x)} =
⋃

αn>αm

E+
αn(f) ∩ E−αm(f),

de donde µ({x : f+(x) > f−(x)}) = 0.{
1

n

n−1∑
j=0

| f(T jx) |

}
converge casi dondequiera a g y | f̃ |≤ g.

Como T preserva µ,∫
X

1

n

n−1∑
j=0

| f ◦ T j | dµ =
1

n

n−1∑
j=0

∫
X

| f ◦ T j | dµ =

∫
X

| f | dµ.

Por el lema de Fatou
∫
X
gdµ ≤

∫
X
|f | dµ y aśı

∫
X
|f̃ |dµ ≤

∫
X
|f |dµ. Si f ∈

L∞(X),

∥∥∥∥ 1

n

∑n−1
j=0 f ◦ T j

∥∥∥∥
∞
≤ ‖f‖∞. Aśı ‖f̃‖∞ ≤ ‖f‖∞ y

∥∥∥∥∥f̃ − 1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j
∥∥∥∥∥
∞

≤

2‖f‖∞. Por convergencia dominada

ĺım
n→∞

∫
X

∣∣∣∣∣f̃ − 1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ =

∫
X

ĺım
n→∞

∣∣∣∣∣f̃ − 1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ = 0.

En el caso general dado ε > 0, ∃ f0 ∈ L∞(X) tal que
∫
X
|f − f0| dµ ≤ ε y tomamos

N tal que si n ≥ N ∫
X

∣∣∣∣∣f̃0 −
1

n

n−1∑
j=0

f0 ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ ≤ ε
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Entonces∫
X

∣∣∣∣∣f̃ − 1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ ≤

∫
X

∣∣∣f̃ − f̃0

∣∣∣ dµ+

∫
X

∣∣∣∣∣f̃0 −
1

n

n−1∑
j=0

f0 ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ

+

∫
X

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

(f − f0) ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ

Pero
∫
X

∣∣∣f̃ − f̃0

∣∣∣ dµ =
∫
X
|(f − f0)∼| dµ ≤

∫
X
|f − f0| dµ ≤ ε e∫

X

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
j=0

(f − f0) ◦ T j
∣∣∣∣∣ dµ ≤

∫
X

|f − f0| dµ ≤ ε.

Luego
∫
X

∣∣∣∣f̃ − 1

n

∑n−1
j=0 f ◦ T j

∣∣∣∣ dµ ≤ 3ε si n ≥ N . De aqúı,

∫
X

f̃dµ = ĺım
n→∞

∫
X

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j =

∫
X

fdµ

�

Definición 2.1. Sean (X,A, µ) espacio de probabilidad y T : X → X trans-
formación preservadora de medida. Decimos que T es µ- ergódica o que µ es una
medida T -ergódica, si para B ∈ A, T−1B = B ⇒ µ(B) = 0 ó 1. Denotamos

Merg(T ) = {µ ∈MT (X) : µ es T − ergódica}

Lema 2.2. Son equivalentes

(a) T es µ-ergódica.
(b) f ◦ T = f , f ∈ L1(X,A, µ) ⇒ f es constante c.d.
(c) f ◦ T = f , f ∈ L2(X,A, µ) ⇒ f es constante c.d.

Demostración. (a) ⇒ (b). Sean T µ-ergódica y f ∈ L1 tales que f ◦ T = f .
Sin pérdida de generalidad supondremos que f es real.

Para n ∈ N, k ∈ Z sea X(k, n) = f−1[ k
2n
, k+1

2n
[. Para n fija X =

⋃
k∈Z

X(k, n).

Como f ◦ T = f , T−1(X(k, n)) = X(k, n) y entonces µ(X(k, n)) = 0 ó 1.
Aśı, ∃! kn ∈ Z tal que µ(X(kn, n)) = 1. Sean Y =

⋂
n∈N

X(kn, n) y {x̄} =⋂
n∈N

[
kn
2n
, kn+1

2n

]
.

Entonces µ(Y ) = 1 y f(x) = x̄ para todo x ∈ Y .
(b) ⇒ (c). L2(X,A, µ) ⊂ L1(X,A, µ) ya que µ(X) = 1.
(c) ⇒ (a). Si T−1A = A, A ∈ A entonces χA ◦ T = χT−1A = χA. Aśı, χA =

constante c.d. O sea µ(A) = 0 ó 1. �
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Corolario 2.2. Si T es µ-ergódica entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(T ix) =

∫
fdµ

para toda f ∈ L1(X,A, µ).

Demostración. Sea T µ−ergódica y sea f ∈ L1. Sea f̃ dada por el teorema
ergódico. Como f̃ ◦ T = f̃ , f̃ es constante c.d. Aśı f̃ =

∫
f̃dµ =

∫
fdµ c. d. �

Corolario 2.3. Sean (X,A, µ) espacio de probabilidad, T : X ←↩ preservadora
de medida. T es ergódica si y solo si

∀A,B ∈ A ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(A ∩ T−iB) = µ(A)µ(B).

Demostración. (⇒) Sean T ergódica y A,B ∈ A, entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χB ◦ T i = µ(B)

casi dondequiera. Aśı

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(A ∩ T−iB) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

∫
χB ◦ T iχAdµ

= µ(B)

∫
χAdµ = µ(A)µ(B).

(⇐) Si T−1A = A,

µ(A) =
1

n

n−1∑
i=0

µ(A ∩ T−iA)→ µ(A)2.

Aśı µ(A) = 0 ó 1. �

Demostración. del Lema 2.1. Sea

fn(x) = máx

{
0, f(x), f(x) + f(Tx), . . . ,

n−1∑
j=0

f(T jx)

}
.

Como E(f) =
⋃
n∈N{x : fn(x) > 0}, basta demostrar que ∀n ∈ N se tiene

∫
{fn>0} fdµ ≥

0 . Para 0 ≤ m < n

fn(Tx) + f(x) ≥
m∑
j=0

f(T jTx) + f(x) =
m+1∑
j=0

f(T jx).
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Aśı fn(Tx) + f(x) ≥ fn(x) cuando fn(x) > 0. Por lo tanto∫
{fn>0}

fdµ ≥
∫
{fn>0}

fn −
∫
{fn>0}

fn ◦ T

=

∫
X

fn −
∫
{fn>0}

fn ◦ T ≥
∫
X

fn −
∫
X

fn ◦ T = 0

ya que fn = 0 en X \ {fn > 0} y fn ◦ T ≥ 0. �

Definición 2.2. Sea X espacio métrico compacto, T : X → X continua. Dada
µ ∈MT (X), su cuenca B(µ) es el conjunto de los puntos x ∈ X tales que

(2.1) ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

ϕ(f j(x)) =

∫
ϕdµ

para toda ϕ ∈ C(X). Note que la cuenca es un conjunto invariante.

Proposición 2.1. Sean X espacio métrico compacto, T : X → X continua. Si
µ ∈Merg(T ), entonces µ(B(µ)) = 1.

Demostración. Sea {gm : m ∈ N} denso en la bola unitaria de C(X). Por el
teorema ergódico el conjunto Am de los puntos x ∈ X tales que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

gm(T i(x)) =

∫
gmdµ,

tiene µ-medida total. Afirmamos que B(µ) =
⋂
m

Am. Probaremos la igualdad (2.1)

para x ∈
⋂
m

Am y ϕ ∈ C(X) con ‖ϕ‖ = 1. Dado ε > 0 sea m tal que ‖gm − ϕ‖ ≤ ε/3.

Sea N tal que si n ≥ N ∣∣∣ 1
n

n−1∑
i=0

gm(T i(x))−
∫
X

gmdµ
∣∣ ≤ ε

3
.

Si n ≥ N ,

∣∣∣ 1
n

n−1∑
i=0

ϕ(T i(x))−
∫
X

ϕdµ
∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
i=0

|ϕ(T i(x))− gm(T i(x))|

+
∣∣∣ 1
n

n−1∑
i=0

gm(T i(x))−
∫
X

gmdµ
∣∣∣+
∣∣∣∫
X

(gm − ϕ)dµ
∣∣∣ ≤ ε

�
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2. Ejemplos de transformaciones ergódicas

Lema 2.3. Sean X espacio métrico compacto, A la σ-álgebra de Borel y µ medida
de probabilidad en (X,A) tal que µ(U) > 0 para todo abierto no vacio U . Sea

T : X → X continua y ergódica. Entonces la órbita
{
Tm(x) : m ∈ N

}
es densa

para casi todo x ∈ X.

Demostración. Sea
{
Um

}
base numerable para la topoloǵıa de X.

{
Tm(x) :

m ∈ N
}

es densa ⇐⇒ ∀m∃nm conT nmx ∈ Um ⇐⇒

x ∈
⋂
m∈N

⋃
n≥0

T−nUm.

Bm :=
⋃
n≥0

T−nUm es abierto y T−1Bm ⊂ Bm.

Como T es ergódica, µ(Bm) = 0 ó 1. En efecto sea B∗m =
⋂
n≥0

T−nBm, entonces

T−1B∗m = B∗m y µ(B∗m) = ĺımn→∞ T
−n(Bm) = µ(Bm).

Como µ(Bm) ≥ µ(Um) > 0, µ(Bm) = 1 y aśı Bm es denso.
Por inducción Ak =

⋂
m≥k

Bm es abierto no vaćıo y T−1(Ak) ⊂ Ak. Aśı µ(Ak) = 1

y

µ
(⋂
m∈N

Bm

)
= ĺım

k→∞
µ(Ak) = 1.

�

Proposición 2.2. Consideremos la rotación Rα : Tn ←↩ definida por Ra(x +
Zn) = x+ a+ Zn. Son equivalentes

(a) Ra es ergódica
(b) La órbita {Rm

a (Zn) : m ∈ N} es densa.
(c) ∀k ∈ Zn \ {0} 〈k, a〉 /∈ Z.

Demostración. Utilizaremos series de Fourier.
Para k ∈ Zn definimos ϕk : Tn → S1 mediante ϕk(x + Zn) = exp(2πi〈k, x〉).

Entonces

ϕk ◦Ra = exp(2πi 〈k, a〉)ϕk
(a) ⇒ (b) es consecuencia del lema 2.3
(b) ⇒ (c). Si 〈k, a〉 ∈ Z, entonces ϕk ◦ Rm

a (Zn) = exp(2mπi〈k, a〉) = 1 ∀m ∈ N.
Como ϕk es continua y {Rm

a (Zn) : m ∈ N} es densa, ϕk ≡ 1 y aśı k = 0.
(c) ⇒ (a). Sea f ∈ L2(Tn) entonces f =

∑
k∈Zn

bkϕk.

Si f ◦ Ra = f entonces bk = exp(2πi〈k, a〉)bk ∀k ∈ Zn. Si bk 6= 0 entonces
〈k, a〉 ∈ Z, luego k = 0 y aśı f es constante. �
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Proposición 2.3. Sea A ∈ GL(n,Z) y sea Ã : Tn ←↩ la transformación inducida
(Ejemplo 1.6). Ã es ergódica ⇐⇒ ninguno de los eigenvalores de A es ráız de la
unidad

Demostración. Sea ϕk : Tn → S1 como en la Proposición 2.2. Entonces

ϕk ◦ Ã(x+ Zn) = ϕk(Ax+ Zn) = exp(2πi〈k,Ax〉)
= exp(2πi〈Atk, x〉) = ϕAtk(x+ Zn)

(⇒). Supongamos que A tiene un eigenvalor ráız m-ésima de la unidad. Entonces Am

tiene a 1 como eigenvalor. Como Am(Qn) ⊂ Qn. ∃q ∈ Qn − {0} tal que qtAm = qt

y aśı ∃k ∈ Zn − {0} tal que ktAm = kt y luego ϕk ◦ Ãm = ϕk. Por lo tanto
f =

∑m−1
i=0 ϕk ◦ Ãi satisface f ◦ Ã = f y aśı Ã no es ergódica.

(⇐). Sea f ∈ L2(Tn), f =
∑
k∈Z

bkϕk tal que f ◦ Ã = f Entonces bAtk = bk

∀k ∈ Zn. Como ninguno de los eigenvalores es ráız de la unidad, si k 6= 0, todos los
elementos de la sucesión {(At)mk : m ∈ N} son distintos y aśı ‖f‖2 =

∑
r∈Zn
|br|2 ≥∑

m∈N

∣∣b(At)mk

∣∣2 =
∑
m∈N
|bk|2 por lo tanto bk = 0 y aśı f es constante. �

Proposición 2.4. El corrimiento T : X ←↩ con vector de probabilidad (p0, . . . , pk−1)
es ergódico.

Demostración. La siguiente propiedad se verifica facilmente:
Si A1, A2 ⊂ X son uniones finitas de cilindros existe m0 ∈ N tal que si m ≥ m0,

entonces µ(T−m(A1) ∩ A2) = µ(A1)µ(A2).
Sea A ∈ A tal que T−1A = A. Dada ε > 0 ∃A0 unión finita disjunta de cilindros

tal que µ(A04A) ≤ ε. Para algún m

µ(T−m(Ac0) ∩ A0) = µ(A0)µ(Ac0)

µ(T−m(A0) ∩ Ac0) = µ(A0)µ(Ac0).

Como

µ(T−m(A0)4A0) ≤ µ(T−mA04T−mA) + µ(T−mA4A)

+ µ(A4A0) = 2µ(A4A0) ≤ 2ε

y

µ(T−m(A0)4A0) = µ(T−mA0 ∩ Ac0) + µ(T−mAc0 ∩ A0)

= 2µ(A0)µ(Ac0) = 2µ(A0)(1− µ(A0)),

se tiene que µ(A0)(1− µ(A0)) ≤ ε. Como |µ(A)− µ(A0)| ≤ ε,

µ(A)(1− µ(A)) ≤ (µ(A0) + ε)(1− µ(A0) + ε) ≤ 3ε

Como ε > 0 es arbitrario, µ(A)(1− µ(A)) = 0 o sea µ(A) = 0 ó 1. �
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Lema 2.4. Sea P una matriz estocástica con vector de probabilidad asociado π.
Entonces

(2.2) K = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

Pi

existe, K es estocástica y KP = PK = K = K2.

Demostración. Sea σ : X ←↩ el corrimiento y sea µ la medida de Markov
asociada a (P,π). Sea χj la función caracteŕıstica de C(0; j). Por el teorema ergódico

χ̃j = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

χj ◦ σi

existe c. d.. Multiplicando por χl y usando el teorema de la convergencia dominada∫
χlχ̃jdµ =

1

n

n−1∑
i=0

∫
χl χj ◦ σidµ = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(C(0; l) ∩ C(i; j)).

Pero

µ(C(0; l) ∩ C(i; j)) =
∑

a1,...,ai−1

πlPla1 · · ·Pai−1j = πlP
i
lj.

Aśı

1

n

n−1∑
i=0

P i
lj → Klj :=

1

πl

∫
χl χ̃jdµ.

Sea K = [Klj], como cada Pi es estocástica se tiene que K es estocástica. De la
definición de K es claro que KP = PK = K y aśı KPi = K ∀i ≥ 0, de donde
K2 = K. �

Definición 2.3. P matriz estocástica k × k se llama irreducible si

∀i, j ∈ [k]∃n ∈ N tal queP n
ij > 0.

Teorema 2.4. Sean P,π como en el lema 2.4 y K la matriz dada por (2.2). Sea
µ la medida de Markov asociada. Son equivalentes

(1) El corrimiento σ es ergódico.
(2) Todos los renglones de K son iguales.
(3) P es irreducible.
(4) 1 es un eigenvalor simple de K.

Demostración. (1) ⇒ (2). Como en la prueba del lema 2.4

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(C(0; l) ∩ C(i; j)) = πlKlj.
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Como σ es ergódico

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(C(0; l) ∩ C(i; j)) = πlπj.

Aśı Klj = πj.
(2)⇒ (3). Supongamos que todos los renglones de K son iguales a (q0, . . . , qk−1).

Como πK = π se tiene que
∑
j∈[k]

πjqi = πi ∀i ∈ [k] o sea qi = πi > 0. Si existieran

i, j ∈ [k] tales que P n
ij = 0 ∀n ∈ N entonces tendŕıamos qj = 0.

(3) ⇒ (2). Sea Ai = {j ∈ [k] : Kij > 0}. Como K es estocástica, Ai 6= ∅. Sean
l ∈ Ai, j ∈ [k] y sea n ∈ N tal que P n

lj > 0. Como K = KPn,

Kij =
∑
r∈[k]

KirP
n
rj ≥ KilP

n
lj > 0,

o sea j ∈ Ai. Aśı Kij > 0 ∀i, j ∈ [k].
Fijo j ∈ [k] sea qj= max {Kij : i ∈ [k]}. Como K2 = K, ∀l ∈ [k].

Klj =
∑
i∈[k]

KliKij.

Si Kij < qj para algún i ∈ [k] entonces

Klj <
∑
i∈[k]

Kliqj = qj ∀l ∈ [k].

Por lo tanto Kij = qj ∀i ∈ [k].
(2) ⇒ (1). Para demostrar que σ es ergódica es suficiente demostrar que si

A = C(j; i0, . . . , is) B = C(l; r0, . . . , rm) se tiene

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(A ∩ σ−iB) = µ(A)µ(B).

Para i > j + s− l,

µ(A ∩ σ−iB) = πi0Pi0i1 · · ·Pis−1isP
i+l−(j+s)
isr0

Pr0r1 · · ·Prm−1rm .

como (2) ⇒ Kij = πj, tenemos que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

µ(A ∩ σ−iB)

= πi0Pi0i1 · · · pis−1isπr0Pr0r1 · · ·Prm−1rm = µ(A)µ(B)

(2) ⇒ (4). Kij = πj. Si Kα = α entonces

αi =
∑
j

Kijαj =
∑
j

πjαj ∀i ∈ [k]



28 2. ERGODICIDAD

o sea que α es multiplo del vector

 1
...
1

.

(4) ⇒ (2). Ya que KK = K cada columna de K es un eigenvector para el eigen-
valor 1. Como además K es estocástica, cada columna es un multiplo del eigenvector 1

...
1

. O sea que todos los renglones de K son iguales. �

3. Aplicaciones del teorema ergódico

Tomando f = χB para B ∈ A en el corolario 2.2 tenemos que si T : X ←↩ es
ergódica entonces para casi todo x ∈ X

τB(x) = ĺım
n→∞

1

n
#
{

0 ≤ i ≤ n− 1 : T ix ∈ B
}

= µ(B)

Ejemplo 2.1. Considere el primer d́ıgito de los números de la sucesión 2n :
1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, . . .. Aparece el d́ıgito 7 ? Que d́ıgito aparece más fre-
cuentemente, 7 u 8? Con cuánta más frecuencia?

El primer d́ıgito de 2n es m, precisamente cuando

m 10k ≤ 2n < (m+ 1)10k, k ∈ N.

Tomando logaritmo de base 10

k + logm ≤ n log 2 < k + log(m+ 1),

o sea

n log 2 ∈ (logm, log(m+ 1)) mód 1.

Por la proposición 2.2 la rotación R : S1 ←↩ por un ángulo 2π log 2, es ergódica y aśı

ĺım
n→∞

1

n
#{0 ≤ k < n : x+ k log 2 ∈ (a, b) mód 1} = b− a

para casi todo x ∈ [0, 1]

Ejemplo 2.2. Para casi todo x ∈ [0, 1] (con respecto a la medida de Lebesgue)

el número promedio de ceros en la expansión decimal x = 0.x1x2 · · · es
1

10
.

En efecto, consideremos T : S1 ←↩, T (z) = z10. De acuerdo a la Proposición 2.3,

T es ergódica. Sea B =
{
e2πix : x ∈ [0,

1

10
)
}

, entonces xj = 0 ⇐⇒ T j(e2πix) ∈ B y

µ(B) =
1

10
.
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Ejemplo 2.3. Sea T : [0, 1)←↩ la transformación de Gauss

T (x) =

0 si x = 0
1

x
−
[

1

x

]
si x 6= 0

Si x 6= 0, n ∈ N, definamos an(x) =
[ 1

T n−1(x)

]
y aśı an(x) = k ⇐⇒ T n−1(x) ∈

Ik =
]

1
k+1

, 1
k

]
. Tenemos que

1

T n−1(x)
= an(x) + T n(x) y

x =
1

a1(x) +
1

. . .
an(x) + T n(x)

.

Sea
pn(x)

qn(x)
:= [a1(x), . . . , an(x)] :=

1

a1(x) +
1

. . .

an−1(x) +
1

an(x)

con pn(x), qn(x) primos relativos.

pn(x)

qn(x)
= [a1(x), . . . , an(x)] =

1

a1(x) + [a2(x), . . . , an(x)]

=
1

a1(x) + pn−1(Tx)/qn−1(Tx)
=

qn−1(Tx)

a1(x)qn−1(Tx) + pn−1(Tx)
.

Las fracciones de la izquierda y la derecha no se pueden simplificar, aśı pn(x) =
qn−1(Tx). Entonces

pn(x)

qn(x)
· pn−1(Tx)

qn−1(Tx)
· · · p1(T n−1x)

q1(T n−1x)
=

1

qn(x)
,

de donde

− 1

n
log qn(x) =

1

n

n−1∑
i=0

log

(
pn−i(T

ix)

qn−i(T ix)

)
.

Poniendo p0(x) = 0, q0(x) = 1, se demuestra por inducción que para n ≥ 2

pn(x) = an(x)pn−1(x) + pn−2(x)(2.3)

qn(x) = an(x)qn−1(x) + qn−2(x),(2.4)
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lo que implica que las sucesiones {pn} y {qn} son crecientes. Hagamos el paso in-
ductivo

pn+1(x) = qn(Tx) = an(Tx)qn−1(Tx) + qn−2(Tx)

= an+1(x)pn(x) + pn−1(x)

qn+1(x) = a1(x)qn(Tx) + pn(Tx) = a1(x)(an+1(x)qn−1(Tx) + qn−2(Tx))

+ an+1(x)pn−1(Tx) + pn−2(Tx) = an−1(x)qn(x) + qn−1(x).

Tenemos que

x =
pn(x) + T n(x)pn−1(x)

qn(x) + T n(x)qn−1(x)
.

En efecto, para n = 1 esto es claro y para el paso inductivo tenemos

x =
pn−1(x) + T n−1(x)pn−2(x)

qn−1(x) + T n−1(x)qn−2(x)
=
pn−1(x) + pn−2(x)

an(x)+Tn(x)

qn−1(x) + qn−2(x)
an(x)+Tn(x)

=
pn−1(x)(an(x) + T n(x)) + pn−2(x)

qn−1(x)(an(x) + T n(x)) + qn−2(x)
=
pn(x) + T n(x)pn−1(x)

qn(x) + T n(x)qn−1(x)
.

Utilizando (2.3) se demuestra por inducción que pn ≥ 2(n−2)/2 y qn ≥ 2(n−1)/2 para
n ≥ 2 y que

(2.5) pn−1(x)qn(x)− pn(x)qn−1(x) = (−1)n n ≥ 1

Como

(2.6)
pn+1

qn+1

− pn
qn

=
qnpn−1 − pnqn−1

qn+1qn
=
qn−1

qn+1

(
pn−1

qn−1

− pn
qn

)
,

qn+1 > qn−1 y p1/q1 > p2/q2 se tiene que {p2n/q2n} es creciente y {p2n−1/q2n−1} es
decreciente.

Proposición 2.5. La transformación de Gauss T es µ-ergódica para µ definida
en los borelianos por

µ(A) =
1

log 2

∫
A

dx

1 + x
.

Demostración. Denotando por λ a la medida de Lebesgue tenemos

1

2 log 2
λ(A) ≤ µ(A) ≤ 1

log 2
λ(A).

Para n ∈ N definamos la partición formada por los intervalos

Jk1,...,kn :=
n⋂
i=1

T−iIki = {x ∈ (0, 1] : ai(x) = ki, i = 1, . . . , n}, k1, . . . , kn ∈ N.
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Para x ∈ Jk1,...,kn tenemos que pi, qi, i = 1, . . . , n son constantes y una biyección
ψk1,...,kn : [0, 1[→ Jk1,...,kn dada por

ψk1,...,kn(t) =
pn + tpn−1

qn + tqn−1

.

Por lo tanto

Jk1,...,kn =
[pn + pn−1

qn + qn−1

,
pn
qn

[
n par,

Jk1,...,kn =
]pn
qn
,
pn + pn−1

qn + qn−1

]
n impar

λ(Jk1,...,kn) = 1/(qn(qn + qn−1))

Para una medida ν consideremos la medida condicional

ν(A|B) =
ν(A ∩B)

ν(B)

Tomemos Jn un intervalo de la forma Jk1,...,kn

λ({x : y < T n(x) < z}|Jn) =
ψ(z)− ψ(y)

ψ(1)− ψ(0)

Como

ψ(z)− ψ(y) = (y − z)
pn−1qn − pnqn−1

(qn + yqn−1)(qn + zqn−1)
=

(−1)n(y − z)

(qn + yqn−1)(qn + zqn−1)
,

tenemos

λ(T−n[y, z[|Jn) =
(z − y)qn(qn + qn−1)

(qn + yqn−1)(qn + zqn−1)
,

y aśı
1

2
(z − y) ≤ λ(T−n[y, z[|Jn) ≤ 2(z − y).

Ya que los intervalos [y, z[ generan la σ-álgebra de Borel, tenemos que

1

2
λ(A) ≤ λ(T−nA|Jn) ≤ 2λ(A)

para cualquier boreliano A y por consiguiente

1

4
µ(A) ≤ µ(T−nA|Jn) ≤ 2µ(A).

Sea A boreliano tal que T−1A = A con µ(A) > 0, entonces 1
4
µ(A) ≤ µ(A|Jn),

ó equivalentemente, 1
4
µ(Jn) ≤ µ(Jn|A). Como los intervalos Jn generan la σ-algebra

de Borel, tenemos que 1
4
µ(B) ≤ µ(B|A) para todo boreliano B. Escogiendo B =

[0, 1]− A obtenemos que µ(A) = 1. �
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Corolario 2.5. Para casi todo x (respecto a la medida de Lebesgue)

ĺım
n→∞

n
√
a1(x) · · · an(x) =

∞∏
k=1

(
1 +

1

k2 + 2k

)log k/ log 2

(2.7)

ĺım
n→∞

log qn(x)

n
=

π2

12 log 2
(2.8)

Demostración. 2.7 Sea f :]0, 1[→ R definida por f(x) = log k para x ∈ Ik

1

n

n∑
i=1

log ai =
1

n

n−1∑
i=0

f(T ix)

converge a

1

log 2

∫ 1

0

f(x)dx

1 + x
=
∞∑
k=1

log k

log 2
log

(
1 + 1

k

1 + 1
k+1

)
.

2.8. Utilizando (2.6) se sigue fácilmente por inducción que∣∣∣∣pnqn − pn−1

qn−1

∣∣∣∣ ≤ 1

qn−1qn
.

Similarmente se prueba por inducción que

p2n(x)

q2n(x)
< x <

p2n−1(x)

q2n−1(x)

y luego ∣∣∣∣xqn(x)

pn(x)
− 1

∣∣∣∣ =
qn(x)

pn(x)

∣∣∣∣x− pn(x)

qn(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

pn(x)qn+1(x)
≤ 21−n,∣∣∣∣ pn(x)

xqn(x)
− 1

∣∣∣∣ =
pn(x)

qn(x)

∣∣∣∣1x − qn(x)

pn(x)

∣∣∣∣ ≤ 1

qn(x)pn+1(x)
≤ 21−n,

de donde
n−1∑
i=0

∣∣∣∣log

(
pn−i(T

ix)

qn−1(T ix)

)
− log

(
T ix
)∣∣∣∣ =

n−1∑
i=0

∣∣∣∣log
(T ix)qn−i(T

ix)

pn−i(T ix)

∣∣∣∣
≤

∑
n−i par

∣∣∣∣(T ix)qn−i(T
ix)

pn−i(T ix)
− 1

∣∣∣∣+
∑

n−i impar

∣∣∣∣ pn−i(T
ix)

(T ix)qn−i(T ix)
− 1

∣∣∣∣
≤

n−1∑
i=0

21+i−n ≤ 2.

Por lo tanto

ĺım
n→∞

log qn(x)

n
= ĺım

n→∞

−1

n

n−1∑
i=0

log(T ix) =
−1

log 2

∫ 1

0

log x

1 + x
dx =

π2

12 log 2
.
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�

4. Descomposición en medidas ergódicas

Dado un subconjunto convexo C de un espacio vectorial topológico V definimos
el conjunto de puntos extremos de C como

Ext(C) = {u ∈ V : u = (1− α)x+ αy, α ∈ [0, 1], x 6= y ⇒ α = 0, 1}
Si C 6= ∅, Ext(C) 6= ∅.

Lema 2.5. Los puntos extremos de MT (X) son las medidas T -ergódicas. Dos
medidas ergódicas T -distintas son mutuamente singulares.

Demostración. Sea µ punto extremo de MT (X) y supongamos que ∃A ∈ A
tal que T−1A = A y µ(A) 6= 0, 1. Definamos µA, µAc mediante

µA(B) =
µ(B ∩ A)

µ(A)
, µAc(B) =

µ(B \ A)

1− µ(A)
,

entonces µA, µAc ∈MT (X) y µ = µ(A)µA + (1− µ(A))µAc . Contradiciendo el hecho
que µ es punto extremo.

Reciprocamente supongamos que µ es ergódica y µ = (1 − α)µ1 + αµ2 con
0 < α < 1 µi ∈ MT (X). Entonces µ(A) = 0 ⇒ µi(A) = 0, es decir µi � µ y
aśı ∃fi ∈ L1(X,A, µ) tal que fi ≥ 0 y µi(A) =

∫
A
fidµ como T preserva µ y µi se

tiene que fi ◦ T = fi. Como µ es ergódica fi es constante y aśı µi = µ.
Sean µ1, µ2 medidas T -ergodicas distintas y sea A ∈ A tal que µ1(A) 6= µ2(A).

Definiendo

τA(x) = ĺım
n→∞

1

n
#
{

0 ≤ i ≤ n− 1 : T ix ∈ A
}
,

Ai = {x ∈ X : τA(x) = µi(A)},
tenemos que A1, A2 son ajenos y µ1(A2) = µ2(A1) = 0. �

Proposición 2.6. Dadas J ⊂ A σ-álgebra y f ∈ L1(X,A,m), existe Em(f |
J ) ∈ L1(X,J ,m | J ) llamada esperanza condicional tal que

(i)
∫
A
fdm =

∫
A
Em(f | J )dm∀A ∈ J

(ii) Em(1 | J ) = 1
(iii) Em(χA | J ) = χA ∀A ∈ J

Demostración. Consideremos la medida definida en J por

µf (A) =

∫
A

fdm.

Entonces µf � m | J y aśı por el Teorema de Radon-Nicodym existe Em(f | J ) ∈
L1(X,J ,m | J ) que satisface (i). �
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Cuando J es una suálgebra finita, sus átomos definen una partición finita Q y
tenemos

Eµ(f | J ) =
∑
q∈Q

1

µ(Q)
(

∫
Q

fdµ)χQ

Teorema 2.6. Sea m ∈MT (X), existe una probabilidad µm en MT (X) tal que

µm(Merg(T )) = 1.∫
X

fdm =

∫
Merg(T )

(∫
X

fdν

)
dµm(ν).

Demostración. Sea J = {A ∈ X | T−1A = A} la σ-álgebra T -invariante. Pa-
ra m -casi todo x ∈ X definimos mx en (X,A) mediante mx(A) = Em(χA | J )(x).
mx es una probabilidad ergódica, en efecto sea A ∈ J , entonces

mx(A) = Em(χA | J )(x) = χA(x) =

{
0 si x /∈ A
1 si x ∈ A

.

Además ∫
X

fdm =

∫
X

Em(f | J )(x)dm =

∫
X

(∫
X

fdmx

)
dm.

Resta interpretar m como una medida en MT (X) soportada en Merg. De hecho
podemos definir un encaje h : X → MT (X) mediante h(x) = mx y definir µm en la
σ-álgebra B := {N ⊂MT (X) : h−1(N ) ∈ A} mediante µm(N ) = m(h−1(N )). �

5. Transformaciones mezcladoras

Definición 2.4. Sean (X,A, µ) espacio de probabilidad, T : X ←↩ preservadora
de medida. Decimos que T es mezcladora si ∀A,B ∈ A

ĺım
n→∞

µ(A ∩ T−nB) = µ(A)µ(B).

Observación 2.1. Las transformaciones mezcladoras son ergódicas porque si
T−1A = A, entonces µ(Ac)µ(A) = ĺımn→∞ µ(Ac ∩ T−nA) = µ(Ac ∩ A) = 0.

Proposición 2.7. Sean X espacio topológico y µ probabilidad sobre los borelia-
nos tal que µ(U) > 0 ∀U abierto no vaćıo. Supongamos que T : X ←↩ preserva µ y
es mezcladora. Entonces T es topológicamente mezcladora.

Demostración. Sean U, V abiertos no vaćıos, entonces

ĺım
n→∞

µ(T−nU ∩ V ) = µ(U)µ(V ) > 0.

Aśı que existe N tal que µ(T−nU ∩ V ) > 0 para n > N . Por lo tanto T−nU ∩ V 6= ∅
para n > N. �

Observación 2.2. Si (X,A, µ) es espacio de probabilidad y T : X ←↩ preserva
µ tenemos un operador UT : L2(X,A, µ)←↩ definido por UT (f) = f ◦ T .
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Proposición 2.8. Sea (X,A, µ) espacio de probabilidad, la transformación pre-
servadora de medida T : X ←↩ es mezcladora si y solo si ∀f, g ∈ L2(X,A, µ)

(2.9) ĺım
n→∞

〈Un
T f, g〉 = 〈f, 1〉 〈1, g〉

Demostración. Si UT satisface la igualdad (2.9),

ĺım
n→∞

µ(A ∩ T−nB) = ĺım
n→∞

〈Un
TχB, χA〉 = 〈χB, 1〉 = µ(B)µ(A)

Reciprocamente si T es mezcladora se tiene que (2.9) se satisface cuando f, g son
funciones caracter’ısticas. De la bilinealidad de la igualdad (2.9) se tiene que vale
para funciones simples Dadas f, g ∈ L2 y ε > 0 ∃ f0, g0 funciones simples tales que
‖f − f0‖2 , ‖g − g0‖2 < ε y aśı ‖g0‖2 < ‖g‖2 + ε

〈Un
T f, g〉 = 〈Un

T (f − f0), g0〉+
〈
UT
n f0,g0

〉
+
〈
UT
n f, g − g0

〉
〈f, 1〉 〈1, g〉 = 〈f − f0, 1〉 〈1, g0〉+ 〈f0, 1〉 〈1, g0〉+ 〈f, 1〉 〈1, g − g0〉 .

Aśı

|〈Un
T f, g〉 − 〈f, 1〉 〈1, g〉|
≤
∣∣〈UT

n f0, g0

〉
− 〈f0, 1〉 〈1, g0〉

∣∣+ 2 ‖f − f0‖2 ‖g0‖2 + 2 ‖f‖2 ‖g − g0‖2

< ε(1 + 2 ‖g‖2 + 2ε+ 2 ‖f‖2)

si n es suficientemente grande. �

Proposición 2.9. Sea P matriz estocástica k × k con vector de probabilidad π
y sea µ la medida de Markov asociada. Son equivalentes.

(1) El corrimiento σ es mezclador.
(2) ∃n > 0 tal que P n

ij > 0 ∀i, j ∈ [k]
(3) ĺımn→∞ P

n
ij = πj

Demostración. (1) ⇒ (3).

µ(C(0; i) ∩ σ−nC(0; j)) = πiP
n
ij → µ(C(0; i))µ(C(0; j)) = πiπj.

(3) ⇒ (2). Como πj > 0 ∀j ∈ [k], ∃N 3 P n
ij > 0∀i, j ∈ [k], n > N.

(3) ⇒ (1). Para demostrar que σ es mezcladora es suficiente demostrar que si
A = C(j; i0, · · · , is), B = C(l; r0, . . . , rm) entonces

ĺım
n→∞

µ(A ∩ σ−nB) = µ(A)µ(B).

Para n > j + s− l se tiene

µ(A ∩ σ−nB) = µ(A)P
n+l−(j+s)
isr0

µ(B)

πr0

que por (3) converge a µ(A)µ(B).
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(2) ⇒ (3). Por el Corolario 1.5, si {ej : j ∈ [k]} es la base canónica de Rk,
ĺımn→∞ ejPn = π. Pero ejPn es el j-ésimo renglon de Pn. �

Proposición 2.10. Sean A matriz n×n con coeficientes enteros y Ã : Tn ←↩ la
transformación inducida. Entonces Ã es ergódica si y solo si es mezcladora.

Demostración. De acuerdo a la observación 2.1, toda transformación mezcla-
dora es ergódica.

Si Ã es ergódica y k ∈ Z\{0}, todos los elementos de la sucesión {ktAm}m∈N son
distintos entre si. Por lo tanto si l ∈ Zn, y m es suficientemente grande ktAm 6= l y
aśı
〈
Um
Ã
ϕk, ϕl

〉
=
〈
ϕ(Am)tk, ϕl

〉
= 0 y 〈ϕk, 1〉 〈1, ϕl〉 = 0.

También
〈
Um
Ã

1, ϕl
〉

= 〈1, ϕl〉 = 〈1, 1〉 〈1, ϕl〉.
Por lo tanto, si f y g son combinaciones lineales (finitas) de {ϕk : k ∈ Zn},〈

Um
Ã
f, g
〉

= 〈f, 1〉 〈1, g〉 si m es suficientemente grande. Como dichas combinaciones

lineales forman un conjunto denso en L2(Tn), tenemos que ∀f, g ∈ L2(Tn),

ĺım
m→∞

〈
Um
Ã
f, g
〉

= 〈f, 1〉 〈1, g〉 ,

y aśı Ã es mezcladora. �

Ejercicio 2.1. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad y sea T : X ←↩ una
transformación preservadora de medida.

a) Probar que ∀A ∈ A con µ(A) > 0, ∃A0 ∈ A tal que A0 ⊂ A, µ(A0) > 0 y
∀x ∈ A0, τA(x) ≥ µ(A).

Sugerencia: Sea A1 = {x : τA(x) ≥ µ(A)}. Probar que µ(A1) > 0 y que
A1 =

⋃
n≥0 T

−n(A1 ∩ A).
b) Probar que τA(x) > 0 para casi todo x ∈ A.
c) Si X es un espacio métrico separable y A es la σ -álgebra de Borel probar que

para casi todo x ∈ X se tiene que τU(x) > 0 para toda vecindad U de x.

Ejercicio 2.2. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad y sea T : X ←↩ una
transformación preservadora de medida.

a) Probar que si f : X → (0,∞) es medible entonces para casi todo x ∈ X

ĺım inf
n→∞

1

n
f(T n(x)) = 0.

Sugerencia: Si la propiedad es falsa existen A ∈ A, K1, K2 > 0 tales que µ(A) > 0
y si x ∈ A

ĺım inf
n→∞

1

n
f(T n(x)) ≥ K1, f(x) ≤ K2.

Aplicando el teorema de Poincaré obtener una contradicción entre las dos desigual-
dades.

b) Si f : X → (0,∞) es medible y f ◦ T − f es integrable probar que

ĺım
n→∞

1

n
f(T n(x)) = 0
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Sugerencia: Aplicar el teorema ergódico a f ◦ T − f .

Ejercicio 2.3. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad y sea T : X ←↩ una
transformación preservadora de medida. Decimos que T es debilmente mezcladora
si para todo A,B ∈ A

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

|µ(A ∩ T−jB)− µ(A)µ(B)| = 0

a) Probar que si T es debilmente mezcladora, entonces es ergódica y que si T es
mezcladora entonces es debilmente mezcladora.

b) Probar que si T es debilmente mezcladora entonces T n también lo es.
c) Probar que el producto cartesiano de una transformación ergódica y una

debilmente mezcladora es ergódica.
d) Sea Rα la rotación del c’ırculo por el ángulo α. Demostrar que Rα×Rα no es

ergódica y por lo tanto Rα no es debilmente mezcladora.
c) Probar que si T × T es ergódica entonces T es debilmente mezcladora.
e) Probar que el producto cartesiano de dos transformaciones debilmente mez-

cladoras es debilmente mezcladora.
f) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si para toda f ∈ L2

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|〈U i
Tf, f〉 − |〈f, 1〉|2| = 0.

g) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si el único eigenvalor de UT
es 1.

Ejercicio 2.4. Sea A matriz n× n con coeficientes enteros y detA 6= 0. Sea Ã
la transformación inducida en Tn = Rn/Zn. Sea π : Rn → Tn la proyección natural.
Considere la rotación Rπ(a), a ∈ Rn. Sea T = Rπ(a) ◦ Ã.

a) Probar que T es ergódica si y solo si

∀k ∈ Zn − {0},m ∈ N kAm = k ⇒ m〈k, a〉 /∈ Z
b) Probar que son equivalentes
(i) T es mezcladora
(ii) T es debilmente mezcladora
(iii) Ã es ergódica.
Sugerencias: Recuerde la prueba de (iii) ⇒ Ã es mezcladora. Para (ii) ⇒ (iii)

suponga que Ã no es ergódica y utilice el ejercicio 2.3f) para probar que T no es
debilmente mezcladora.





Caṕıtulo 3

Entroṕıa

1. Entroṕıa con respecto a una medida

Definiciones 3.1. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad.

(a) Decimos que A ⊂ B mod (0), si µ(A \B) = 0.
(b) Una partición de (X,A, µ) es una familia P ⊂ A de conjuntos de medida

positiva tales que X =
⋃
P mod(0) y µ(A ∩B) = 0 si A,B ∈ P , A 6= B. En

tal caso P es una familia contable. Los elementos de P se llaman átomos.
(c) Si P y Q son particiones decimos que Q es un refinamiento de P lo que

denotamos P ≺ Q si todo átomo de Q esta contenido en un átomo de P
mod (0). Esto implica que todo átomo de P es la unión de átomos de Q mod
(0).

Definiciones 3.2. Sean P ,Q particiones finitas del espacio de probabilidad
(X,A, µ). Sea φ(x) = x log x si 0 < x ≤ 1, φ(0) = 0.

(a) Definimos la entroṕı a de P como

H(P) = Hµ(P) = −
∑
P∈P

φ(µ(P ))

(b) Definimos la entroṕı a condicional de P dado Q como

Hµ(P | Q) = −
∑

P∈P,Q∈Q

µ(Q)φ

(
µ(P ∩Q)

µ(Q)

)
.

Observaciones 3.1.

(a) φ es convexa y φ(x) < 0 si 0 < x < 1.
(b) Si 11 es la partición trivial {X} entonces H(P | 11) = H(P)
(c) Una definición más general se obtiene considerando una sub σ-álgebra J de A.

Se introduce la información condicional de P dada J

Iµ(P | J ) = −
∑
P∈P

χP logEµ(χP | J )

y se define la entrop’ıa condicional de P dada J como

Hµ(P | J ) =

∫
Iµ(P | J )dµ =

∫
−
∑
P∈P

φ ◦ Eµ(χP | J )dµ.

39
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Para verificar la segunda igualdad observamos primero que para cualquier A ∈ J se
tiene ∫

χPχAdµ =

∫
Eµ(χP | J )χAdµ,

de donde se sigue de que para cualquier f ∈ L1(X,J , µ)∫
χPf =

∫
Eµ(χP | J )fdµ.

Tomando J = J (Q) la σ-álgebra generada por Q, tenemos

Eµ(χP | J ) =
∑
q∈Q

µ(P ∩Q)

µ(Q)
χQ,

φ ◦ Eµ(χP | J ) =
∑
q∈Q

φ
(µ(P ∩Q)

µ(Q)

)
χQ,

Hµ(P | J ) = Hµ(P | Q)

Observación 3.2. De la convexidad de φ se demuestra por inducción que

(3.1)
∑
i

αi = 1, xi ∈ [0, 1]⇒ φ
(∑

i

αixi

)
≤
∑
i

αiφ(xi)

Sea P = {P1, . . . , Pk} una partición, poniendo αi = 1/k tenemos

−1

k
log k = φ(

1

k
) = φ

( k∑
i=1

1

k
µ(Pi)

)
≤ 1

k

∑
i=1

φ(µ(Pi)) =
1

k
Hµ(P)

y aśı Hµ(P) ≤ k.

Proposición 3.1. Sean P ,Q,M particiones de (X,A, µ). Denotamos por P∨Q
la partición cuyos átomos son los conjuntos P ∩Q con medida positiva y P ∈ P , Q ∈
Q. Entonces

(a) H(P ∨Q | M) = H(P | M) +H(Q | M∨ P)
(b) Si P ≺ Q ,H(M | P) ≥ H(M | Q) y H(P | M) ≤ H(Q | M)
(c) H(Q) ≤ H(P) +H(Q | P)
(d) H(P ∨Q | M) ≤ H(P | M) +H(Q | M)
(e) Si T : X ←↩ preserva µ entonces H(T−1P | T−1Q) = H(P | Q)
(f) H(P | Q) = 0⇔ P ≺ Q
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Demostración. (a)

H(P ∨Q | M) =−
∑
P,Q,M

µ(P ∩Q ∩M) log
µ(P ∩Q ∩M)

µ(M)

=−
∑
P,Q,M

µ(P ∩Q ∩M) log
µ(P ∩Q ∩M)

µ(P ∩M)

−
∑
P,Q,M

µ(P ∩Q ∩M) log
µ(P ∩M)

µ(M)

=H(Q | P ∨M)−
∑
P,M

µ(P ∩M) log
µ(P ∩M)

µ(M)

=H(Q | P ∨M) +H(P | M)

(b). Si P ≺ Q entonces P ∨Q = Q. Aśı

H(Q | M) = H(P | M) +H(Q | P ∨M) ≥ H(P | M).

Por (3.1) tenemos

H(M | Q) = −
∑
M,Q

µ(M ∩Q) log
µ(M ∩Q)

µ(Q)

= −
∑
M,P

µ(P )
∑
Q⊂P

µ(Q)

µ(P )
φ

(
µ(M ∩Q
µ(Q)

)
≤ −

∑
M,P

µ(P )φ

(∑
Q⊂P

µ(M ∩Q)

µ(P )

)

= −
∑
M,P

µ(P )φ

(
µ(M ∩ P )

µ(P )

)
= H(M | P)

(c). Poniendo M = 11 tenemos por (a) y (b)

H(Q) ≤ H(Q∨ P) = H(P) +H(Q | P).

(d).

H(P ∨Q | M) = H(P | M) +H(Q | P ∨M)

≤ H(P | M) +H(Q | M)

(e). Inmediato

(f). H(P | Q) = −
∑
P,Q

µ(Q)φ

(
µ(P ∩Q)

µ(Q)

)
= 0 si y solo si ∀P,Q se tiene µ(P ∩

Q) = µ(Q) ó 0; es decir P ≺ Q. �

Definición 3.3. Supongamos que T : X ←↩ preserva medida y sea P una
partición, definimos la entroṕıa h(T,P) de T respecto a P como

h(T,P) = ĺım
n→∞

1

n
H(P ∨ T−1P ∨ · · · ∨ T−(n−1)P).
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Para ver que este ĺımite existe utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea {an} sucesión de reales positivos tales que an+m ≤ an + am.
Entonces

ĺım
n→∞

an
n

= ı́nf
n

(an
n

)
.

Demostración. Sea C = ı́nf (an/n). Dado ε > 0 ∃N tal que aN/N ≤ C + ε.
Si n > N escribimos n = pN + q con q = 1, . . . , N .

an
n

=
apN+q

pN + q
≤ paN + aq

pN + q
≤ aN

N
+
aq
n
≤ C + ε+

1

n
sup{a1, . . . , aN}.

Si n es suficientemente grande, C ≤ an/n ≤ C + 2ε. �

Pongamos ahora an = H(P ∨ T−1P ∨ · · · ∨ T−(n−1)P), entonces

an+m = H(P ∨ T−1P ∨ · · · ∨ T−(n−1)P ∨ T−nP ∨ · · · ∨ T−(n+m−1)P)

≤ H(P ∨ · · · ∨ T−(n−1)P) +H(T−n(P ∨ · · · ∨ T−(m−1)P ))

= an + am.

Proposición 3.2.

(a) h(T,P)− h(T,Q) ≤ H(P | Q).
(b) Si P ≺ Q entonces h(T,P) ≤ h(T,Q).
(c) h(T, T−1P) = h(T,P).
(d) ∀n ≥ 0, h(T,P ∨ T−1P ∨ · · · ∨ T−nP) = h(T,P).
(e) h(T,P) = ĺım

n→∞
H(P | T−1P ∨ · · · ∨ T−nP ).

(f) La sucesión
{

1
n
H(P ∨ · · · ∨ T−(n−1)P)

}
es decreciente.

Demostración. (a).

h(T,P)− h(T,Q) = ĺım
n→∞

1

n
(H(

n−1∨
i=0

T−iP )−H(
n−1∨
i=0

T−iQ)).

Pero

(3.2) H(
n−1∨
i=0

T−iP)−H(
n−1∨
i=0

T−iQ) ≤ H(
n−1∨
i=0

T−iP |
n−1∨
i=0

T−iQ)

≤
n−1∑
i=0

H(T−iP |
n−1∨
j=0

T−jQ) ≤
n−1∑
i=0

H(T−iP | T−iQ) = nH(P | Q)

(b). Si P ≺ Q, H(P | Q) = 0 y entonces h(T,P)− h(T,Q) ≤ 0.
(c). Inmediato.
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(d). h(T,
n∨
i=0

T−iP) = ĺım
m→∞

1

m
H(

m−1∨
j=0

T−j
( n∨
i=0

T−iP
)
)

= ĺım
m→∞

1

m
H(

m+n−1∨
j=0

T−jP) = ĺım
m→∞

m+ n− 1

m

1

m+ n− 1
H(

m+n−1∨
j=0

T−jP)

= h(T, P )

(e). La sucesión
{
H(P |

∨n
i=1 T

−iP)
}

es decreciente. Sea c su ĺımite.

H(
n∨
i=0

T−iP) = H(
n∨
i=1

T−iP) +H(P |
n∨
i=1

T−iP)

= H(
n−1∨
i=0

T−iP) +H(P |
n∨
i=1

T−iP)

= H(
n−1∨
i=1

T−iP) +H(P |
n−1∨
i=1

T−iP) +H(P |
n∨
i=1

T−iP)

= H(
n−2∨
i=0

T−iP) +H(P |
n−1∨
i=1

T−iP) +H(P |
n∨
i=1

T−iP)

· · · = H(P) +
n∑
k=1

H(P |
k∨
i=1

T−iP)

Por el teorema de Cesaro

h(T,P) = ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

H(P |
k∨
i=1

T−iP) = c

(f). De la prueba de (e) tenemos

(n+ 1)H(
n∨
i=0

T−iP) = (n+ 1)H(
n∨
i=1

T−iP) + (n+ 1)H(P |
n∨
i=1

T−iP)

y

H(
n∨
i=0

T−iP) = H(P) +
n∑
k=1

H(P |
k∨
i=1

T−iP)

≥ (n+ 1)H(P |
n∨
i=1

T−iP)
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Aśı

(n+ 1)H(
n∨
i=0

T−iP) ≤ (n+ 1)H(
n∨
i=1

T−iP) +H(
n∨
i=0

T−iP),

y entonces

nH(
n∨
i=0

T−iP) ≤ (n+ 1)H(
n∨
i=1

T−iP) = (n+ 1)H(
n−1∨
i=0

T−iP)

�

Definición 3.4. La entroṕıa de una transformación T : (X,A, µ) ←↩ que pre-
serva medida se define como

h(T ) = hµ(T ) = sup {h(T,P) : P es partición finita}

Observación 3.3. h(T ) = sup {h(T,P) : H(P) <∞}.

En efecto, sea P = {P1, P2, · · · } con H(P) <∞.
Consideremos P(n) = {P1, · · · , Pn, ∪

j>n
Pj}. Observemos que para 1 ≤ i, j ≤ n,

µ(Pi ∩ Pj)
µ(Pi)

= 0, 1. Entonces

0 ≤ h(T,P)− h(T,P(n)) ≤ H(P | P(n))

= −
n∑

i,j=1

µ(pj) log

(
µ(Pi ∩ Pj)
µ(Pi)

)
−
∑
j>n

µ(Pj) log
µ(Pj)

µ( ∪
k>n

Pk)

= −
∑
j>n

φ(µ(Pj)) + (
∑
j>n

µ(Pj)) log µ( ∪
k>n

Pk)

= −
∑
j>n

φ(µ(Pj)) + φ(µ( ∪
k>n

Pk))

ComoH(P) = −
∑

j φ(µ(Pj)) <∞, tenemos ĺım
n→∞

∑
j>n

φ(µ(Pj)) = 0. Como ĺım
n→∞

µ( ∪
j>n

Pj) =

0, también ĺım
n→∞

φ(µ ∪
j>n

Pj)) = 0. Y resulta que ĺım
n→∞

h(T,P(n)) = h(T,P).

Definición 3.5. Si ∀n ∈ N An es una familia de subconjuntos de X ,
∞∨
n=1

An
denota la σ-álgebra generada por

⋃∞
n=1An.

Teorema 3.1. Sean P1 ≺ P2 ≺ · · · particiones y sea P una partición con

H(P) <∞. Entonces P ⊂
∞∨
i=1

Pi(mod 0) si y solo si ĺım
n→∞

H(P | Pn) = 0.

No demostraremos este teorema.



1. ENTROPÍA CON RESPECTO A UNA MEDIDA 45

Corolario 3.2. Si P1 ≺ P2 ≺ · · · es una sucesión de particiones con entroṕıa

finita tales que A =
∞∨
n=1

Pn, entonces h(T ) = sup
n

h(T,Pn)

Demostración. Sea P una partición finita. Por el teorema y la hipótesis A =
∞∨
n=1

Pn, tenemos que ĺım
n→∞

H(P | Pn) = 0. Como h(T,P) ≤ h(T,Pn) +H(P | Pn), se

tiene h(T,P) ≤ sup
n
h(T,Pn). �

Definición 3.6. Sea (X,A, µ) espacio de probabilidad. Supongamos que T :
X ←↩ es invertible y preserva µ. Una partición P con H(P) < ∞ se llama T -
generador si

∨∞
n=−∞ T

nP = A.

Corolario (Kolmogorov - Sinai). Si P es un T−generador entonces h(T,P) =
h(T ).

Demostración.

h(T ) = sup
n
h(T,

n∨
j=−n

T−jP) = sup
n
h(T, T n(

2n∨
j=0

T−jP))

= sup
n
h(T,

2n∨
j=0

T−jP) = h(T,P).

�

Para T no invertible se tiene

Corolario 3.3. Si P es una partición tal que H(P) < ∞ y
∞∨
n=0

T−nP = A,

entonces h(T,P) = h(T ).

Demostración. h(T ) = sup
n≥0

h(T,
∨n
j=0 T

−jP) = h(T,P). �

Corolario 3.4. Supongamos existe una partición P tal que H(P) < ∞ y
∞∨
n=1

T−nP = A, entonces h(T ) = 0.

Demostración. Como
∞∨
n=0

T−nP = A, tenemos que h(T,P) = h(T ).

h(T,P) = ĺım
m→∞

H(P | T−1P ∨ · · · ∨ T−nP).

Como P ⊂
∞∨
j=1

T−jP , tenemos que h(T ) = h(T,P) = 0. �

Denotaremos por Pn(x) al elemento de Pn que contiene un punto dado x ∈ X.
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Corolario 3.5. Sean X espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua. Si P1 ≺
P2 ≺ · · · es una sucesión de particiones con entroṕıa finita tales que diamPn(x)
converge a cero para µ-casi todo x ∈ X. Entonces

h(f) = ĺım
n→∞

h(f,Pn).

Demostración. Sea U un abierto de X. La hip’tesis garantiza que para cada
x existe n(x) tal que el conjunto Px = Pn(x)(x) está contenido en U . Es claro que Px
pertence al álgebra A generada por

⋃∞
n=1Pn. Observe también que esta álgebra es

numerable, ya que está formada por las uniones finitas de elementos de las particiones
Pn. En particular, el conjunto de los valores tomados por Px es numerable. Se sigue
que U =

⋃
x∈U Px pertenece aA. Esto prueba que la σ-álgebra de Borel esta contenida

en
∞∨
n=1

Pn. Aplicamos ahora el Corolario 3.2 �

Proposición 3.3. h(Tm) = mh(T ) ∀m ≥ 0, y si T es invertible
h(Tm) = |m|h(T ) ∀m ∈ Z

Demostración. Sea P una partición de X.

h(T,P) = ĺım
n→∞

1

nm
H(

nm−1∨
j=0

T−jP)

≥ ĺım
n→∞

1

nm
H(

n−1∨
j=0

T−jmP) =
1

m
h(Tm,P).

Aśı h(Tm) ≤ mh(T ). También

h(Tm,
m−1∨
j=0

T−jP) = ĺım
n→∞

1

n
H(

n−1∨
i=0

T−im(
m−1∨
j=0

T−jP))

= ĺım
n→∞

1

n
H(

nm−1∨
j=0

T−jP) = mh(T, P ).

Si T es invertible

h(T,P) = ĺım
n→∞

1

n
H(

n−1∨
i=0

T−iP) = ĺım
n→∞

1

n
H(T−(n−1)

n−1∨
i=0

T iP)

= ĺım
n→∞

H(
n−1∨
i=0

T iP) = h(T−1,P).

�
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Ejemplo 3.1. Sea T : S1 ←↩ definido por T (z) = zn. Tomemos la partición
P = {P1, . . . , Pn} donde

Pj =

{
z ∈ S1 :

2π(j − 1)

n
< arg(z) <

2πj

n

}
.

Los atomos de P ∨ · · · ∨ T−(m−1)P son los intervalos.

Imj =

{
z ∈ S1 :

2π(j − 1)

nm
< arg(z) <

2πj

nm

}
,

con µ(Imj ) = 1/nm. Entonces
∨∞
j=0 T

−jP es la σ-álgebra de Borel. Aśı h(T ) =

h(T,P).

h(T,P) = ĺım
m→∞

1

m
H(

m−1∨
j=0

T−jP) = ĺım
m→∞

−1

m
log(

1

nm
) = log n.

Ejemplo 3.2. Sea T : S1 ←↩ la rotación T (z) = αz.
(1) Si arg(α) /∈ πQ, consideremos una partición formada por 2 intervalos (a1, a2)(a2, a1).

Entonces los atomos de
∨n
j=0 T

−jP son los intervalos con extremos T−ja1, T
−ia2. Co-

mo las orbitas {T−ja1}, {T−ja2} son densas,
∨∞
j=1 T

−jP es la σ-álgebra de Borel de

S1. Por el Corolario 3.4 h(T ) = 0.
(2) Si arg(α) ∈ πQ, existe m tal que Tm = I y aśı mh(T ) = h(Tm) = 0.

Ejemplo 3.3. Sea σ : X ←↩ el corrimiento con vector de probabilidad (p0, . . . , pk−1).
Sea P = {C(0; 0), . . . , C(0; k − 1)} la partición al tiempo cero. Los átomos de∨j+m
i=j σ−iP son los cilindros C(j; i0, . . . , in) i0, . . . , in ∈ [k]. Por lo tanto P es un

generador.

h(σ,P) = ĺım
m→∞

1

m
H(P ∨ · · · ∨ σ−(m−1)P)

= − ĺım
m→∞

1

m

∑
i0,...,im−1

pi0 . . . pim−1 log(pi0 · · · pim−1)

= − ĺım
m→∞

1

m

∑
i0,...,im−1

pi0 · · · pim−1 log pi0 + · · ·+ pi0 · · · pim−1 log pim−1

= − ĺım
m→∞

1

m

m−1∑
j=0

∑
ij

pij log pij = −
∑
i∈[k]

pi log pi
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Ejemplo 3.4. Sea P matriz estocástica k × k con vector de probabilidad π y
sea µ la medida de Markov asociada. Sean σ y P como en el ejemplo anterior

h(σ,P) = ĺım
m→∞

1

m
H(P ∨ · · · ∨ σ−(m−1)P)

=− ĺım
m→∞

1

m

∑
i1,...,im

πi1Pi1i2 · · ·Pim−1im log(πi1Pi1i2 · · ·Pim−1im)

=− ĺım
m→∞

1

m

∑
i1

πi1 log πi

− ĺım
m→∞

1

m

m−1∑
j=1

∑
ijij+1

∑
πi1Pi1i2 · · ·

i1,...,̂ij ,̂ij+1,...,im−1

Pim−1im logPijij+1

=− ĺım
m→∞

1

m

m−1∑
j=1

∑
ijij+1

πijPijij+1
logPijij+1

=− ĺım
m→∞

1

m
m
∑
i,j

πiPij logPij = −
∑
i,j∈[k]

πiPij logPij

2. Entroṕıa Topológica

Definición 3.7. SeanX espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua, decimos
que S ⊂ X es un (n, ε) generador para T si ∀x ∈ X ∃y ∈ S tal que d(T jx, T jy) ≤ ε
para 0 ≤ j ≤ n.

Observación 3.4. Sea {U1, . . . , Um} una cubierta de X por conjuntos de diame-
tro ≤ ε y en cada conjunto no vac’ıo de la forma

⋂n
j=0 T

−j(Uij) escojamos un punto.

Con esto formamos un conjunto S (n, ε) generador con a lo más mn+1 elementos.

Definición 3.8. Sea rT (n, ε) = mı́n {#S : S es (n, ε) generador}. Por la obser-
vación 3.4, rT (n, ε) ≤ mn+1, aśı que

rT (ε) = ĺım sup
n→∞

1

n
log rT (n, ε) <∞.

Definimos la entrop’ıa topológica de T como

htop(T ) = ĺım
ε→0

rT (ε)

Como rT (ε) es decreciente, el ĺımite anterior existe aunque puede ser infinito.

Definición 3.9. Decimos que S ⊂ X es (n, ε) separado respecto a T si ∀x, y ∈
S, x 6= y ∃j ∈ {0, . . . , n} tal que d(T jx, T jy) > ε.

Proposición 3.4. Sea sT (n, ε) = máx {#S : S es (n, ε) separado}. Entonces rT (n, ε) ≤
sT (n, ε) ≤ rT (n, ε/2).
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Demostración. Sea E un conjunto (n, ε) separado y sea F un conjunto (n, ε/2)
generador definimos φ : E → F de la siguiente manera, para x ∈ E escogemos
φ(x) tal que d(T jx, T jφ(x)) ≤ ε/2 para 0 ≤ j ≤ n. Si φ(x) = φ(y) entonces
d(T jx, T jy) ≤ ε para 0 ≤ j ≤ n y as’ı x = y. Por lo tanto #E ≤ #F y aśı

sT (n, ε) ≤ rT (n, ε/2).

Sea S conjunto (n, ε) separado de cardinalidad máxima. Si y /∈ S entonces S ∪ {y}
no es (n, ε) separado y aśı ∃x ∈ S tal que ∀j ∈ {0, . . . , n} d(T jx, T jy) ≤ ε, o sea
que S es (n, ε) generador y entonces

rT (n, ε) ≤ sT (n, ε).

�

Se sigue de la Proposición 3.4 que

htop(T ) = ĺım
ε→0

sT (ε) = ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

1

n
log sT (n, ε).

Proposición 3.5. Para cualquier ε > 0

(3.3) rT (2ε) ≤ ı́nf
n

1

n
log rT (n, ε),

y por consiguiente

htop(T ) = ĺım
ε→0

ĺım inf
n→∞

1

n
log rT (n, ε).

Utilizaremos el siguiente lema en la demostración.

Lema 3.2. Sean n1, . . . , nN ∈ N y ε > 0. Entonces

rT (n1 + · · ·+ nN , 2ε) ≤ rT (n1, ε) · · · rT (nN , ε).

Demostración. Sea Si un conjunto (ni, ε) generador de cardinalidad mı́nima.
Sea S el conjunto de N -adas α = (x1, . . . , xN) con xi ∈ Si tales que ∃z(α) ∈ X tal
que

d(T t(Tmiz(α)), T t(xi)) ≤ ε para 0 ≤ t ≤ ni,

donde m1 = 0, mi = n1 + · · ·+ ni−1, i = 1, . . . , N . Luego

#S ≤ rT (n1, ε) · · · rT (nN , ε).

{z(α) : α ∈ S} es un (n1 + · · ·+ nN , 2ε) generador ya que si x ∈ X ∃xi ∈ Si tal que

d(T t(Tmix), T t(xi)) ≤ ε para 0 ≤ t ≤ ni,

por lo que α = (x1, . . . , xN) ∈ S y

d(T t(Tmix), T t(Tmiz(α))) ≤ 2ε, 0 ≤ t ≤ ni, i = 1, . . . , N

O sea
d(T j(x), T j(z(α))) ≤ 2ε para 0 ≤ j ≤ n1 + · · ·+ nN .
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Aśı
rT (n1 + · · ·+ nN , 2ε) ≤ #S ≤ rT (n1, ε) · · · rT (nN , ε).

�

Demostración. de la Proposición 3.5. Si n0 > 0 todo n ≥ n0 se escribe n =
k n0 +m con 0 ≤ m < n0. Entonces

log rT (n, 2ε) = log rT (n0 + · · ·+ n0 +m, 2ε) ≤ k log rT (n0, ε) + log rT (m, ε),

1

n
log rT (n, 2ε) ≤ kn0

nn0

log rT (n0, ε) +
1

n
sup{log rT (m, ε) : 1 ≤ m < n0}.

Aśı

ĺım sup
n→∞

1

n
log rT (n, 2ε) ≤ 1

n0

log rT (n0, ε)

y entonces

rT (2ε) ≤ ı́nf
n

1

n
log rT (n, ε).

�

Definición 3.10. Un homeomorfismo T de un espacio métrico (X, d) se llama
expansivo si ∃ε0 > 0 llamada constante de expansividad tal que si d(T nx, T ny) ≤
ε0 ∀n ∈ Z, entonces x = y.

Proposición 3.6. Sea T un homeomorfismo expansivo de un espacio métrico
compacto X con constante de expansividad ε0. Si 0 < ε < ε0, se tiene

htop(T ) = rT (ε) = ı́nf
n

1

n
log r(n, ε/2)

Usaremos el siguiente lema

Lema 3.3. Con las hipótesis de la Proposición 3.6, si < ε < ε0, existen k >
0, N > 2k tales que si x, y ∈ X, n ≥ N satisfacen d(T t(x), T t(y)) ≤ ε ∀0 ≤ t ≤ n,
entonces d(T t(x), T t(y)) ≤ ε/2 ∀k ≤ t ≤ n− k

Demostración. Supongamos que no, entonces existe existe 0 < ε < ε0 talque
∀k > 0 existen xk, yk ∈ X, tk, nk ∈ N con nk > 2k y k ≤ tk ≤ nk − k tales que

d(T t(xk), T
t(yk)) ≤ ε si 0 ≤ t ≤ nk

d(T tk(xk), T
tk(yk)) > ε/2.

Aśı d(T tT tk(xn), T tT tk(yk)) ≤ ε para −tk ≤ t ≤ nk − tk.
Sean x, y puntos de acumulación de {T tk(xk)} y {T tk(yk}.
Entonces d(x, y) ≥ ε/2 y como tk, nk − tk → ∞, d(T t(x), T t(y)) ≤ ε ∀t ∈ Z, lo

que contradice el hecho de que ε0 > ε es una constante de expansividad. �

Corolario 3.6. Con las hipótesis de la Proposición 3.6, si 0 < ε < ε0, existen
k > 0N > 2k tales que rT (n, ε) ≥ rT (n− 2k, ε/2) ∀n ≥ N .
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Demostración. Dado 0 < ε < ε0 sean k > 0, N > 2k dados por el Lema
3.3. Sea n ≥ N y sea S un conjunto (n, ε) generador de cardinalidad mı́nima. Se
sigue del Lema 3.3 que T k(S) es un conjunto (n−2k, ε/2) generador. Aśı rT (n, ε) ≥
rT (n− 2k, ε/2). �

Demostración. de la Proposición 3.6. Por el Corolario 3.6 y (3.3)

ĺım inf
n→∞

1

n
log rT (n, ε) ≥ ĺım inf

n→∞

1

n
log rT (n− 2k, ε/2)

= ĺım inf
n→∞

1

n
log rT (n, ε/2) ≥ ı́nf

n

1

n
log rT (n, ε/2) ≥ rT (ε)

�

Proposición 3.7. Sean X = [k]Z y σ : X ←↩ el corrimiento. Sea Λ ⊂ X
compacto e invariante es decir σ(Λ) = Λ. Entonces

htop(σ | Λ) = ĺım
n→∞

1

n
log r(n),

donde r(n) = # {θ | {0, . . . , n} : θ ∈ Λ}.

Demostación. Sea d la métrica en X definida por

d(x, y) =

{
3−N si N = mı́n{|n| : xn 6= yn}
0 si x = y

.

Nótese que todo 0 < ε0 < 1 es una constante de expansividad para σ.
Sean N ∈ N y ε = 3−(1+N). Sea Sn un conjunto tal que para todo θ ∈ Λ existe

un único α ∈ Sn tal que

α|{−N, . . . , N + n} = θ|{−N, . . . , N + n}
y por consiguiente d(σjα, σjθ) ≤ ε para todo 0 ≤ j ≤ n. Entonces Sn es un (n, ε)
generador para σ y aśı rσ(n, ε) ≤ #Sn = r(n+ 2N). Si S fuera un (n, ε) generador
con #S < #Sn, existiŕıan α1, α2 ∈ Sn, θ ∈ S tales que d(σjαi, σ

jθ) ≤ ε para
0 ≤ j ≤ n, i = 1, 2. Entonces d(σjα1, σ

jα2) ≤ 2ε < 3−N para 0 ≤ j ≤ n y
aśı α1|{−N, . . . , N + n} = α2|{−N, . . . , N + n}, lo que contradice la definición de
Sn.

Por lo tanto rσ(n, ε) = r(n+ 2N) y luego

htop(σ | Λ) = ĺım
n→∞

1

n
log r(n+ 2N) = ĺım

n→∞

1

n
log r(n).

Apliquemos la proposición al subcorrimiento de tipo finito XA donde A = (aij)i,j∈[k]

es una matriz de ceros y unos tal que An > 0 para algún n ∈ N. Por el Teorema de
Perron A tiene un eigenvalor dominante λ con dim ker(A− λI) = 1

La sucesión An/λn converge porque si JAJ−1 es la forma canónica de Jordan
con λ en el primer renglón y columna entonces
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ĺım
n→∞

JAnJ−1

λn
=


1 0 · · · 0
0
...

. . .
0 0

 .

y aśı λ−nAn converge a una matriz K 6= 0.

Como r(n) =
∑
i,j

anij, ĺım
n→∞

λ−nr(n) =
∑
i,j

Kij > 0.

1

n
log r(n) = ĺım

n→∞

1

n
log

r(n)

λn
+ log λ = log λ.

aśı htop(σ | XA) = log λ.

Proposición 3.8. Sean X compacto y T : X ←↩ continua. Entonces

htop(T
m) = mhtop(T ).

Demostración. Si E es un (nm, ε) generador para T entonces E es un (n, ε)
generador pasa Tm. Aśı rTm(n, ε) ≤ rT (nm, ε) y luego

ĺım sup
n→∞

1

n
log rTm(n, ε) ≤ ĺım sup

n→∞

m

nm
log rT (nm, ε) ≤ ĺım sup

k→∞

m

k
log rT (k, ε),

htop(Tm) ≤ mhtop(T ).

Como T j es uniformemente continua,

∀ε > 0∃δ = δ(ε) : d(x, y) ≤ δ ⇒ d(T jx, T jy) ≤ ε, 0 ≤ j < m

Sea F un (n, δ) generador para Tm entonces F es un (n, ε) generador para T .
Aśı rT (nm, ε) ≤ rTm(n, δ) y luego

ĺım inf
k→∞

m

k
log rT (k, ε) ≤ ĺım inf

n→∞

m

nm
log rT (nm, ε) ≤ ĺım inf

n→∞

1

n
log rTm(n, δ),

mhtop(T ) ≤ htop(Tm).

�

Proposición 3.9. Sean (X1, d1)(X2, d2) compactos. Consideremos la métrica
d((x1, x2), (y1, y2)) = máx {d(x1, y1), d(x2, y2)} para X1 ×X2. Si Ti : X1 ←↩ i = 1, 2
son continuas, entonces

htop(T1 × T2) = htop(T1) + htop(T2).

Demostración. Sea Fi un (n, ε) generador para Ti. Entonces F1 × F2 es un
(n, ε) generador para T1 × T2. Aśı

rT1×T2(n, ε) ≤ rT1(n, ε) · rT2(n, ε),
rT1×T2(ε) ≤ rT1(ε) + rT2(ε),

htop(T1 × T2) ≤ htop(T1) + htop(T2).
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Si Ei es (n, ε) separado para Ti, E1 × E2 es (n, ε) separado para T1 × T2.

Aśı sT1×T2(n, ε) ≥ sT1(n, ε) · sT2(n, ε),
sT1×T2(ε) ≥ sT1(ε) + sT2(ε),

htop(T1 × T2) ≥ htop(T1) + htop(T2).

�

Proposición 3.10. Sea T : X ←↩ un homeomorfismo expansivo.
Entonces #Fix(T n) <∞ ∀n ∈ N y

htop(T ) ≥ ĺım sup
n→∞

1

n
log #Fix(T n).

Demostración. Sea ε0 una constante de expansividad de T . Si x, y ∈ Fix(T n)
y d(T jx, T jy) ≤ ε0 para 0 ≤ j ≤ n−1, entonces d(T jx, T jy) ≤ ε0 ∀j ∈ Z y aśı x = y.
Por lo tanto Fix(T n) es un conjunto (n, ε0) separado y #Fix(T n) ≤ sT (n, ε0) <∞.
Aśı

ĺım sup
n→∞

1

n
log #Fix(T n) ≤ ĺım sup

n→∞

1

n
log sT (n, ε0) ≤ htop(T )

�

3. El principio variacional de la entroṕıa

Principio variacional. Sean X espacio métrico compacto, T : X ←↩ conti-
nua. Entonces

htop(T ) = sup{hµ(T ) : µ ∈MT (X)}

Para demostrar el Principio variacional, introducimos otra definición de entroṕıa
topológica y demostramos que coincide con la anterior.

Definiciones 3.11. Sea X un espacio topológico compacto. Sean U , V cubiertas
abiertas, y T : X ←↩ continua.

(a) Decimos que V es un refinamiento de U , y escribimos U ≤ V , si ∀V ∈ V
∃U ∈ U tal que V ⊂ U .

(b) Definimos U ∨ V = {U ∩ V : U ∈ U , V ∈ V }.
(c) Definimos T−1U = {T−1U : U ∈ U}.
(d) Denotamos por N(U) la mı́nima cardinalidad de una subcubierta finita de
U y definimos la entroṕıa de U por H(U) = logN(U).

(e) Definimos la entroṕıa de T respecto a U como

H(T,U) = ĺım
n→∞

1

n
H(U ∨ · · · ∨ T 1−nU)

Proposición 3.11.

(a) H(U) ≥ 0 y H(U) = 0 ⇐⇒ N(U) = 1 ⇐⇒ X ∈ U .
(b) Si U ≤ V entonces H(U) ≤ H(V).
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(c) H(U ∨ V) ≤ H(U) +H(V).
(d) H(T−1U) ≤ H(U). Si T es sobre entonces H(T−1U) = H(U).
(e) El ĺımite en la Definición 3.11(e) existe.
(f) Si U ≤ V entonces H(T,U) ≤ H(T,V)

Demostración. (a) y (b) son inmediatos.
(c). Sean U0 y V0 subcubiertas de U y V respectivamente, de cardinalidades

N(U) y N(V) respectivamente. Entonces U0 ∨ V0 es una subcubierta de U ∨ V .
Aśı N(U ∨ V) ≤ N(U)N(V).

(d). Sea U0 subcubierta de U de cardinalidad N(U) entonces T−1U0 es una subcu-
bierta de T−1U y luego N(T−1U) ≤ N(U). Si T es sobre y T−1U0 es una subcubierta
de T−1U de cardinalidad N(T−1U), entonces U0 cubre X y luego N(U) ≤ N(T−1U).

(e) Sea an = H(U ∨ · · · ∨ T 1−nU), entonces

an+m = H(U ∨ · · · ∨ T 1−nU ∨ T−n(U ∨ · · · ∨ T 1−mU))

≤ H(U ∨ · · · ∨ T 1−nU) +H(T−n(U ∨ · · · ∨ T 1−mU))

≤ an + am.

Por el Lema 3.1, ĺım an/n existe.
(f) Se sigue de (b) y la definición de entroṕıa de T respecto a una cubierta. �

Definición 3.12. Sean X espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua.
Definimos

Htop(T ) = sup{H(T,U) : U es cubierta abierta de X}.
Si U es cubierta abierta de X, definimos el diámetro de U como
diamU = sup{diamU : U ∈ U}
Lema 3.4. Si {Un} es una sucesión de particiones tal que ĺımn→∞ diamUn = 0,

entonces
Htop(T ) = ĺım

n→∞
H(T,Un).

Demostración. Dada una cubierta abierta U de X, para n suficientemente
grande tenemos que diamUn es menor que el número de Lebesgue de U . Entonces
Un es un refinamiento de U y aśı H(T,U) ≤ H(T,Un). �

Proposición 3.12.
htop(T ) = Htop(T )

Demostración. Sea ε > 0. Sea U una cubierta con diamU < ε. Dos puntos
distintos de un conjunto (n, ε)- separado no pueden estar en el mismo elemento de
la cubierta U ∨ · · · ∨ T 1−nU . Por lo tanto

sT (n, ε) ≤ N(U ∨ · · · ∨ T 1−nU).

Aśı, sT (ε) ≤ H(T,U) ≤ Htop(T ) y entonces

htop(T ) ≤ Htop(T ).
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Sea U una cubierta abierta de X y sea λ su número de Lebesgue. Sea 2ε < λ y
sea F un (n, ε)- generador de cardinalidad mı́nima. Para cada y ∈ F , 0 ≤ i < n,
escojamos Uy,i ∈ U conteniendo la bola de radio ε centrada en T i(y). El conjunto

{Uy,0 ∩ · · · ∩ T−Uy,n−1 : y ∈ F}

es una subcubierta de U ∨ · · · ∨ T 1−nU y por lo tanto

N(U ∨ · · · ∨ T 1−nU) ≤ rT (n, ε).

Aśı, H(T,U) ≤ rT (ε) ≤ htop(T ) y entonces

Htop(T ) ≤ htop(T ).

�

Proposición 3.13. Sean X espacio métrico compactoy µ ∈ M(X). Para todo
ε > 0 existe una partición finita P tal que diamP < 2ε y µ(∂P ) = 0 ∀P ∈ P.

Demostración. Sea {Bε/2(xi) : i = 1, . . . k} una cubierta de X. Para cada
i = 1, . . . k los conjuntos ∂Br(xi), ε/2 < r < ε son disjuntos y por lo tanto hay un
ε/2 < ri < ε tal que µ(∂Bri(xi)) = 0. Sea P1 = Br1(x1) y defina inductivamente
Pi = Bri(xi) \

⋃
j<i

Pi. �

Proposición 3.14. Sea X espacio métrico compacto. Si µn → µ en M(X)
entonces

∀F ⊂ X cerrado ĺım supµn(F ) ≤ µ(F )
∀U ⊂ X abierto ĺım inf µn(U) ≥ µ(U)
Si A ⊂ X es un boreliano con µ(∂A) = 0, µn(A)→ µ(A)

Demostración. Sea F ⊂ X cerrado y sea

Vm = {x ∈ X : d(x, F ) <
1

m
},

entonces µ(Vm) → µ(F ). Por el lema de Uryson existe fm : X → [0, 1] continua tal
que fm = 1 en F y fm = 0 en X \ Vm. Entonces

ĺım supµn(F ) ≤ ĺım sup

∫
fmdµn ≤

∫
fmdµ ≤ µ(Vm)

y aśı ĺım supµn(F ) ≤ µ(F ). Si U ⊂ X es abierto

ĺım inf µn(U) = 1− ĺım supµn(X \ U) ≥ 1− µ(X \ U) = µ(U).

Si A ⊂ X es boreliano con µ(∂A) = 0, µ(A) = µ(A) = µ(intA) y aśı

ĺım supµn(A) ≤ ĺım supµn(A) ≤ µ(A) ≤ ĺım inf µn(intA) ≤ ĺım inf µn(A)

�
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Lema 3.5. Sean X espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua. Dados ε > 0,
n ∈ N, sea En un conjunto (n, ε) separado. Consideremos las medidas

µn =
1

#En

∑
x∈En

δx y νn =
1

n

n−1∑
k=0

µn ◦ T−k.

Entonces existe un punto de acumulación µ ∈MT (X) de {νn} tal que

hµ(T ) ≥ ĺım sup
n→∞

1

n
log(#En).

Demostración. Por la convexidad de φ, para cualquier particion Q

Hνn(Q) = −
∑
Q

φ(νn(Q)) ≥ − 1

n

∑
Q

n−1∑
k=0

φ(µn(T−kQ)) =
1

n

n−1∑
k=0

Hµn(T−kQ).

Sea {nj} tal que ĺım
j→∞

1

nj
log #(Enj) = ĺım sup

1

n
log(#En) y la subsucesión {νnj}

converge a una µ ∈M(X) que por construcción es T -invariante.
Sea P la partición dada por la Proposición 3.13 . Entonces cada átomo P de

Pn =
∨n−1
i=0 T

−iP contiene a lo más un punto de En y µ(∂P ) = 0. Aśı

Hµn

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
= −

∑
P∈Pn

φ(µn(P )) = −
∑
P∈Pn

φ
(
#(En ∩ P )/#En

)
(3.4)

= −#Enφ
(
1/#En

)
= log(#En)(3.5)

Fijemos m ∈ N. ∀n ∈ N ∃d ∈ N, r ∈ {0, . . . ,m − 1} tales que n = dm + r. Sea
k ≤ m

n−1∨
i=0

T−iP =

(
d−1∨
i=0

T−im
(m−1∨
j=0

T−jP
))
∨
r−1∨
i=0

T−dm−iP

=

(
d−1∨
i=0

T−im−k
(m−1∨
j=0

T−iP
))
∨ Pd,r,k

donde

Pd,r,k =
r−1∨
i=0

T−dm−iP ∨
k−1∨
i=0

T−iP .
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es una partición con a lo más (#P)2m átomos. Por lo tanto

Hµn(
n−1∨
i=0

T−iP) ≤
d−1∑
i=0

Hµn

(
T−im−k

m−1∨
j=0

T−jP
)

+Hµn(Pd,k,r)

≤
d−1∑
i=0

Hµn

(
T−im−k

m−1∨
j=0

T−jP
)

+ 2m log(#P)

y luego

Hνn(
m−1∨
i=0

T−iP) ≥ 1

n

n−1∑
l=0

Hµn

(
T−l

m−1∨
i=0

T−iP
)

(3.6)

≥ 1

n

m−1∑
k=0

d−1∑
i=0

Hµn

(
T−im−k

m−1∨
j=0

T−jP
)

(3.7)

≥ 1

n

m−1∑
k=0

(
Hµn

(n−1∨
i=0

T−iP
)
− 2m log(#P)

)
(3.8)

≥ m

n
Hµn

(n−1∨
i=0

T−iP
)
− 2m2

n
log(#P).(3.9)

Por (3.4) y (3.6)

1

m
Hνnj

(
m−1∨
i=0

T−iP) ≥ 1

nj
log(#Enj)−

2m

nj
log(#P)

Tomando ĺımite cuando j →∞

1

m
Hµ(

m−1∨
i=0

T−iP) ≥ ĺım sup
n→∞

1

n
log(#En)

y aśı

hµ(T,P) ≥ ĺım sup
n→∞

1

n
log(#En).

�

Demostración. del Principio Variacional
I) Sean µ ∈ MT (X) y δ > 0. Sea P = {P1, . . . , Pk} una partición de (X,A, µ)

tal que hµ(T,P) ≥ hµ(T )− δ. Dado ε ∈ (0, 1/k log k) escojamos compactos Bi ⊂ Pi,
i = 1, . . . , k tales que µ(Pi \Bi) < ε. Sean

B0 = X \
k⋃
i=1

Bi, B = {B0, B1, . . . , Bk}.
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Entonces

Hµ(P | B) = −µ(B0)
k∑
i=1

φ
(µ(Pi ∩B0)

µ(B0)

)
≤ µ(B0) log k ≤ ε k log k < 1

Por la Proposición 3.2(a)

(3.10) hµ(T,P) ≤ hµ(T,B) +Hµ(P | B) < hµ(T,B) + 1.

Sea Ui = B0 ∪ Bi, y por lo tanto X \ Ui =
⋃
j 6=0,iBj. O sea que cada elemento

de la cubierta
U = {U1, . . . , Uk}

intersecta a dos elementos de la partición B. Como Bi ⊂ Ui para todo i, cada
elemento de

∨n−1
i=0 T

−iB está contenido en un elemento de
∨n−1
i=0 T

−iU y cada uno de

estos últimos contiene a lo más 2n elementos de
∨n−1
i=0 T

−iB. Luego

#
n−1∨
i=0

T−iB ≤ 2nN

(
n−1∨
i=0

T−iU

)
,

Hµ

(
n−1∨
i=0

T−iB

)
≤ n log 2 +H

(
n−1∨
i=0

T−iU

)
,

hµ(T,B) ≤ log 2 +H(T,U).

Por (3.10)
hµ(T,P) ≤ 1 + log 2 +H(T,U),

luego
hµ(T )− δ ≤ 1 + log 2 + htop(T ),

y como δ > 0 es arbitraria

hµ(T ) ≤ 1 + log 2 + htop(T ).

Aplicando esta desigualdad a Tm y usando las Proposiciones 3.3 y 3.8, tenemos

mhµ(T ) = hµ(Tm) ≤ 1 + log 2 + htop(Tm) = 1 + log 2 +mhtop(T )

Luego, para toda m ∈ N tenemos

hµ(T ) ≤ 1

m
(1 + log 2) + htop(T )

Y aśı hµ(T ) ≤ htop(T ).
II) Sean ε > 0, n ∈ N. Sea En un conjunto (n, ε) separado de cardinalidad

máxima. Por el Lema 3.5, hay una medida µ ∈MT (X) tal que hµ(T ) ≥ sT (ε). Aśı,

sup{hµ(T ) : µ ∈MT (X)} ≥ htop(T ).

�
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Corolario 3.7. Si T : X ←↩ es un homeomorfismo expansivo, entonces existe
µ ∈MT (X) tal que hµ(T ) = htop(T )

Demostración. Sea ε0 una constante de expansividad para T . Por la Propo-
sición 3.6, tenemos que para ε < ε0 htop(T ) = sT (ε). Tomando para ε < ε0 En un
conjunto (n, ε) separado de cardinalidad máxima, la medida µ ∈ MT (X) dada por
el Lema 3.5 satisface hµ(T ) = htop(T ). �

4. Entroṕıa de los automorfismos torales

Teorema 3.8. Sean A ∈ GL(N,Z) y Ã : TN ←↩ la transformación inducida.
Sea Ra : TN ←↩ una rotación y sea T = Ra ◦ Ã. Sea m la medida inducida por la
medida de Lebesgue en RN . Entonces

hm(T ) = htop(T ) = hm(Ã) = htop(Ã).

Demostración. Sean π : RN → TN la proyección natural y d la distancia en
TN inducida por la euclidiana. Sea

Bn(x, ε, T ) =
{
y ∈ Tn : d(T iy, T ix) < ε, 0 ≤ i ≤ n− 1

}
.

Demostraremos por inducción que T−k(Bε(T
k(x))) = x ·

[
Ã−kBεπ(0)

]
la cual es

válida para k = 0 por la invariancia de d bajo rotaciones. Si es válida para k
entonces

T−(k+1)Bε(T
k+1x) = T−1(T−kBε(T

k(Tx))) = T−1
(
Tx ·

[
Ã−kBε(π(0))

])
= Ã−1(a−1Tx · Ã−kBε(π(0))) = x · Ã−(k+1)(Bε(π(0))).

Aśı

Bn(x, ε, T ) = x ·
n−1⋂
k=0

Ã−k(Bε(π(0))) = x ·Bn(π(0), ε, Ã)

Luego m(Bn(x, ε, T )) = m(Bn(π(0), ε, Ã)). Sea ε > 0 y sea P = {P1, . . . , Pn} parti-
ción de diametro < ε.

x ∈
n−1⋂
k=0

T−kPik ⇒
n−1⋂
k=0

T−kPik ⊂ x ·Bn(π(0), ε, Ã),
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porque si y ∈
⋂n−1
k=0 T

−kPik entonces T kx, T ky ∈ Pik y aśı d(T kx, T ky) < ε para

0 ≤ k ≤ n− 1, o sea y ∈ Bn(x, ε, T ) = x ·Bn(π(0), ε, Ã). Por lo tanto

m

(
n−1⋂
k=0

T−kPik

)
≤ m(Bn(π(0), ε, Ã),

∑
i0,...,in−1

φ(m
(n−1⋂
k=0

T−kPik
)
) ≤

∑
i0,...,in−1

m
(n−1⋂
k=0

T−kPik
)

logm(Bn(π(0), ε, Ã))

= logm(Bn(π(0), ε, Ã)).

Entonces

hm(T ) ≥ hm(T,P) ≥ ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
logm(Bn(π(0), ε, Ã))

]
.

Como ε > 0 fue arbitraria

hm(T ) ≥ ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
logm(Bn(π(0), ε, Ã))

]
.

Sea E un conjunto (n, ε) separado respecto a T con cardinalidad máxima. Entonces⋃
x∈E

Bn(x, ε/2, T ) =
⋃
x∈E

x ·Bn(π(0), ε/2, Ã)

es unión ajena y aśı
sT (n, ε)m(Bn(π(0), ε/2, Ã)) ≤ 1.

Luego

ĺım sup
n→∞

1

n
log sT (n, ε) ≤ ĺım sup

n→∞

[
− 1

n
logm(Bn(π(0), ε/2, Ã))

]
,

y entonces

htop(T ) ≤ ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
logm(Bn(π(0), ε/2, Ã))

]
≤ hm(T ).

Como este ĺımite no depende de a , htop(T ) = htop(Ã). �

Extenderemos ahora la definición de entroṕıa topológica a espacios métricos no
necesariamente compactos para incluir A : RN ←↩ lineal.

Definiciones 3.13. Sean (X, d) espacio métrico y T : X ←↩ uniformemente
continua. Sea K ⊂ X compacto.

(a) Decimos que F ⊂ X es un (n, ε) generador para K si ∀y ∈ K ∃x ∈ F tal que
d(T ix, T iy) ≤ ε para 0 ≤ i ≤ n − 1. Sea r(K,n, ε) la m’ınima cardinalidad
de un (n, ε) generador.

(b) Decimos que E ⊂ K está (n, ε) separado si ∀x, y ∈ E, x 6= y ∃i ∈ {0, . . . , n− 1}
tal que d(T ix, T i, y) > ε. Sea s(K,n, ε) la máxima cardinalidad de un (n, ε)
separado.
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Se tiene como antes r(K,n, ε) ≤ s(K,n, ε) ≤ r(K,n, ε/2).
(c)

h(K,T ) := ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

1

n
log r(K,n, ε) = ĺım

ε→0
ĺım inf
n→∞

1

n
log s(K,n, ε)

(d)

htop(T ) := sup {h(K,A) : K ⊂ X es compacto} .

Lema 3.6. Sea A como en el Teorema 3.8. Sean µ la medida de Lebesgue y ‖‖
una norma en RN . Sean

B‖‖(0; ε) =
{
x ∈ RN : ‖x‖ < ε

}
, Bn(0, ε, A) =

n−1⋂
i=0

A−iB‖‖(0; ε).

Entonces

htop(A) = ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
log µ(Bn(0, ε, A))

]
.

Demostración. Si F es un (n, ε) generador para K ⊂ RN compacto,

K ⊂
⋃
x∈F

Bn(x, 2ε, A) =
⋃
x∈F

x+Bn(0, 2ε, A).

Aśı µ(K) ≤ (#F )µ(Bn(0, 2ε, A)), y entonces

r(K,n, ε) ≥ µ(K)/µ(Bn(0, 2ε, A).

Por lo tanto, cuando µ(K) > 0

h(K,A) ≥ ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
log µ(Bn(0, ε, A))

]
.

Si q es suficientemente grande K ⊂ Kq := [−q, q]N . Si E ⊂ K es (n, ε) separado
entonces

⋃
x∈E Bn(x, ε/2, A) es unión disjunta y está contenida en Kq+ε. Aśı

s(K,n, ε)µ(Bn(0, ε/2, A)) ≤ 2N(q + ε)N ,

y luego

ĺım sup
n→∞

1

n
log s(K,n, ε) ≤ ĺım sup

n→∞

[
− 1

n
log µ(Bn(0, ε/2, A))

]
,

h(K,A) ≤ ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

[
− 1

n
log µ(Bn(0, ε, A))

]
.

Aśı htop(A) = h(K,A) para cualquier compacto con µ(K) > 0. �

Lema 3.7. Sean A, Ã como en el Teorema 3.8. Entonces

htop(A) = htop(Ã)
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Demostración. Sea q < 1
2

Sea 0 < ε < mı́n(1, ‖A‖−1). Supongamos que E ⊂
Kq es (n, ε) separado. Entonces π(E) es (n, ε) separado para Ã. En efecto si x, y ∈
E y π(x) 6= π(y) entonces x 6= y. Sea i0 tal que ‖Ai(x − y)‖ ≤ ε si i ≤ i0 y
‖Ai0+1(x− y)‖ > ε. Entonces

‖Ai0+1(x− y)‖ ≤ ‖A‖‖Ai0(x− y‖ ≤ ‖A‖ε < 1.

y aśı d(Ãi0+1π(x), Ãi0+1π(y) = ‖Ai0+1(x− y)‖ > ε. Luego s(Kq, n, ε) ≤ sÃ(n, ε), de

donde hKq(A) ≤ htop(Ã).

Sea Ẽ un (n, ε) separado para Ã. Sea E = π−1(E)∩[−1
2
, 1

2
[N . Entonces E es (n, ε)

separado paraK 1
2

porque si ‖Ai(x)−Aiy‖ ≤ ε x, y ∈ E, entonces d(Ãiπ(x), Ãi(π(y)) ≤
ε. Aśı sÃ(n, ε) ≤ s(K 1

2
, n, ε) y entonces htop(Ã) ≤ h(K 1

2
, A). �

Teorema 3.9. Sean A, Ã como en el Teorema 3.8. Sean λ1, . . . , λN los eigen-
valores de A. Entonces

htop(Ã) =
∑
|λi|>1

log |λi| .

Demostración. Descompongamos RN = F1 ⊕ F2 tal que A(Fi) ⊂ Fi, los ei-
genvalores de A1 = A | F1 tienen módulo > 1 y los eigenvalores de A2 = A | F2

tienen módulo ≤ 1 Eligiendo una base en Fi podemos suponer Fi = Rpi Sea mi la
medida de Lebesgue en Fi y sea m = m1 ×m2 la medida de Lebesgue en RN . Sea
‖‖i norma en F i, entonces

‖(x1, x2)‖ = máx(‖x1‖ , ‖x2‖)

define una norma en RN . Por el Lema 3.6

htop(A) = ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

1

n
[− logm1(Bn(0, ε, A1))− logm2(Bn(0, ε, A2))] .

Se tiene que

m1(Bn(0, ε, A1)) ≤ m1(A1−n
1 B||||1(0, ε)) = |detA1|1−nm1(B||||1(0, ε))

m2(Bn(0, ε, A2)) ≤ m2(B||||2(0, ε)).

Por lo tanto

1

n
[− logm1(Bn(0, ε, A1))− logm2(Bn(0, ε, A2))]

≥ (n− 1)

n
log |detA1| −

1

n
logm(B||||(0, ε)),

htop(A) ≥ log |detA1| =
∑
|λi>1|

log |λi| .



4. ENTROPÍA DE LOS AUTOMORFISMOS TORALES 63

Para probar la desigualdad opuesta escribamos RN = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek tal que
A(Ej) ⊂ Ej y todos los eigenvalores de Aj = A | Ej tienen el mismo módulo µj.
Aśı A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ak y entonces

htop(A) ≤ htop(A1) + · · ·+ htop(Ak).

Demostrando htop(Aj) ≤ máx {0, (dimEj) log µj}, tendremos

htop(A) ≤
∑
µj>1

(dimEj) log µj =
∑
|λi>1|

log |λi| .

Resta pues, demostrar el siguiente

Lema 3.8. Sea A : RP ←↩ lineal tal que todos sus eigenvalores tienen el mismo
módulo µ, entonces

htop(A) ≤ máx {0, P log µ} .

Demostración. Si ‖A‖ ≤ 1, un (1, ε) generador para un compacto K es tam-
bién un (n, ε) generador. Aśı r(K,n, ε) ≤ r(K, 1, ε), luego h(K,A) = 0 y aśı

htop(A) = 0 = máx {0, P log ‖A‖} .

Si ‖A‖ > 1, sean K = K1 y c = máx {‖x‖ : x ∈ K}.
Para 0 < δ < 1, sea F (δ) = {δ(n1, . . . , nP ) ∈ K : ni ∈ Z}.
Si N = [2/δ], #F (δ) ≤ (N + 1)P < (3/δ)P .
Como ∀y ∈ K ∃x ∈ F (δ) tal que ‖x−y‖ < cδ, se tiene que F (δ) es un (n, ‖A‖ncδ)

generador para K ya que∥∥Aix− Aiy∥∥ ≤ ∥∥Ai∥∥ ‖x− y‖ ≤ ‖A‖n ‖x− y‖
si 0 ≤ i ≤ n. Sea ε > 0, tomemos δ = ε‖A‖−n/c < 1 para n suficientemente grande.
Entonces

r(K,n, ε) ≤ #F (δ) ≤ (3‖A‖nc/ε)P ,

ĺım sup
n→∞

1

n
log r(K,n, ε) ≤ ĺım sup

n→∞
P

[
log ‖A‖+

1

n
log(3c/ε)

]
= P log ‖A‖,

htop(A) ≤ P log ‖A‖ = máx {0, P log ‖A‖} .
Aplicando esta desigualdad a An y utilizando la Proposición 3.8

htop(A) =
1

n
htop(An) ≤ máx

{
0, P log ‖An‖

1
n

}
.

Como ĺımn→∞ ‖An‖
1
n = radio espectral de A = µ, tenemos

htop(A) ≤ máx {0, P log µ}

�

�
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5. Presión topológica

Sean X espacio métrico compacto, T : X ←↩ continua y ϕ ∈ C(X). Definimos

Snϕ(x) =
n−1∑
i=0

ϕ(T ix)

rT (ϕ, n, ε) := ı́nf

{∑
x∈E

eSnϕ(x) : E es (n, ε)-generador

}
(3.11)

sT (ϕ, n, ε) := sup

{∑
x∈E

eSnϕ(x) : E es (n, ε)-separado

}
(3.12)

Se tiene

rT (ϕ, n, ε) ≤ exp(‖Sn(ϕ)‖)rT (n, ε)

y aśı

rT (ϕ, ε) = ĺım sup
n→∞

1

n
log rT (ϕ, n, ε) ≤ ‖ϕ‖+ rT (ε) <∞

Definimos la presión topológica de ϕ como

P (ϕ) = PT (ϕ) = ĺım
ε→0

rT (ϕ, ε).

Sea sT (ϕ, ε) = ĺım sup
n

1

n
log sT (ϕ, n, ε).

Dado C ⊂ X no vaćıo denotamos Snϕ(C) = sup
x∈C

Snϕ(x). Dada una cubierta U

de X definimos la sucesión

(3.13) pT (ϕ, n,U) := ı́nf

{∑
V ∈V

eSnϕ(V ) : V es subcubierta finita de
n−1∨
i=1

T−iU

}
Proposición 3.15. La sucesión log pT (ϕ, n,U) es subaditiva.

Demostración. Si Vn,Vm son subcubiertas de
n−1∨
i=1

T−iU y
m−1∨
i=1

T−iU respecti-

vamente, entonces Vn ∨ T−nVm es subcubierta de
n+m−1∨
i=1

T−iU y∑
V ∈Vn,W∈Vm

eSn+mϕ(V ∩T−nW ) ≤
∑
V ∈Vn

eSnϕ(V )
∑
W∈Vm

eSnϕ(V ).

Por lo tanto pT (ϕ, n+m,U) ≤ pT (ϕ, n,U) pT (ϕ,m,U). �

Definimos

pT (ϕ,U) := ĺım
n→∞

1

n
log pT (ϕ, n,U).
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Lema 3.9. El ĺımite ĺım
diamU→0

pT (ϕ,U) existe, o sea que hay un pT (ϕ) ∈ [0,∞] tal

que para cualquier sucesión de cubiertas (Uk) con diamUk → 0 se tiene

pT (ϕ) = ĺım
k
pT (ϕ,Uk).

Demostración. Sean (Uk)k, (Vk)k sucesiones con diámetros convergiendo a
cero. Dado ε > 0 fijemos δ > 0 tal que si d(x, y) < δ entonces |ϕ(x) − ϕ(y)| < ε.
Fijemos k suficientemente grande tal que diamUk < δ y sea ρ > 0 el número de
Lebesgue de Uk. Para l suficientemente grande diamVl < ρ, y aśı todo V ∈ Vl
esta contenido en algún U ∈ Uk. Por consiguiente, para cualquier n ∈ N todo
V ∈

∨n−1
i=1 T

−iVl esta contenido en algún U ∈
∨n−1
i=1 T

−iUk y como diamUk < δ
tenemos que Snϕ(U) ≤ nε+ Snϕ(V ). Luego

pT (ϕ, n,Uk) ≤ enεpT (ϕ, n,Vl)

y por lo tanto pT (ϕ,Uk) ≤ ε + pT (ϕ,Vl). Haciendo tender primero l → ∞ y luego
k →∞ obtenemos

ĺım sup
k

pT (ϕ,Uk) ≤ ε+ ĺım inf
l

pT (ϕ,Vl)

Como ε > 0 es arbitrario, se sigue que

ĺım sup
k

pT (ϕ,Uk) ≤ ĺım inf
l

pT (ϕ,Vl)

Ahora intercambiemos los papeles de (Uk)k y (Vk)k. �

Proposición 3.16.

1. Sea U cubierta con diamU < ε entonces

rT (ϕ, n, ε) ≤ sT (ϕ, n, ε) ≤ pT (ϕ, n,U)

de donde PT (ϕ) ≤ ĺım
ε→0

sT (ϕ, ε) ≤ pT (ϕ)

2. PT (ϕ) = ĺım
ε→0

sT (ϕ, ε) = pT (ϕ) = ĺım
ε→0

ĺım inf
n

1

n
log rT (ϕ, n, ε)

3. Para m ∈ N, PTm(Smϕ) = mPT (ϕ)

Demostración. 1. Si E es un (n, ε)-separado de cardinalidad máxima, entonces
es un (n, ε)-generador y aśı

rT (ϕ, n, ε) ≤
∑
x∈E

eSnϕ(x) ≤ sT (ϕ, n, ε).

Si E es un (n, ε)-separado y V es una subcubierta de
∨n−1
i=1 T

−iU , definimos una
función inyectiva φ : E → V tal que x ∈ φ(x). Por lo tanto∑

x∈E

eSnϕ(x) ≤
∑
V ∈V

eSnϕ(V )
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Tomando el supremo sobre los E y el ı́nfimo sobre las V , obtenemos

sT (ϕ, n, ε) ≤ pT (ϕ, n,U).

2. Para todo δ < 0 existe ε0 < 0 tal que si 0 < ε < ε0 y d(x, y) < ε entonces
|ϕ(x)− ϕ(y)| < δ.

Sea U una cubierta con diamU < ε y sea ρ un número de Lebesgue de U .
Sea E es un (n, ρ)-generador. Para cada x ∈ E, 0 ≤ i < n existe Ux,i ∈ U tal

que Bρ(T
ix) ⊂ Ux,i. Denotamos V (x) =

⋂n−1
i=0 Ux,i. Como E es un (n, ρ)-generador,

V = {V (x) : x ∈ E} es una sucubierta de
∨n−1
i=1 T

−iU . Además, ya que diamUi,x < ε,
para todo x ∈ E tenemos

Snϕ(V (x)) ≤ nδ + Snϕ(x)∑
V ∈V

eSnϕ(V ) ≤ enδ
∑
x∈E

eSnϕ(x)

De donde pT (ϕ, n,U) ≤ enδrT (ϕ, n, ρ) para todo n ∈ N y por consiguiente

pT (ϕ,U) ≤ δ + ĺım inf
n

1

n
log rT (ϕ, n, ρ).

Haciendo tender primero ρ→ 0 y luego ε→ 0 tenemos

pT (ϕ) ≤ δ + ĺım
ρ→0

ĺım inf
n

1

n
log rT (ϕ, n, ρ)

para cualquie δ > 0 y aśı

pT (ϕ) ≤ ĺım
ρ→0

ĺım inf
n

1

n
log rT (ϕ, n, ρ)

3. Si F es un (nm, ε) generador de cardinalidad mı́nima para T , entonces F es
un (n, ε) generador para Tm. Aśı rTm(Smϕ, n, ε) ≤ rT (ϕ, nm, ε) y luego

PTm(Smϕ) ≤ mPT (ϕ).

Dado ε > 0 escogemos δ > 0 tal que d(T ix, T iy) < ε si i < m y d(x, y) <
δ. Si F es (n, δ) generador para Tm, entonces F es (nm, ε) generador para T .
Aśı rTm(Smϕ, n, δ) ≥ rT (ϕ, nm, ε) y luego

PTm(Smϕ) ≥ rTm(Smϕ, δ) ≥ m ĺım inf
n

1

n
log rT (ϕ, n, ε).

Haciendo tender ε a cero tenemos PTm(Smϕ) ≥ mPT (ϕ) �

Tenemos el Lema análogo al Lema 3.5

Lema 3.10. Sean X espacio métrico compacto y T : X ←↩ continua, ϕ ∈ C(X).
Dados ε > 0, n ∈ N, sea En un conjunto (n, ε) separado. Consideremos las medidas

µn =

(∑
y∈En

eSnϕ(y)

)−1 ∑
x∈En

eSnϕ(x)δx y νn =
1

n

n−1∑
k=0

µn ◦ T−k.
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Entonces existe un punto de acumulación µ ∈MT (X) de {νn} tal que

(3.14) hµ(T ) +

∫
ϕdµ ≥ ĺım sup

n→∞

1

n
log

∑
x∈En

eSnϕ(x).

Demostración. Sea nj tal que

ĺım
j→∞

1

nj
log

∑
x∈Enj

exp(Snjϕ(x)) = ĺım sup
n→∞

1

n
log

∑
x∈En

exp(Snϕ(x))

y la subsucesión {νnj} converge a una µ ∈ M(X) que por construcción es T -
invariante. Sea P la partición dada por la Proposición 3.13 . Entonces cada átomo
P de Pn =

∨n−1
i=0 T

−iP contiene a lo más un punto de En y µ(∂P ) = 0. Aśı

Hµn

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
+ n

∫
ϕdνn = Hµn

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
+

∫
Sn(ϕ) dµn

=
∑
x∈En

−µn({x}) log µn({x}) + µn({x})Snϕ(x)

=
∑
x∈En

− eSnϕ(x)∑
y∈En

eSnϕ(y)

[
Snϕ(x)− log

n∑
y∈En

eSnϕ(y)

]
+

eSnϕ(x)∑
y∈En

eSnϕ(y)
Snϕ(x)

= log
∑
x∈En

eSnϕ(x)(3.15)

Por (3.6) en la prueba del Lemma 3.5 y (3.15)

Hνn(
m−1∨
i=0

T−iP) +m

∫
ϕdνn ≥

m

n
(Hµn(

n−1∨
i=0

T−iP) + n

∫
ϕdνn)− 2m2

n
log(#P)

≥ m

n
log

∑
x∈En

eSnϕ(x) − 2m2

n
log(#P)(3.16)

Poniendo n = nj y tomando ĺımite cuando j →∞ tenemos

1

m
Hµ(

m−1∨
i=0

T−iP) +

∫
ϕdµ ≥ ĺım sup

n→∞

1

n
log

∑
x∈En

eSnϕ(x)

y aśı

hµ(T,P) +

∫
ϕdµ ≥ ĺım sup

n→∞

1

n
log

∑
x∈En

eSnϕ(x).

�

Tenemos la siguiente versión del Princio Variacional para la presión
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Teorema 3.10. Sean X espacio métrico compacto, T : X ←↩ continua, ϕ ∈
C(X). Entonces

PT (ϕ) = sup{hµ(T ) +

∫
ϕdµ : µ ∈MT (X)}

Demostración. I) Sea µ ∈ MT (X). Sea P = {P1, . . . , Pk} una partición de
(X,A, µ). Dado ε ∈ (0, 1/k log k) escojamos compactos Bi ⊂ Pi, i = 1, . . . , k tales
que µ(Pi \Bi) < ε. Sean

B0 = X \
k⋃
i=1

Bi, B = {B0, B1, . . . , Bk}.

Entonces tenemos (3.10)

hµ(T,P) ≤ hµ(T,B) +Hµ(P | B) < hµ(T,B) + 1.

Sea d = mı́n
1≤i,j≤k

d(Bi, Bj) y sea δ ∈ (0, d/2) tal que |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ 1 si d(x, y) < δ.

Para cada B ∈
n−1∨
i=0

T−iB, existe xB ∈ B tal que Snϕ(xB) = Sn(B). Para E un

conjunto (n, δ)-generador cualquiera sea yB ∈ E tal que d(T i(xB), T i(yB)) < δ
para 0 ≤ i ≤ n y entonces |Snϕ(xB) − Snϕ(yB)| ≤ n. Sean A =

∑
B e

Snϕ(xB),
bB = eSnϕ(xB)/A. Por la convexidad de φ, tenemos

Hµ

(
n−1∨
i=0

T−iB

)
+

∫
Snϕdµ ≤

∑
B

µ(B)(− log µ(B) + Snϕ(xB))

= −A
∑
B

bBφ(µ(B)e−Snϕ(xB)) ≤ −Aφ(
∑
B

bBµ(B)e−Snϕ(xB))(3.17)

= −Aφ(A−1) = logA ≤ log
∑
B

eSnϕ(yB)+n = n+ log
∑
B

eSnϕ(yB).

Ya que δ < d/2 tenemos que #{B ∈
∨n−1
i=0 T

−iB : yB = x} ≤ 2n para todo x ∈ E.
Aśı, se sigue de (3.17) que

1

n
Hµ

(
n−1∨
i=0

T−iB

)
+

∫
ϕdµ ≤ 1 + log 2 +

1

n
log
∑
x∈E

e−Snϕ(x).

Entonces

hµ(T,P) +

∫
ϕdµ ≤ hµ(T,B) + 1 +

∫
ϕdµ ≤ 2 + log 2 + PT (ϕ)

como P es arbitrario

(3.18) hµ(T ) +

∫
ϕdµ ≤ 2 + log 2 + PT (ϕ)
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para todo T, ϕ. Aplicando (3.18) a T n, Snϕ tenemos

n

(
hµ(T ) +

∫
ϕdµ

)
≤ 2 + log 2 + PTn(Snϕ) = 2 + log 2 + nPT (ϕ).

de donde se sigue que

sup{hµ(T ) +

∫
ϕdµ : µ ∈MT (X)} ≤ PT (ϕ).

II) Sea δ > 0. Sean ε > 0, n ∈ N. Sea En un conjunto (n, ε) separado tal que∑
x∈E

e−Snϕ(x) > sT (ϕ, n, ε)e−δ. Por el Lema 3.10, hay una medida µ ∈MT (X) tal que

hµ(T ) +

∫
ϕdµ ≥ ĺım sup

n→∞

1

n
log

∑
x∈En

eSnϕ(x) = ĺım sup
n→∞

1

n
log sT (ϕ, n, ε).

Aśı,

sup{hµ(T ) +

∫
ϕdµ : µ ∈MT (X)} ≥ PT (ϕ).

�

6. Entroṕıa y descomposición ergódica

Proposición 3.17. Sean X espacio métrico compacto, T : X ←↩ continua. Sean
µ ∈MT (X) y P partición finita tales que µ(∂P ) = 0 ∀P ∈ P. Entonces la funcional
MT (X)→ R, ν 7→ hν(T,P) es semicontinua superior en µ.

Demostración. Para todo átomo de Q de
n−1∨
i=0

T−iP tenemos µ(∂Q) = 0. Si

νm → µ en MT (x) entonces

ĺım
m→∞

Hνm

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
= Hµ

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
.

Aśı ν → Hν

(
n−1∨
i=0

T−iP
)

es continua en µ. Como

hν(T,P) = ı́nf
n

1

n
Hν

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
,

tenemos que ν 7→ hν(T,P) es semicontinua superior en µ. �

Corolario 3.11. Supongamos que hay una partición finita P tal que µ(∂P ) =
0 ∀P ∈ P y

∨∞
n=0 T

nP = A, entonces la funcional ν → hν(T ) es semicontinua
superior en µ.

Demostración. Por el corolario 3.3, hν(T ) = hν(T,P). �
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Proposición 3.18. La funcional ν → hν(T ) es af́ın, o sea que ∀µ, ν ∈MT (X),
t ∈ [0, 1], tenemos

htµ+(1−t)ν(T ) = thµ(T ) + (1− t)hν(T )

Demostración. Por la convexidad de φ para cualquier B ∈ A
φ(tµ(B) + (1− t)ν(B)) ≤ tφ(µ(B)) + (1− t)φ(ν(B))

También

tφ(µ(B)) + (1− t)φ(ν(B))− φ(tµ(B) + (1− t)ν(B))

= tµ(B) log µ(B) + (1− t)ν(B) log ν(B)

− [tµ(B) + (1− t)ν(B)] log(tµ(B) + (1− t)ν(B)) =

tµ(B) log

[
µ(B)

tµ(B) + (1− t)ν(B)

]
+ (1− t)ν(B) log

[
ν(B)

tµ(B) + (1− t)ν(B)

]
≤ −tµ(B) log t− (1− t)ν(B) log(1− t)

Aśı, para cualquier particion P tenemos

Htµ+(1−t)ν(T ) ≥ tHµ(T ) + (1− t)Hν(T )

Htµ+(1−t)ν(T ) ≥ tHµ(T ) + (1− t)Hν(T )− φ(t)− φ(1− t)
lo que implica

(3.19) htµ+(1−t)ν(T,P) = thµ(T,P) + (1− t)hν(T,P)

y luego
htµ+(1−t)ν(T ) ≤ thµ(T ) + (1− t)hν(T )

Si Q es otra partición, se sigue de (3.19) que

htµ+(1−t)ν(T,P ∨Q) = thµ(T,P) + (1− t)hν(T,Q)

y entonces
htµ+(1−t)ν(T ) ≥ thµ(T ) + (1− t)hν(T ).

�

Teorema 3.12. Sea X espacio métrico compacto. Sean m ∈ MT (X) y µm su
decomposición ergódica. Entonces

hm(T ) =

∫
Merg(T )

hν(T )dµm(ν)

Deduciremos este Teorema de un resultado general sobre transformaciones afines
en el espacioMT (X). Sea W una probabilidad en la σ-álgebra de Borel deMT (X).
El baricentro de W es la probabilidad barW en X dada por∫

X

ϕd barW =

∫
MT (X)

(∫
X

ϕdν

)
dW (ν)
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Teorema 3.13. Sean H :MT (X) → R un funcional af́ın, no negativo y semi-
contnuo superiormente y W una probabilidad en la σ-álgebra de Borel de MT (X).
Entonces,

H(barW ) =

∫
MT (X)

H(ν)dW (ν)

Prueba del Teorema 3.12 usando el Teorema 3.13.

Lema 3.11. Para toda partición finita P se tiene

hm(T,P) =

∫
MT (X)

hν(T,P)dµm(ν)

Demostración. El Teorema 2.6 dice que m es el baricentro de su descomposi-
ción ergódica µm. El funcional H :MT (X)→ R dado por H(ν) = hν(T,P) es af́ın
y no negativo. Para aplicar el Teorema 3.13 resta verificar que H es semicontinuo
superiormente.

Primero suponemos que X = [k]N, que T es el corrimiento σ y que P es la
partición al tiempo cero {C(0; 0), . . . , C(0; k − 1)} cuyos elementos son abiertos y
cerrados y por lo tanto ∂Q = ∅ para todo Q ∈ P . Por la Proposición 3.17 tenemos
que H es semicontinuo superior y aśı aplicamos el Teorema 3.13 para obtener

hm(T,P) = H(barµm) =

∫
MT (X)

H(ν)dµm(ν) =

∫
MT (X)

hν(T,P)dµm(ν)

Ahora tratamos el caso general reduciendolo al caso anterior. Dada la partición
finita P , consideremos Σ = PN definamos f : X → Σ mediante f(x) = (P(T nx))n∈N
de tal forma que f ◦ T = σ ◦ f donde σ : Σ ←↩ es el corrimiento. Por lo tanto, si
ν ∈ MT (X) entonces ν ′ = f∗ν ∈ Mσ(Σ). Además si ν es ergódica entonces ν ′ es
ergódica pues si B′ = σ(B′) y B = f−1(B′), entonces B = T−1(B) y aśı ν ′(B′) =
ν(B) = 0, 1.

Por construcción P = f−1(P ′) donde P ′ es la partición al tiempo cero. Más

generalmente,
n−1∨
i=0

T−iP = f−1

(
n−1∨
i=0

T−iP
)

y aśı

Hν

(
n−1∨
i=0

T−iP

)
= Hν′

(
n−1∨
i=0

σ−iP ′
)

hν(T,P) = hν′(σ,P ′)(3.20)

Sean m′ = f∗m, µ′m = (f∗)∗µm. Para ψ : Σ→ R Borel medible tenemos∫
Σ

ψdm′ =

∫
X

ψ ◦ fdm =

∫
MT (X)

(∫
X

ψ ◦ fdν
)
dµm(ν)

=

∫
MT (X)

(∫
Σ

ψd(f∗ν)
)
dµm(ν) =

∫
Mσ(Σ)

(∫
Σ

ψdν ′
)
dµ′m(ν ′)
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Lo que significa que µ′m es la decomposición ergódica de m′. Entonces, de acuerdo
con el caso anterior y (3.20)

hm(T,P) = hm′(σ,P ′) =

∫
Mσ(Σ)

hν′(σ,P ′)dµ′m(ν ′) =

∫
MT (X)

hν(T,P)dµm(ν)

�

Prosiguiendo con la prueba del teorema 3.12 consideremos una sucesión creciente
de particiones finitas P1 ≺ P2 ≺ · · · de X tal que el diámetro de Pn(x) converge a
cero para todo x ∈ X. Tal sucesión puede construirse a partir de bolas centradas en
puntos de un subconjunto denso numerable, con radios convergiendo a cero. Por el
Lema 3.11

(3.21) hµ(T,Pn) =

∫
MT (X)

hν(T,Pn)dνm(ν).

Para cualquier ν ∈ MT (x) la sucesión hν(T,Pn) no decrece y por el Corolario 3.5
su ĺımite es hν(T ). Usando el teorema de la convergencia monótona podemos pasar
al ĺımite en (3.21) para obtener

hµ(T ) =

∫
MT (X)

hν(T )dνm(ν).

�

Lema 3.12. Sea : M(X) → R funcional af́ın no negativo y sean νi ∈ M(x),

ti ≥ 0, i ∈ N tales que
∞∑
i=1

ti = 1. Entonces

H(
∞∑
i=1

tiνi) ≥
∞∑
i=1

tiH(νi)

Demostración. Sea sn =
n∑
i=1

ti; si sn < 1 tome ηn =
∑
i>n

tiνi/(1 − sn) y si no

tome ηn cualquier probablidad. Entonces
∞∑
i=1

tiνi =
n∑
i=1

tiνi + (1− sn)ηn.

Como H es af́ın, para cualquier n

H(
∞∑
i=1

tiνi) =
n∑
i=1

tiH(νi) + (1− sn)H(ηn) ≥
n∑
i=1

tiH(νi).

Ahora hacemos tender n a infinito �

Corolario 3.14. Si H :MT (X)→ R es un funcional af́ın no negativo entonces
está acotado.
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Demostración. Si H no está acotado existen νi ∈MT (X) tales que H(νi) ≥ 2i

para todo i ∈ N. Entonces

H(
∞∑
i=1

2iνi) ≥
∞∑
i=1

2iH(νi) =∞

�

Prueba del Teorema 3.13. Sea µ = barW . Como H se semicontinuo supe-
riormente para todo ε > 0, hay una δ tal que H(η) < N(ν) + ε si d(η, ν) < δ.
También para cada ν ∈MT (X) hay una vecindad V (ν) contenida en Bδ(ν) = {η ∈
MT (X) : d(η, ν) < δ} tal que si η ∈ V (ν) entonces H(η) < N(ν) + ε. La colección
de tales vecindades es una cubierta abierta de MT (X), por lo tanto hay una sub-
cubierta finita V (νi), i = 1, . . . , n. Consideremos la particion de MT (X) definida
inductivamente por P1 = V (ν1), Pi = V (νi) \

⋃
j<i Pi.

d(
n∑
i=1

W (Pi)νi, µ) =
∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ ∫ gjdµ−

n∑
i=1

W (Pi)

∫
gjdνi

∣∣∣
=
∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ n∑
i=1

∫
Pi

(∫
gjdη −

∫
gjdνi

)
dW (η)

∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫
Pi

∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ ∫ gjdη −

∫
gjdνi

∣∣∣dW (η)

=
n∑
i=1

∫
Pi

d(η, νi)dW (η) < δ
n∑
i=1

W (Pi) = δ

Por lo tanto
n∑
i=1

W (Pi)H(νi) = H(
n∑
i=1

W (Pi)νi) < H(µ) + ε

Por otro lado∫
H(η)dW (η)−

n∑
i=1

W (Pi)H(νi) =
n∑
i=1

∫
Pi

(H(η)−H(νi))dW (η)

<
n∑
i=1

εW (Pi) = ε

Sumando las dos últimas desigualdades
∫
H(η)dW (η) < H(µ) + 2ε. Como ε > 0 es

arbitrario,
∫
H(η)dW (η) ≤ H(µ)

Para probar la otra desigualdad considere cualquier sucesión (Pn)n de particiones
finitas de MT (X) tal que el diámetro de Pn(ν) converge a cero, cualquiera que sea
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ν ∈ MT (X). Para n fijo consideremos la probabilidad condicional WP para cada
P ∈ Pn,

WP (A) =
W (A ∩ P )

W (A)
,

siendo claro que W =
∑
P∈Pn

W (P )WP . Como el baricentro es una función af́ın

µ = barW =
∑
P∈Pn

W (P ) barWP

y por lo tanto

H(µ) =
∑
P∈Pn

W (P )H(barWP )

la cual, definiendo Hn(ν) = H(barWPn(ν))), puede ser reescrita en la forma:

(3.22) H(µ) =

∫
Hn(ν)dW (ν).

Por el Corolario 3.14, Hn(ν) ≤ supH <∞.
Para ν fijo, como H es semicontinuo superiormente, dado ε > 0 existe δ > 0

tal que si d(η, ν) < δ entonces H(η) < H(ν) + ε. Ya que diamPn(ν) converge a
cero, para n suficientemente grande tenemos que Pn(ν) ⊂ Bδ(ν). Suponiendo que
W (Pn(ν)) > 0 tenemos que WPn(ν)(Bδ(ν)) = 1 para n suficientemente grande.
Entonces

d(barWPn(ν), ν) =
∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ ∫ gjd barWPn(ν) −

∫
gjdν

∣∣∣
=
∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ ∫ (∫ gjdη −

∫
gjdν

)
dWPn(ν)(η)

∣∣∣
≤
∫
Bδ(ν)

∞∑
j=1

2−j
∣∣∣ ∫ gjdη −

∫
gjdν

∣∣∣dWPn(ν)(η)

≤
∫
Bδ(ν)

d(η, ν)dWPn(ν)(η) < δWPn(ν)(Bδ(ν)) = δ

Por lo tanto Hn(ν) ≤ H(ν) + ε para n suficientemente grande. Aśı

ĺım sup
n

Hn(ν) ≤ H(ν).

Aplicando el lema de Fatou a supH −Hn tenemos

ĺım sup
n

∫
Hn(ν)dW (ν) ≤

∫
ĺım sup

n
Hn(ν)dW (ν) ≤

∫
H(ν)dW (ν)
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que junto con (3.22) implica

H(µ) ≤
∫
H(ν)dW (ν).

�

7. Jacobianos

Sean (X,A) espacio medible y T : X ←↩ medible. Diremos que T es localmente
invertible si existe una cubierta numerable {Uk : k ≥ 1} de X por conjuntos en A
tal que T |Uk es inyectiva con T (Uk) ∈ A y su inversa Sk : T (Uk) → Uk es medible.
Los Uk se llaman dominios de inyectividad. Note que si A ∈ A es cualquier dominio
de inyectividad entonces T (A) ∈ A y ∀y ∈ X, T−1(y) es numerable.

Sea η una probabilidad no necesariamente T -invariante. Una función medible
g : X → [0,∞) es un jacobiano de T respecto a η si su restrición a cualquier
dominio de inyectividad A ∈ A es η-integrable y

η(T (A)) =

∫
A

gdη.

Decimos que la medida η no es singular para la transformación T si para cualquier
dominio de inyectividad A con η(A) = 0 se tiene η(T (A)) = 0.

Proposición 3.19. Sea T : X ←↩ una transformación localmente invertible y
sea η una medida en (XA), no singular para T . Entonces, existe un jacobiano de T
con respecto a η y dos jacobianos cualesquiera coinciden η-c.t.p.

Demostración. Para una cubierta {Uk : k ≥ 1} de X por dominios de inyec-
tividad de T , definimos una partición de Xpor dominios de inyectividad mediante
P1 = U1, Pk = Uk \ (U1 ∪ · · · ∪Uk−1), k > 1. En cada Pk definimos la medida ηk por
ηk(A) = η(T (A)). Como η no es singular para T , ηk << η|Pk. Sea gk la derivada de
Radon-Nykodim de ηk respecto a η|Pk, por lo que

η(T (A)) =

∫
A

gk dη

para cualquier A ⊂ Pk medible. Definamos ahora g : X → [0,∞) por g|Pk = gk. Es
claro que g es un jacobiano de T respecto a η.

Sea h otro jacobiano de T respecto a η y supongamos que η({x : g(x) 6= h(x)}) >
0. Permutando los papeles de h y g si es necesario, para algún k ≥ 1 tenemos que si
Bk = {x ∈ Pk : g(x) < h(x)}, η(Bk) > 0. Entonces

η(T (Bk)) =

∫
Bk

gk dη <

∫
Bk

hk dη = η(T (Bk))

�
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Denotaremos por JηT al jacobiano de T com respecto a η.
Si #T−1(y) ≤ l entonces∫

JηT dη =
∑
k

∫
Pk

JηT dη =
∑
k

η(T (Pk)) ≤ l

Teorema 3.15. Sea T : X → X una transformación localmente invertible y sea
µ probabilidad T -invariante. Suponga que existe alguna partición finita o numerable
por dominios de inyectividad tal que A =

∨∞
i=0 T

−iP. Entonces

hµ(T ) =

∫
log JµT dµ.

Demostración. Denotando Qn =
n∨
i=1

T−iP , por la Proposición 3.2 (e) y el

Corolario 3.3 tenemos

hµ(T ) = hµ(T,P) = ĺım
n
Hµ(P | Qn).

Por la Observación 3.1 (c)

(3.23) Hµ(P | Qn) = −
∑
P∈P

∫
φ ◦ Eµ(χP | Qn) dµ.

Para terminar la demostración utilizaremos los siguientes Lemas que demostraremos
después.

Lema 3.13. Sea Q1 ≺ Q2 ≺ · · · sucesión creciente de particiones numerables.
Dada ψ : X → R medible y acotada, el ĺımite e[ψ] = ĺım

n
Eµ(ψ | Qn) existe µ-c.t.p.

Lema 3.14. Sean ψ : X → R medible, acotada y η una probabilidad T -invariante.
Entonces

e[ψ] = ψ̂ ◦ T, η − c.t.p., donde ψ̂(y) =
∑

z∈T−1(y)

ψ

JηT
(z)

De (3.23) obtenemos por el Teorema de la Convergencia dominada

hµ(T ) = −
∑
p∈P

∫
φ ◦ e[χP ] dµ

Como T |P es inyectiva ∀P ∈ P , #(P ∩ T−1(y)) = 0, 1. Por el Lema 3.14, e[χP ] =
χ̂P ◦ T donde

χ̂P (y) =

{
1/JµT ((T |P )−1(y)) y ∈ T (P )

0 y /∈ T (P )

Entonces∫
φ ◦ e[χP ] dµ =

∫
φ ◦ χ̂P dµ = −

∫
T (P )

log Jµ
Jµ

◦ (T |P )−1 dµ = −
∫
P

log Jµ dµ
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y por lo tanto

hµ(T ) =
∑
P∈P

∫
P

log Jµ dµ =

∫
log Jµ dµ

�

Demostración del Lema 3.13. Primero suponga que ψ ≥ 0. Para α < β sea

S(α, β) = {x ∈ X ĺım inf
n

Eµ(ψ, | Qn)(x) < α < β < ĺım supEµ(ψ | Qn)(x).

El conjunto de puntos donde ĺımite e[ψ] existe es Xψ = X \
⋃

α,β∈Q
S(α, β).

Para probar que µ(Xψ) = 1 basta probar que µ(S(α, β)) = 0 para todo α < β.
Para α, β fijos escribimos S = S(α, β). Dado x ∈ S, tome una sucesión de enteros

1 ≤ nx1 < mx
1 < · · · < nxi < mx

i < · · · tales que

Eµ(ψ | Qnxi )(x) < α,Eµ(ψ | Qmxi )(x) > β ∀i ≥ 1

Defina Ai(x) = Qnxi (x), Bi(x) = Qnxi (x), Ai =
⋃
x∈S

Ai(x), Bi =
⋃
x∈S

Bi(x).

Por construcción S ⊂ Ai+1 ⊂ Bi ⊂ Ai para todo i ≥ 1. En particular

S ⊂ S̃ =
∞⋂
i=1

Ai =
∞⋂
i=1

Bi

Como la sucesión Qn, n ≥ 1, es creciente, dados dos cualesquiera de los conjuntos
Ai(x) que formam Ai, ó son disjuntos o uno de ellis está contenido en el otro.
Entonces los conjuntos Ai(x) maximales son disjuntos por pares y constityuen una
partición de Ai. Luego, sumando solo sobre estos conjuntos maximales con medida
positiva, ∫

Ai

ψ dµ =
∑
Ai(x)

∫
Ai(x)

ψ dµ ≤
∑
Ai(x)

αµ(Ai(x)) = αµ(Ai),

para cualquier i ≥ 1. Analogamente,∫
Bi

ψ dµ =
∑
Bi(x)

∫
Bi(x)

ψ dµ ≥
∑
Bi(x)

βµ(Bi(x)) = βµ(Bi).

Como Ai ⊃ Bi y estamos suponiendo que ψ ≥ 0, se sigue que

αµ(Ai) ≥
∫
Ai

ψ dµ ≥
∫
Bi

ψ dµ ≥ βµ(Bi),

para todo i ≥ 1. Tomando el ĺımite cuando i→∞, obtenemos que αµ(S̃) ≥ βµ(S̃).
Esto implica que µ(S̃) = 0 y aśı µ(S) = 0, lo que prueba la afirmación cuando
ψ es no-negativa. En el caso general, escribiendo ψ = ψ+ − ψ− con ψ± medibles,
no-negativas y acotadas, tenemos Eµ(ψ | Qn) = Eµ(ψ+ | Qn) − Eµ(ψ− | Qn) para
todo n ≥ 1. �
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Demostración del Lema 3.14. Definiendo Pn =
n∨
i=0

T−iP tenemos queQn(x) =

T−1(Pn−1(T (x))) y Pn(x) = P(x) ∩Qn(x). Por lo tanto∫
Pn−1(T (x))

ψ̂ dη =
∑
P∈P

∫
T (P )∩Pn−1(T (x))

ψ

JηT
◦ (T |P )−1 dη

=
∑
P∈P

∫
P∩Qn(x)

ψ dη =

∫
Qn(x)

ψ dη

Como η es T -invariante, η(Qn(x)) = η(Pn−1(T (x))) y aśı

Eµ(ψ | Qn) =
∑
Q∈Qn

1

η(Q)

(∫
Q

ψdη
)
χQ

=
∑

P∈Pn−1

1

η(P )

(∫
P

ψ̂dη
)
χP ◦ T = Eµ(ψ̂ | Pn−1) ◦ T

Como
⋃
nPn genera A tenemos que ĺım

n
Eµ(ψ̂ | Pn) = ψ̂ η-c.t.p. �

Ejercicio 3.1. Sea T : X → X una transformación localmente invertible y sea
η una probabilidad boreliana en X no singular con respecto a T . Muestre que para
toda función medible acotada ψ : X → R,∫

ψdη =

∫ ∑
x∈T−1(y)

ψ

JηT
(x)dη(y).



Caṕıtulo 4

Transformaciones expansoras

1. Transformaciones expansoras en variedades

Sea M una variedad compacta y sea f : M →M de clase C1. Decimos que f es
expansora si existe σ > 1 y una métrica Riemanniana en M tal que

‖Df(x)v‖ ≥ σ‖v‖ ∀x ∈M, v ∈ TxM
En particular, f es un difeomorfismo local. Llamaremos medida de Lebesgue en M
a la medida de volume m inducida por la métrica Riemanniana. La elección de la
métrica no es importante. Recordemos que si µ es ergódica, entonces su cuenca B(µ)
tiene µ-medida total. El resultado principal de esta sección es el siguiente

Teorema 4.1. Sean M una variedad compacta conexa y f : M → M trans-
formación expansora con jacobiano detDf Hölder. Entonces f admite una única
probabilidad invariante µ absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
m. Además µ es ergódica, su soporte es todo M y su cuenca tiene medida de Lebesgue
total.

En general decimos que una probabilidad µ invariante por un difeomorfismo
local f es una medida f́ısica si su cuenca tiene medida de Lebesgue positiva. El
Teorema 4.1 afirma que en el presente contexto existe una única medida f́ısica,
que es absolutamente continua y cuya cuenca tiene medida de Lebesgue total. Este
último hecho puede escribirse en la siguiente forma:

µ = ĺım
n

1

n

n−1∑
j=0

δfj(x) m− c.t.p. x

Comenzamos la demostración de Teorema 4.1 con el siguiente

Lema 4.1. Sea f : M →M un difeomorfismo local de una variedad Riemanniana
compacta y supongamos que ‖Df−1‖ ≤ 1/σ. Entonces existe ρ > 0 tal que, para
cualquier preimagen x de un punto y ∈ M , existe una transformación h : Bρ(y) →
M de clase C1 tal que f ◦ h = id, h(y) = x y

(4.1) d(h(y1), h(y2)) ≤ σ−1d(y1, y2) ∀y1, y2 ∈ Bρ(y).

Transformaciones h como en este enunciado se llaman ramas inversas de f y
(4.1) dice que estas ramas son contracciones con una taza uniforme de contracción.
En particular, podemos definir ramas inversas hn de cualquier iterado fn, n ≥ 1, de

79
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la siguiente forma. Dado y ∈ M y x ∈ f−n(y), sean h1, ..., hn ramas inversas de f
con

hj(f
n−j+1(x)) = fn−j(x)

para todo 1 ≤ j ≤ n. Como cada hj es una contración, su imagen está contenida
en una bola de radio menor que ρ alrededor de fn−j(x). Entonces hn = hn ◦ · · · ◦ h1

está bien definida en la bola de radio ρ alrededor de y. Es claro que fn ◦ hn =id y
hn(y) = x. Ademas,

d(hn(y1), hn(y2)) ≤ σ−nd(y1, y2) ∀y1, y2 ∈ Bρ(y).

Lema 4.2. Si f : M →M es una transformación expansora C1 en una variedad
compacta entonces f es expansiva.

Demostración. Por la compacidad de M existe ρ > 0 tal que, para cualquier
preimagen x de un punto y ∈ M , existe uma transformación h : Bρ(y) → M de
classe C1 tal que f ◦ h = id y h(y) = x. Además

d(h(y1), h(y2)) ≤ σ−1d(y1, y2) y1, y2 ∈ Bρ(y).

Aśı, si d(fn(x), fn(y)) ≤ ρn para todo n ≥ 0

d(x, y) ≤ σ−nd(fn(x), fn(y)) ≤ σ−nρ,

lo que implica imediatamente que x = y. �

Siendo f difeomorfismo local y M compacta, C−1 ≤ | detDf | ≤ C. La hipótesis
de que detDf es Hölder implica que también log | detDf | lo es: existen C0, ν > 0
tales que ∣∣ log | detDf(x)| − log | detDf(y)|

∣∣ ≤ C0d(x, y)ν , ∀x, y ∈M
Lema 4.3 (Lema de distorsión). Existe C1 > 0 tal que para todo n ≥ 1, todo

y ∈M y toda rama inversa hn : Bρ(y)→M de fn se tiene

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

≤ C1d(y1, y2)ν ≤ C1(2ρ)ν ∀y1, y2 ∈ Bρ(y).

Demostración. Escribimos hn como composición de ramas inversas de f , hn =
hn ◦ · · · ◦ h1. Sean hi = hi ◦ · · · ◦ h1 para 1 ≤ i < n, y h0 = id. Entonces

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

=
n∑
i=1

log | detDhi(h
i−1(y1)| − log | detDhi(h

i−1(y2)|.

Note que log | detDhi| = − log | detDf | ◦ hi y que por el Lema 4.1 cada hj es una
contraccción con taza σ−1. Luego,

log
| detDhn(y1)|
| detDhn(y2)|

≤
n∑
i=1

C0d(hi(y1), hi(y2))ν ≤
n∑
i=1

C0σ
−iνd(y1, y2)ν

Tomando C1 = C0

∞∑
i=1

σ−iν obtenemos el Lema. �
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Corolario 4.2. Existe C2 > 0 tal que, para todo y ∈M y cualesquiera conjun-
tos medibles B1, B2 ⊂ Bρ(y) tenemos

1

C2

m(B1)

m(B2)
≤ m(hn(B1))

m(hn(B2))
≤ C2

m(B1)

m(B2)

Demostración. Por el Lema de distorsión

m(hn(B1)) =

∫
B1

| detDhn|dm ≤ exp(C1(2ρ)ν)| detDhn(y)|m(B1)

m(hn(B1)) =

∫
B1

| detDhn|dm ≥ exp(−C1(2ρ)ν)| detDhn(y)|m(B2)

Tomando C2 = exp(2C1(2ρ)ν) y dividiendo las dos desigualdades

m(hn(B1))

m(hn((B2))
≤ C2

m(B1)

m(B2)
.

Invirtiendo los papeles de B1 y B2 obtenemos la otra desigualdad. �

Proposición 4.1. Existe C3 > 0 tal que (fn∗m)(B) ≤ C3m(B) para todo con-
junto medible B ⊂M y todo n ≥ 1.

Demostración. Sin perdida de generalidad suponemos que B está contenido
em alguna bola B0 = Bρ(z). Usando el Corolario 4.2 vemos que para toda ramas
inversa de fn alrededor de z

m(hn(B))

m(hn((B0))
≤ C2

m(B)

m(B0)
.

Como (fn∗m)(B) = m(f−n(B)) es la suma sobre todas las ramas inversas dem(hn(B))
y lo mismo ocurre para B0, tenemos

m(fn∗ (B))

m(fn∗ ((B0))
≤ C2

m(B)

m(B0)
.

con fn∗m(B0) ≤ fn∗m(M) ≤ 1. Además la medida de Lebesgue de las bolas con
radio fijo ρ esta separada de 0 por una constante a(ρ). Basta entonces tomar C3 =
exp(C1(2ρ)ν/a(ρ) para concluir la demostración. �

Dada uma función ϕ y una medida ν, representamos por ϕν a la medida definida
por (ϕν)(B) =

∫
B

ϕdν.

Lema 4.4. Sea ν una probabilidad en el espacio métrico compacto X, y sea
ϕ ∈ L1(ν). Supongamos que µn → µ en MT (X) y µn ≤ ϕν para todo n ≥ 1.
Entonces µ ≤ ϕν.
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Demostración. Por la Proposición 3.14, para cualquier abierto U tenemos que
µ(U) ≤ ĺım inf

n
µn(U) ≤ ϕν(U). Luego, para cualquier cerrado F

µ(F ) = ı́nf{µ(U) : U abierto ⊃ F} ≤ ı́nf{ϕν(U) : U abierto ⊃ F} = ϕν(F )

y finalmente, para cualquier boreliano B

µ(B) = sup{µ(F ) : F cerrado ⊂ B} ≤ sup{ϕν(F ) : F cerrado ⊂ B} = ϕν(B)

�

Corolario 4.3. Todo punto de acumulación µ de la sucesión
1

n

n−1∑
j=0

f j∗m es

una probabilidad invariante para f , absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue.

Demostración. Tomemos ϕ constante igual a C3 y ν = m. Tomemos también

µi =
1

ni

ni−1∑
j=0

f j∗m, para cualquier subsucesión (ni)i tal que (µi)i converge a una

medida µ. La Proposición 4.1 garantiza que µi ≤ ϕν. Entonces µ ≤ ϕν = C3m, por
el Lema 4.4. Esto implica que µ << m, con densidad acotada por C3 . �

Ahora demostraremos que la medida µ que acabamos de construir es la única
probabilidad invariante absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
y que además es f -ergódica.

Comezamos por fijar una partición P0 = {U1, . . . , Us} de M en regiones con
interior no vacio y diámetro menor que ρ. Entonces, definimos a Pn como la partición
de M que consiste de las imagenes de cada uno de los Ui, 1 ≤ i ≤ s, por las
respectivas ramas inversas de fn. El diámetro de la partición Pn es menor que ρσ−n.

Lema 4.5. Sea Pn, n ≥ 1, una sucesión de particiones de un espacio métrico
compacto X, con diámetros convergiendo a cero cuando n → ∞. Sea ν ∈ M(X) y
sea B boreliano con ν(B) > 0. Entonces existen Vn ∈ Pn, para n ≥ 1, tales que

ν(Vn) > 0, ĺım
n→∞

ν(B ∩ Vn)

ν(Vn)
= 1

Demostración. Dado 0 < ε < ν(B), sea Kε un subconjunto compacto de
B con ν(B \ Kε) < ε. Como el diámetro de las particiones converge a cero, para
n suficientemente la unión Kε,n de todos los elementos de Pn que intersectan Kε

satisface ν(Kε,n \Kε) < ε. Suponga que

ν(Kε ∩ Vn) ≤ ν(B)− ε
ν(B) + ε

ν(Vn)
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para todo Vn ∈ Pn que intersecta Kε. Se tendria que

ν(Kε) ≤
∑
Vn

ν(Kε ∩ Vn) ≤
∑
Vn

ν(B)− ε
ν(B) + ε

ν(Vn) =
ν(B)− ε
ν(B) + ε

ν(Kε,n)

≤ ν(B)− ε
ν(B) + ε

(ν(Kε) + ε) ≤ ν(B)− ε < ν(Kε).

Esta contradición muestra que debe existir algun Vn ∈ Pn tal que

ν(Vn) ≥ ν(B ∩ Vn) ≥ ν(Kε ∩ Vn) >
ν(B)− ε
ν(B) + ε

ν(Vn)

lo que implica que ν(Vn) > 0. Haciendo tender ε a cero obtenemos el Lema. �

En lo que sigue, la igualdad mód 0 entre conjuntos se refiere a la medida de
Lebesgue. Usaremos el hecho de que para un difeomorfismo local de una variedad
f : M →M se tiene que si f−1(A) = A mód 0 entonces f(A) = A mód 0.

Lema 4.6. Supongamos que f−1(A) = A mód 0 y m(A) > 0, entonces existe
1 ≤ i ≤ s tal que m(Ui \ A) = 0.

Demostración. Por el Lema 4.5, podemos escoger Vn ∈ Pn de tal forma que
m(Vn \A)/m(Vn) converge a cero. Sea Ui(n) = fn(Vn) . Por el Corolario 4.2 aplicado
a la rama inversa de fn que manda Ui(n) a Vn tenemos que

m(Ui(n) \ A)

m(Ui(n))
≤ m(fn(Vn \ A))

m(fn(Vn))
≤ exp(C1(2ρ)ν)

m(Vn \ A)

m(Vn)

también converge a cero. Como P0 es finita, debe existir 1 ≤ i ≤ s tal que i(n) = i
para una infinidad de valores de n. Entonces, m(Ui \ A) = 0. �

Corolario 4.4. La transformación f : M → M admite alguna probabilidad
invariante ergódica absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue.

Demostración. Se sigue del Lema anterior que existen a lo más s = #P0 con-
juntos invariantes con medida de Lebesgue positiva disjuntos por parejas. Por lo tan-
to, se puede partir M en un número finito de conjuntos invariantes A1, . . . , Ar, r ≤ s
con medida de Lebesgue positiva y que son minimales, en el sentido de que no existe
subconjunto invariante Bi ⊂ Ai con 0 < m(Bi) < m(Ai). Dada cualquier medida
invariante absolutamente continua µ, existe algun i tal que µ(Ai) > 0. Entonces la
restrición normalizada

µi(B) =
µ(B ∩ Ai)
µ(Ai)

de es invariante y absolutamente continua. Además, como Ai es minimal, µi es
ergódica. �

Observación 4.1. El argumento anterior muestra que existe a lo más un número
finito de probabilidades ergódicas y absolutamente continuas.
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Para concluir la demostración del Teorema 4.1 resta probar que tal probabilidad
es única. Para eso usamos el hecho de que f es topológicamente exacta:

Lema 4.7. Dado cualquier abierto no vacio U , existe N ≥ 1 tal que fN(U) = M
.

Demostración. Sean x ∈ U y r > 0 tales que Br(x) ⊂ U . Dado n ≥ 1, suponga
que fn(U) no cubre toda la variedad. Entonces existe alguna curva γ uniendo fn(x)
a un punto y ∈M \fn(U), la cual puede tomarse de longitud menor que diamM+1.
Levantando γ por el difeomorfismo local fn, obtenemos una curva γn uniendo x a
un punto yn ∈ M \ U . Entonce r ≤ long γn ≤ σ−n(diamM + 1). Esto da una
cota superior para el valor posible de n. Luego, fn(U) = M para n suficientemente
grande. �

Corolario 4.5. Si f−1(A) = A mód 0 y m(A) > 0 , entonces m(A) = m(M).

Demostración. Sea U el interior de um conjunto Ui como en el Lema 4.6, y
sea N ≥ 1 tal que fN(U) = M . Entonces m(U \ A) = 0, y por lo tanto

M \ A = fN(U) \ fN(A) ⊂ fN(U \ A) mód 0

también tiene medida de Lebesgue cero, pues f es difeomorfismo local. �

Corolario 4.6. Sea µ probabilidad invariante absolutamente continua. Enton-
ces µ es ergódica y su cuenca B(µ) tiene medida de Lebesgue total en M . Conse-
cuentemente µ es única y además su soporte es toda la variedad M .

Demostración. Si A es un subconjunto invariante cualquiera entonces, por el
Corolario 4.5, A tiene medida de Lebesgue cero o Ac tiene medida de Lebesgue cero.
Como µ es absolutamente continua, se sigue que µ(A) = 0 o µ(Ac) = 0. Esto prueba
que µ es ergódica, luego µ(B(µ)) = 1. Entonces B(µ) es un conjunto invariante com
medida de Lebesgue positiva y, consecuentemente, debe tener medida de Lebesgue
total. Analogamente, como el soporte de µ es un conjunto compacto invariante,
tien que coincidir com M . Finalmente, sean µ y ν dos probabilidades invariantes
absolutamente continuas. Se sigue que ellas son ergódicas y que sus cuencas se
intersectan. Para cualquier punto x ∈ B(µ) ∩B(ν),

µ = ĺım
n

1

n

n−1∑
j=0

δfj(x) = ν

Por unicidad del ĺımite, se sigue que µ = ν. �

En la siguiente sección reobtendremos esta probabilidad invariante absolutamen-
te continua µ en una forma que demuestra que la densidad h = dµ/dm es Hölder y
está separada de cero. En particular, µ es equivalente a la medida de Lebesgue m,
no solamente absolutamente continua.
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Además, su jacobiano está dado por Jµf = | detDf |(h ◦ f)/h. Entonces, el
Teorema 3.15 da que

hµ(f) =

∫
log Jµfdµ =

∫
log | detDf |dµ+

∫
log h ◦ fdµ−

∫
log h

y como µ es f -invariante, hµ(f) =
∫

log | detDf |dµ

2. El formalismo termodinámico

Decimos que una transformación continua T : X → X del espacio métrico
compacto X es expansora si existen σ > 1, ρ > 0 tales que para todo p ∈ X,
T (Bρ(p)) contiene una vecindad de Bρ(T (p)) y

(4.2) d(T (x), T (y)) ≥ σd(x, y) ∀x, y ∈ Bρ(p).

Aśı toda transformación expansora T es inyectiva en cada bola Bρ(p). Luego,
la restrición de T a cualquer compacto K ⊂ Bρ(p) es un homeomorfismo sobre su

imagen. Tome como K = T−1(Bρ(T (p))) ∩ Bρ(p). Llamamos rama inversa de T

en p a la inversa hp : Bρ(T (p)) → Bρ(p) de la restrición de T a K. Es claro que
hp(T (p)) = p y que T ◦ hp = id. La condición (4.2) implica que

(4.3) d(hp(z), hp(w)) ≤ σ−1d(z, w) ∀z, w ∈ Bρ(T (p)).

Lema 4.8. Si T : X → X es expansora entonces, para todo y ∈ X,

T−1(Bρ(y)) =
⋃

x∈T−1(y)

hx(Bρ(y)).

Demostración. La relación T ◦ hx = id implica que hx(Bρ(y)) está contenido
en la preimagen de Bρ(y) para todo x ∈ T−1(y). Para probar la otra contención, sea
z un punto tal que T (z) ∈ Bρ(y). Por la definición de transformación expansora,
T (Bρ(z)) contiene Bρ(T (z)) y por lo tanto, contiene a y. Sea hz : Bρ(T (z)) → X
la rama inversa de T que envia T (z) en z y sea x = hz(y). Tanto z como hx(T (z))
estan en Bρ(x)∩ T−1(z). Como T es inyectiva en cada bola de radio ρ, se sigue que
z = hx(T (z) lo que completa la demonstración. �

Definición 4.1 (Operador de transferencia o de Perron-Frobenius-Ruelle).
Sea T : X → X transformación expansora. Para ϕ : X → R continua definimos

L = Lϕ : C(X)→ C(X) mediante

Lϕg(y) =
∑

x∈T−1y

eϕ(y)g(x).

Veamos que efectivamente Lϕg ∈ C(X) siempre que g ∈ C(X). Por el Lema 4.8, para
cada y ∈ X existen ramas inversas hi : Bρ(y)→ X, i = 1, . . . , k de la transformación
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T tales que
k⋃
i=1

hi(Bρ(y)) coincide con la preimagen de la bola Bρ(y). Entonces

(4.4) Lϕg|Bρ(y) =
k∑
i=1

(eϕg) ◦ hi

que claramente define una función continua. Lϕ es un operador lineal acotado. Cuan-
do ϕ es real y Lϕ1 = 1 decimos que Lϕ está normalizado.

El espacio dual de C(X) se identica de manera natural con el espacio de medidas
complejas MC(X). La transformación dual L∗ esta definida por∫

g d(L∗ν) =

∫
Lg dν ν ∈MC(X), g ∈ C(X)

Teorema 4.7 (Ruelle). Sean T : X → X transformación expansora topologica-
mente exacta y ϕ : X → R Hölder. Entonces

1. ∃λ eigenvalor maximal positivo simple de L∗ϕ : MC(X) → MC(X) con ei-
genvector ν ∈M(X).

2. λ es eigenvalor de Lϕ con eigenfunción estrictamente positiva Hölder h.
3. Si h es como en (2) y tal que

∫
hdν = 1 entonces

ĺım
n→∞

λ−nLnϕ(g) = h

∫
g dν ∀g ∈ C(X).

4. Si h es como en (3), µ = hν es T -invariante y además

hµ(T ) +

∫
ϕdµ = PT (ϕ)

Para comenzar la demostración, utilizaremos un resultado del Análisis Funcional.

Definiciones 4.2. Sea E un espacio de Banach.

1. Un subconjunto cerrado y convexo C se llama cono de E si

∀λ ≥ 0λC ⊂ C, C ∩ (−C) = {0}

2. Decimos que el cono C es normal cuando

ı́nf{‖x+ y‖ : x, y ∈ C, ‖x‖ = ‖y‖ = 1} > 0.

Fijemos un cono C de E.
3. Dado un operador linear continuo L : E → E, diremos que L es un operador

positivo sobre C si L(C) ⊂ C.
4. Dado un funcional lineal continuo ϕ : E → R, diremos que ϕ es un funcional

positivo sobre C si ϕ(v) ≥ 0 paratodo v ∈ C.
5. El cono dual C∗ es el cono en E∗ formado por todos los funcionales positivos

sobre C.
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Ejemplo 4.1. C+(X) = {ϕ ∈ C(X) : ϕ ≥ 0} es un cono normal de C(X). Por
el teorema de representación de Riesz, el cono dual se identifica naturalmente con
el espacio de medidas (positivas) finitas en X.

Teorema 4.8. Sea C un cono normal en un espacio de Banach E y sea L :
E → E un operador linear positivo sobre C. Entonces el radio espectral r(T ∗) es
eigenvalor del operador dual L∗ : E∗ → E∗ con algun eigenvector v∗ ∈ C∗.

Lema 4.9. Considere el radio espectral λ = r(L∗) = r(L). Entonces existe una
probabilidad ν en X tal que L∗ν = λν.

Demostración. Aplicando el Teorema 4.8 tenemos que L∗ posee algun eigen-
vector ν ∈ C+(X)∗ correspondiente al eigenvalor λ. Como acabamos de decir, ν se
identifica com una medida positiva finita. Podemos normalizar ν, para que sea una
probabilidad. �

Ejemplo 4.2. Sea f : M → M un difeomorfismo local en la variedad Rieman-
niana compacta M. Considere el operador de transferencia L asociado al potencial
ϕ = − log | detDf |. La medida de Lebesgue m en M es una eigenmedida del ope-
rador dual, correspondente al eigenvalor λ = 1: L∗m = m. Para verificar ese hecho,
basta mostrar que L∗m(E) = m(E) para todo boreliano E contenido en la imagen
de una bola Bρ(y) por alguna rama inversa hj : Bρ(y) → M (pues, por la compa-
cidade de M , todo boreliano es la union finita disjunta de subconjuntos E de este
tipo). De la definición de L = Lϕ

L∗m(E) =

∫
χE d(L∗m) =

∫
LχE dm =

∫ k∑
i=1

χE
| detDf |

◦ hi dm.

Entonces, por la elección de E y la fórnula de cambio de variables,

L∗m(E) =

∫
χE

| detDf |
◦ hj dm =

∫
χEdm = m(E).

Esto prueba que m es un punto fijo de L∗.

Una conclusión análoga vale para las medidas de Markov.
A partir de ahora supondremos que ν es una medida de referencia, o sea, una

probabilidad satisfaciendo L∗ν = λν para algún λ > 0. Una de las conclusiones
al final de la demostración del teorema de Ruelle será que λ está univocamente
determinado (en vista del Lema 4.9, eso quiere decir que λ es necesariamente igual
al radio espectral de L y L∗) y que la propia medida ν también es única.

Lema 4.10. La transformación T : X → X admite jacobiano relativo a ν, dado
por JνT = λe−ϕ.

Demostración. Sea A cualquier dominio de inyectividad de T . Sea (gn)n una
sucesión de funcionoes continuas que converge en ν-casi todo punto a la χA y tal
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que sup |gn| ≤ 1 para todo n. Observe que

L(e−ϕgn)(y) =
∑

x∈T−1(y)

gn(x).

La expresión del lado derecho esta acotada por el grado(T ) y converge a χT (A)(y) en
ν-casi todo punto. Por el teorema de la convergencia dominada, el lado derecho de∫

λe−ϕgn dν =

∫
e−ϕgn d(L∗ν) =

∫
L(e−ϕgn) dν

converge a ν(T (A)), pero el lado izquierdo converge a
∫
A

λe−ϕdν. Concluimos que

ν(T (A)) =

∫
A

λe−ϕ dν

�

Lema 4.11. Sea T : X → X transformación expansora topologicamente exacta y
sea η cualquier probabilidad en los borelianos tal que existe jacobiano de T relativo
a η. Entonces el soporte de η es todo X.

Demostración. Suponga que por el contrario existe algun abierto U ⊂ X tal
que η(U) = 0. Ya que T es un homeomorfismo local, es una aplicación abierta y
entonces T (U) es abierto. Podemos cubrir U con una unión finita de dominios de
inyectividad A. Para cada uno de ellos,

η(T (A)) =

∫
A

JηTdη = 0.

Por lo tanto, η(T (U)) = 0. Por inducion, se sgue que η(T n(U)) = 0 para todo
n ≥ 0. Como T es topologicamente exacta, existe k ≥ 1 tal que T k(U) = X. Como
η(X) = 1, esto genera uma contradición. �

Fijemos constantes K0 > 0, α > 0 tales que |ϕ(z) − ϕ(w)| ≤ K0d(z, w)α para
cuaquier z, w ∈ X

Lema 4.12. Existe K1 > 0 tal que para todo n ≥ 1, todo x ∈ X y todo y ∈
Bn+1(x, ρ, T ),

|Snϕ(x)− Snϕ(y)| ≤ K1d(T n(x), T n(y))α

Demostración. Por hipótesis, d(T i(x), T i(y)) < ρ para todo 0 ≤ i ≤ n. En-
tonces, para cada j = 1, . . . , n, la rama contractiva hj : Bρ(T

n(x)) → X de T j que
envia T n(x) en T n−j(x) también envia T n(y) en T n−j(y). Por el Lema 4.8 tenemos
que d(T n−j(x), T n−j(y)) ≤ σ−jd(T n(x), T n(y)) para todo j = 1, . . . , n.

|Snϕ(x)− Snϕ(y)| ≤
n∑
j=1

|ϕ(T n−j(x))− ϕ(T n−j(y))| ≤ K0

n∑
j=1

σ−jαd(T n(x), T n(y))α.
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Por lo tanto, basta tomar K1 ≥ K0

∞∑
j=0

σ−jα. �

Corolario 4.9. Existe K2 > 0 tal que para todo n ≥ 1, todo x ∈ X y todo
y ∈ Dn+1(x, ρ, T ),

K−1
2 ≤

JνT
n(x)

JνT n(y)
≤ K2.

Demostración. Del Lema 4.10 se sigue que

JνT
n(z) = λne−Snϕ(z) ∀z ∈ X,n ≥ 1.

Entonces el Lema 4.12 da que∣∣ log
JνT

n(x)

JνT n(y)

∣∣ = |Snϕ(x)− Snϕ(y)| ≤ K1d(T n(x), T n(y))α ≤ K1ρ
α.

Aśı, basta escoger K2 = exp(K1ρ
α). �

Ahora probaremos que ν es un estado de Gibbs:

Lema 4.13. Escribamos P = log λ. Para todo ε > 0 suficientemente pequeño
existe K3 = K3(ε) > 0 tal que

K−1
3 ≤

ν(Bn(x, ε, T ))

exp(Snϕ(x)− nP )
≤ K3 ∀x ∈ X,n ≥ 1.

Demostración. Considere ε < ρ. Entonces T |Bε(y) es inyectiva para todo
y ∈ X y aśı , T n|Bn(x, ε, T ) es inyectiva para todo x ∈ X y todo n. Entonces,

ν(T n(Bn(x, ε, T ))) =

∫
Bn(x,ε,T )

JνT
n(y)dν(y).

Por el Corolario 4.9, el valor de JνT
n en un punto cualquiera y ∈ Bn(x, ε, T ) difiere

de JνT
n(x) por un factor acotado por la constante K2. Se sigue que

(4.5) K−1
2 ν(T n(Bn(x, ε, T ))) ≤ JνT

n(x)ν(Bn(x, ε, T )) ≤ K2ν(T n(Bn(x, ε, T ))).

Como vimos en 4.10 JνT
n(x) = λne−Snϕ(x) = exp(nP − Snϕ(x)). También tenemos

que T n(Bn(x, ε, T )) = T (Bε(T
n−1(x))) y por lo tanto,

(4.6) ν(T n(Bn(x, ε, T ))) =

∫
Bε(Tn−1(x))

JνT dν ∀x ∈ X,n.

El lado izquierdo de (4.6) está mayorado por 1. Además, JνT = λe−ϕ esta separado
de cero, lo mismo que {ν(Bε(y)) : y ∈ X}. Por lo tanto el lado derecho de (4.6) esta
minorado por algun número a > 0. Usando estas observaciones en (4.5), obtenemos

K−1
2 a ≤ ν(Bn(x, ε, T )) ≤ K2.

Basta tomar K3 = K2 máx(1, a−1). �
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En seguida vamos a demostrar que λ es eigenvalor de L con eigenfunción es-
trictamente positiva Hölder, la cual será construida como punto de acumulación de
Cesaro de la sucesión de funciones λ−nLn1.

Lema 4.14. Sea K1 > 0 como en el Lema (4.12), entonces para todo n ≥ 1,
y1, y2 ∈ X con d(y1, y2) < ρ

−K1d(y1, y2)α ≤ log
Ln1(y1)

Ln1(y2)
≤ K1d(y1, y2)α

Demostración. Se sigue de (4.4) que

Lng|Bρ(y) =
∑
i

(eSnϕg) ◦ hni

donde la suma es sobre las ramas inversas hni : Bρ(y) → X del iterado T n. En
particular,

Ln1(y1)

Ln1(y2)
=

∑
i e
Snϕ(hni (y1))∑

i e
Snϕ(hni (y2))

Por el Lema (4.12), para cada una de esas ramas inversas

|Snϕ(hni (y1))− Snϕ(hni (y2))| ≤ K1d(y1y2)α

y aśı

e−K1d(y1,y2)α
∑
i

eSnϕ(hni (y2)) ≤
∑
i

eSnϕ(hni (y1)) ≤ eK1d(y1,y2)α
∑
i

eSnϕ(hni (y2)).

�

Corolario 4.10. Existe K5 > 0 tal que K−1
5 ≤ λ−nLn1(x) ≤ K5 para todo

n ≥ 1 y x ∈ X .

Demostración. Comecemos observando que, para todo n ≥ 1,∫
Ln1 dν =

∫
1d(L∗nν) =

∫
λndν = λn.

En particular, para todo n ≥ 1,

(4.7) mı́n
y∈X

λ−nLn1(y) ≤ 1 ≤ máx
y∈X

λ−nLn1(y).

Como T es topologicamente exacta, existe N ≥ 1 tal que TNBρ(x) = X para todo
x ∈ X. Dados x, y ∈ X, podemos encontrar x′ ∈ Bρ(x) tal que TN(x′) = y. Tomando
c = sup |ϕ|, por un lado tenemos

Ln+N1(y) =
∑

z∈T−N (y)

eSNϕ(z)Ln1(z) ≥ eSNϕ(x′)Ln1(x′) ≥ ecNLn1(x′).



2. EL FORMALISMO TERMODINÁMICO 91

Por otro lado, el Lema 4.14 da que Ln1(x′) ≥ Ln1(x) exp(−K1ρα). Tome K4 ≥
exp(K1ρα + cN)λN , combinando las desigualdades anteriores vemos que

Ln+N1(y) ≥ exp(−K1ρα− cN)Ln1(x) ≥ K−1
4 λNLn1(x)

para todo x, y ∈ X. Por lo tanto, para todo n ≥ 1,

(4.8) mı́nλ−(n+N)Ln+N1 ≥ K−1
4 máxλ−nLn1.

Combinando (4.7) y (4.8) obtenemos

máxλ−nLn1 ≤ K4 mı́nλ−(n+N)Ln+N1 ≤ K4 ∀n ≥ 1

mı́nλ−nLn1 ≥ K−1
4 máxλ−n+NLn−N1 ≥ K−1

4 ∀n > N.

Falta extender la última estimación para 1 ≤ n ≤ N . Para eso, observe que cada Ln1
es una función continua y positiva. Luego, por la compacidad de X, el mı́nimo de Ln1
es positivo para todo n. Entonces, podemos tomar K5 ≥ K4 tal que mı́nλ−nLn1 ≥
K−1

5 para todo n = 1, . . . , N. �

Se sigue del Corolario que el eigenvalor λ esta unicamente determinado.

Lema 4.15. Existe K6 > 0 tal que para todo n ≥ 1 y cualesquiera x, y ∈ X
|λ−nLn1(x)− λ−nLn1(y)| ≤ K6d(x, y)α

En particular, la sucesión λ−nLn1 es equicontinua.

Demostración. Primero supongamos que d(x, y) < ρ. Por el Lema 4.14

λ−nLn1(x) ≤ λ−nLn1(y) exp(K1d(x, y)α)

y por lo tanto

λ−nLn1(x)− λ−nLn1(y) ≤ (exp(K1d(x, y))α − 1)λ−nLn1(y).

Tome K > 0 tal que | exp(K1t)− 1| ≤ K|t| siempre que |t| ≤ ρα. Entonces, usando
el Corolario

λ−nLn1(x)− λ−nLn1(y) ≤ KK5d(x, y)α.

Invirtiendo los papeles de x e y concluimos que si d(x, y) < ρ entonces

|λ−nLn1(x)− λ−nLn1(y)| ≤ KK5d(x, y)α.

Cuando d(x, y) ≥ ρ el Corolario 4.10 da que

|λ−nLn1(x)− λ−nLn1(y)| ≤ 2K5 ≤ 2K5ρ
−αd(x, y)α.

Luego, basta tomar K6 ≥ máx(KK5, 2K5ρ
−α). �

El Corolario 4.10 y el Lema 4.15 implican que la sucesión

hn =
1

n

n−1∑
i=0

λ−iLi1
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es acotada y equicontinua y asi por el Teorema de Arzela-Ascoli tiene una subsuce-
sión (hni) que converge uniformemente a una función continua h.

Lema 4.16. La función h satisface Lh = λh,
∫
h dν = 1 y además

K−1
5 ≤ h(x) ≤ K5, |h(x)− h(y)| ≤ K6d(x, y)α ∀x, y ∈ X.

Demostración. Como L es continuo

Lh = ĺım
i
Lhni = ĺım

i

1

ni

ni−1∑
k=0

λ−kLk+11 = ĺım
i

λ

ni

ni∑
k=1

λ−kLk1

= ĺım
i

λ

ni

ni−1∑
k=0

λ−kLk1 +
λ

ni
(λ−niLni1− 1) = λh

Por la definición de ν, tenemos
∫
λ−nLn1dν =

∫
λ−nd(L∗nν) =

∫
ν = 1 para todo

n ∈ N, de donde
∫
hndν = 1 y por el teorema de la convergencia dominada

∫
hdν =

1. Las otras afirmaciones se siguen del Corolario 4.10 y el Lema 4.15. �

Lema 4.17. La probabilidad µ = hν es T -invariante y T admite jacobiano res-
pecto a µ, dado por JµT = λe−ϕ(h ◦ T )/h.

Demostración. Notemos que L(g1 ◦ T )g2) = g1Lg2, cualquiera que sean las
funciones continuas g1, g2 : X → R ya que para todo y ∈ X,

L((g1 ◦ T )g2)(y) =
∑

x∈T−1(y)

eϕ(x)g1(T (x))g2(x)

= g1(y)
∑

x∈T−1(y)

eϕ(x)g2(x) = g1(y)Lg2(y).

Entonces, para toda función continua g : X → R,∫
(g ◦ T )dµ =

∫
(g ◦ T )hdν = λ−1

∫
(g ◦ T )hd(L∗ν) = λ−1

∫
L((g ◦ T )h)dν

= λ−1

∫
gLhdν =

∫
ghdν =

∫
gdµ,

lo que prueba que la probabilidad µ es T -invariante. Para probar la segunda afirma-
ción, considere cualquier dominio de inyectividad A de T .

µ(T (A)) =

∫
T (A)

hdν =

∫
A

JνT (h ◦ T )dν =

∫
A

JνT
h ◦ T
h

dµ,

lo que significa que

JµT = JνT
h ◦ T
h

= λe−ϕ
h ◦ T
h

.

�

Corolario 4.11. La probabilidad µ = hν satisface hµ(T ) +
∫
ϕdµ = P .



2. EL FORMALISMO TERMODINÁMICO 93

Demostración. Por el Teorema 3.15 y el Lema 4.17

hµ(T ) =

∫
log JµTdµ = log λ−

∫
ϕdµ+

∫
(log h ◦ T − log h)dµ = P −

∫
ϕdµ

�

Sea η ∈MT (X) satisfaciendo

(4.9) hη(T ) +

∫
ϕdη ≥ P

Sean gη = 1/JηT y g = 1/JµT . Observe que para toda y ∈ X.

(4.10)
∑

x∈T−1(y)

g(x) =
1

λh(y)

∑
x∈T−1(y)

eϕ(x)h(x) =
Lh(y)

λh(y)
= 1.

Como η es T -invariante, para η-casi todo y ∈ X.

(4.11)
∑

x∈T−1(y)

gη(x) = 1.

Usando (4.9) y el Teorema 3.15, la definición de g y la invariancia de η

0 ≤hη(T ) +

∫
ϕdη − P =

∫
(log JηT + ϕ− log λ)dη(4.12)

=

∫
(− log gη + log g + log h ◦ T − log h)dη =

∫
log

g

gη
dη.(4.13)

Por la definición de gη y el ejercio 3.1 tenemos

(4.14)

∫
log

g

gη
dη =

∫ ( ∑
x∈T−1(y)

gη(x) log
g

gη
(x)
)
dη(y)

De la concavidad estricta del logaritmo se sigue:

Lema 4.18. Sean pi, bi, i = 1, . . . , k nmeros reales positivos tales que
k∑
i=1

pi = 1.

Entonces
k∑
i=1

pi log bi ≤ log
( k∑
i=1

pibi

)
y la igualdad se da si y sólo si los números bj

son todos iguales a
k∑
i=1

pibi.

Para y ∈ X, sean xi las pre-imagenes de y. Tome pi = gη(xi) y bi = log(g(xi)/gη(xi)).
La igualdad (4.11) significa que

∑
i pi = 1 para η-casi todo y. Aplicando el Lema

4.18

(4.15)
∑

x∈T−1(y)

gη(x) log
g

gη
(x) ≤ log

∑
x∈T−1(y)

gη(x)
g

gη
(x) = log

∑
x∈T−1y)

g(x) = 0
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Combinando las relaciones (4.12)-(4.15) obtenemos

(4.16) hη(T ) +

∫
ϕdη − P =

∫
log

g

gη
dη = 0.

Corolario 4.12. PT (ϕ) = P = log r(L)

Corolario 4.13. Si η es un estado de equilibrio para ϕ entonces el soporte de
η es X, JηT = λe−ϕ(h ◦ T )/h y L∗(η/h) = λ(η/h).

Demostración. La primera afirmación del enunciado es consecuencia de la
segunda y el Lema 4.11 La igualdad (4.16) también implica que vale la igualdade
en (4.15) para casi todo y ∈ X. De acuerdo al Lema 4.18, eso ocurre si y sólo si,
los números bi = log(g(xi)/gη(xi)) son todos iguales. En otras palabras, para η-casi
todo y ∈ X existe un número c(y) tal que

g(x)

gη(x)
= c(y) para todo x ∈ T−1(y).

Además por las igualdades (4.10) y (4.11),

c(y) =
∑

x∈T−1(y)

c(y)gη(x) =
∑

x∈T−1(y)

g(x) = 1

para η-casi todo y. Se sigue que gη = g en η casi todo punto, o sea, la función
1/g = λe−ϕ(h ◦ T )/h es un jacobiano para T relativo a η. Esto prueba la segunda
afirmación. Para probar la tercera afirmación, sea ξ : X → R una función continua
cualquiera. Por un lado, usando a definición del operador de transferencia

(4.17)

∫
ξdL∗

(η
h

)
=

∫
1

h
Lξdη =

∫
1

h(y)

( ∑
x∈T−1(y)

eϕ(x)ξ(x)
)
dη(y).

Por la definición de la función g, para x ∈ T−1(y)

eϕ(x)

h(y)
=
λg(x)

h(x)
.

Substituyendo esta igualdad en (4.17) y usando el ejercicio 3.1, obtenemos

(4.18)

∫
ξdL∗

(η
h

)
=

∫ ( ∑
x∈T−1(y)

λgξ

h
(x)
)
dη(y) =

∫
λg

h
dη.

�

2.1. Medidas absolutamente continuas. Discutiremos el caso particular
en que f : M → M es un difeomorfismo local de una variedade compacta y
ϕ = − log | detDf |. Supondremos que el potencial ϕ es Hölder. Primero vamos
a comparar las conclusiones del teorema de Ruelle com los resultados de la Sección
1.
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Proposición 4.2. La probabilidad absolutamente continua invariante bajo f
coincide con el estado de equilibrio µ del potencial ϕ = − log | detDf |. Consecuen-
temente, es equivalente a la medida de Lebesgue m, con densidad dµ/dm Hölder y
alejada de cero e infinito.

Demostración. Vimos en el Ejemplo 4.2 que la medida de Lebesgue m es
eigenvector para el eigenvalor 1 del dual L∗ del operador de transferencia corres-
pondiente al potencial ϕ = − log | detDf |. Aplicando la teoŕıa del Lema 4.10 en
adelante com λ = 1 y ν = m, encontramos una función Hölder h : M → R, alejada
de cero e infinito, tal que Lh = h y la medida µ = hm es el estado de equilibrio
del potencial ϕ. Del Corolario 4.6, se sigue que µ es también la única probabilidad
f -invariante absolutamente continua respecto a m. Ya que h es positiva tenemos que
µ y m son equivalentes. �

También se tiene que

(4.19) hµ(f)−
∫

log | detDf |dµ = P (f, ϕ) = log 1 = 0.

Sea ϕ̃ la media temporal de la función ϕ, dada por el teorema ergódico de Birkhoff.

(4.20)

∫
log | detDf |dµ = −

∫
ϕdµ = −

∫
ϕ̃dµ.

Además

(4.21) − ϕ̃(x) = ĺım
n

1

n

n−1∑
j=0

log | detDf(f j(x))| = ĺım
n

1

n
log | detDfn(x)|

en µ-casi todo punto.
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