
Ejercicio 1. Envuentre las ĺıneas tangentes a las ramas del nivel
cŕıtico correspondiente a un máximo de la enerǵıa potencial E = U(ξ).

SOLUCIÓN: Las ramas y = y(x) del nivel cŕıtico satisfacen

1

2
y(x)2 + U(x) = E.

Derivando implicitamente, tenemos para x 6= ξ

y′(x) = −U ′(x)

y(x)
.

Por la regla de L’Hopital

y′(ξ) = lim
x→ξ

−U ′(x)

y(x)
= −U ′′(ξ)

y′(ξ)
, y′(ξ)2 = −U ′′(ξ)

o sea que las lineas tangentes en (ξ, 0) tienen pendientes ±
√
−U ′′(ξ).

Ejercicio 2. Sea S(E) el área encerrada por la curva fase cerra-
da correspondiente al nivel de enerǵıa E. Muestre que el peŕıodo de
moviemeineto a lo largo de esta curva es

T =
dS

dE

SOLUCIÓN: Sean (xi(E), 0), i = 1, 2, las intersecciones de la curva fase
con el eje x. Entonces U(xi(E)) = E

S(E) = 2

∫ x2(E)

x1(E)

yE(x)dx = 2

∫ x2(E)

x1(E)

√
2(E − U(x))dx,

dS

dE
= 2

√
2(E − U(xi(E)))x′i(E)

∣∣∣
i=2

i=1
+ 2

∫ x2(E)

x1(E)

d

dE

√
2(E − U(x)) dx

= 2

∫ x2(E)

x1(E)

dx√
2(E − U(x))

= 2T (E).

Ejercicio 3. Sea E0 el valor de la función potencial en un pun-
to de mı́nimo ξ. Encuentre el periodo T0 = lim

E→E0

T (E) de pequeñas

oscilaciones alrededor de ξ.

SOLUCIÓN: Por el lema de Morse hay un cambio de coordenadas
x = φ(y) tal que φ(0) = ξ y

U(φ(y) = U(ξ) + y2, U ′′(φ(y))φ′(y)2 + U ′(φ(y))φ′′(y) = 2

φ′(0)2 =
2

U ′′(ξ)
1
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T (E) = 2

∫ xmax

xmin

dx√
2(E − U(x))

=
√

2

∫ a

−a

φ′(y)dy√
a2 − y2

=
√

2

∫ π/2

−π/2

φ′(a sin u)du,

donde a2 = E − U(ξ) = E − E0. Aśı

lim
E→E0

T (E) = π
√

2φ′(0) =
2π√
U ′′(ξ)

.

Ejercicio 4. Un campo vectorial en el plano se llama central con
centro en O si es invariante bajo el grupo de movimientos del palno que
fijan O.

Muestre que un campo central es radial respecto al centro y que su
magnitud solo depende de la distancia al centro.

SOLUCIÓN: La acción de un difeomorfismo g sobre un campo F
está dada por

g∗F (x) = Dg(g−1(x)) · F (g−1(x)),

que cuando g es lineal se reduce a g∗F (x) = g · F (g−1 · x).
Identificamos el plano con el plano complejo. Si F : C → C es un

campo central con centro en el origen, entonces

F (z̄) = F (z), F (eiϕz) = eiϕF (z).

Por lo tanto, si r ∈ R entonces F (r) ∈ R y

F (eiϕr) = eiϕF (r).

Ejercicio 5. Para que valores de α es el movimiento a lo largo de
una órbita circular en el campo con enerǵıa potencial U = rα, α ≥ −2,
estable en el sentido de Liapunov.

SOLUCIÓN: El potencial efectivo y su derivada estan dados por

V (r) = rα +
M2

2r2
, V ′(r) = αrα−1 − M2

r3

Para que haya órbitas circulares se requiere que existan puntos criticos
de V y entonces α > 0. En tal caso la circunferencia de radio R es una
órbita periódica con momento angular dado por M2 = αRα+2 y aśı la
velocidad angular al recorrer esa órbita está dada por

ϕ̇2 = M2R−4 = αRα−2.

Para que una órbita circular sea (Liapunov) estable se requiere que las
orbitas circulares cercanas se recorran con la misma velocidad angular
y por lo tanto α debe ser 2.
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Ejercicio 6. Muestre que el ángulo entre el pericentro y el apoc-
entro es igual al semiperiodo de una oscilación en el sistema unidimen-
sional con energia potencial W (x) = U(M/x) + (x2/2).

SOLUCIÓN: Haciendo el cambio de variable r = M/x tenemos

Φ =

∫ rmax

rmin

Mr−2 dr√
2(E − V (r))

=

∫ xmax

xmin

dx√
2(E − V (M/x))

Pero V (M/x) = U(M/x) + (x2/2).

Ejercicio 7. Encuentre el ángulo Φ para una órbita cercana a la
circunferencia de radio r.

SOLUCIÓN: Por el Ejercicio 6, Φcir = lim
E→E0

Φ(E) donde Φ(E) es el

semiperiodo de una oscilación en el sistema 1-dimensional con energia

W (x) = V (M/x), V (r) = E0, V ′(r) = 0.

Por el Ejercicio 3, Φcir =
π√

W ′′(M/r)
. Pero

0 = V ′(r) = −W ′(M/r)
M

r2
, V ′′(r) = W ′′(M/r)

M2

r4
+ W ′(M/r)

M

r3

Φcir =
Mπ

r2
√

V ′′(r)

0 = V ′(r) = U ′(r)− M2

r3
, V ′′(r) = U ′′(r) +

3M2

r4
, rV ′′(r) = rU ′′(r) + 3U ′(r)

Φcir = π

√
U ′(r)

rU ′′(r) + 3U ′(r)

Ejercicio 8. Para que valores de U la magnitud Φcir es indepen-
diente de r

SOLUCIÓN: For k > 0

Φcir =
π√
k
, ⇐⇒ rU ′′ = (k − 3)U ′ ⇐⇒

U ′ = brk−3 ⇐⇒ U =

{
ark−2 + c k 6= 2

b log r + c k = 2

Ejercicio 9. Supongamos que U(r) →∞ cuando r →∞.
Encuentre lim

E→∞
Φ(E).
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SOLUCIÓN:

x2
min
2

+ U
( M

xmin

)
=

x2
max
2

+ U
( M

xmax

)
= E

W ∗(y) =
y2

2
+

1

x2
max

U
( M

yxmax

)

W ∗(1) = W ∗(ymin) =
E

x2
max

Suponemos que lim
r→0

r2U(r) = 0. Para y > 0, lim
E→∞

W ∗(y) = y2/2.

W ∗′(y) = y − U ′
( M

yxmax

) M

y2x3
max

W ∗′(y) = 0 ⇐⇒ y =
M

r0xmax
, r3

0U
′(r0) = M2.

W ∗(y) =
1

x2
max

(M2

2r2
0

+ U(r0)
)

0.1
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Para ymin < y < y tenemos

W ∗(ymin)−W ∗(y)

y − ymin
>

W ∗(ymin)−W ∗(y)

y − ymin
= m

∫ y

ymin

dy√
2(W ∗(ymin)−W ∗(y))

<
1√
2m

∫ y

ymin

dy√
y − ymin

∫ y

ymin

dy√
2(W ∗(ymin)−W ∗(y))

=

√
2(y − ymin)

m
=

√
2(y − ymin)√

W ∗(ymin)−W ∗(y)
→ 0

cuando E →∞ y

lim
E→∞

∫ 1

y

dy√
2(W ∗(ymin)−W ∗(y))

=

∫ 1

0

dy√
1− y2

=
π

2
.
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Ejercicio 10. Sea U(r) = −kr−β, 0 < β < 2. Encuentre lim
E→−0

Φ(E)
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SOLUCIÓN:

V (r0) = −kr−β
0 +

M2

2r2
0

= 0 ⇒ rβ−2
0 M2 = 2k

Como en el Ejercicio 9

W ∗(y) =
y2

2
+

1

x2
max

U
( M

yxmax

)
=

y2

2
− kyβxβ−2

max
Mβ

Cuando E → −0,

rmax →∞, xmin → 0, rmin → r0, x
β−2
max →

Mβ

2k
, ymin → 0,

∫ 1

ymin

dy√
2(E −W ∗(y))

→
∫ 1

0

dy√
yβ − y2

Utilizando la sustitución y = (sin θ)2/(2−β) obtenemos que el valor de
esta integral es π

2−β

Ejercicio 11. Muestre que si un campo es axialmente simétrico y
conservativo, entonces su enerǵıa potencial tiene la forma U = U(r, z)
donde r, ϕ, z son coordenadas ciĺındricas. En paticular los vectores del
campo yacen en planos a través del eje z.

SOLUCIÓN: Suponemos que el eje de simetŕıa del campo conser-
vativo F = (grad U)t es el eje z. Sea Rϕ la rotación por el ángulo ϕ
alrededor del eje z. Entonces

(grad(U ◦Rϕ)(x))t = (grad U(Rϕ · x) ·Rϕ)t = R−ϕ · (grad U(Rϕ · x))t

= R−ϕ∗(grad U)t(x) = (grad U(x))t

Por lo tanto grad(U ◦ Rϕ − U) = 0 y aśı, hay un c(eiϕ) ∈ R tal que
U ◦ Rϕ − U = c(eiϕ). Como Rθ+ϕ = Rθ ◦ Rϕ, tenemos que c : S1 → R
es un homomorfismo continuo y por lo tanto constante.

Aśı, U ◦Rϕ = U ∀ϕ y entonces
∂U

∂ϕ
= 0
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Ejercicio 12. Sea | · | la norma euclidiana. Muestre que las ĺıneas
rectas son mı́nimos de las acciones

I1 =

∫ b

a

|q̇|2, I2 =

∫ b

a

|q̇|2

SOLUCIÓN: Sea q : [a, b] → R tal que x = q(a), y = q(b) y sea

p(t) =
(b− t)x + (t− a)y

b− a
. Entonces ṗ =

y − x

b− a
,

|y − x|2 =

∫ b

a

〈q̇, y − x〉 ≤
∫ b

a

|q̇||y − x|,

|y − x| ≤
∫ b

a

|q̇| ≤
√

(b− a)

∫ b

a

|q̇|2,
∫ b

a

|ṗ|2 =
|y − x|2
b− a

≤
∫ b

a

|q̇|2.

Ejercicio 13.

ϕt(θ) = tα + θ mod 1

Por el teorema de recurrencia de Poincaré, ∀ε > 0, ∃m ∈ N tal que
ϕm(Bε(0)) ∩Bε(0) 6= ∅. Si θ es un punto de la intersección

|mα| mod 1 = |ϕm(θ)− θ| mod 1 < 2ε.

Definición 1. α1, . . . , αk ∈ R son racionalmente independientes
si

m1α1 + · · ·+ mkαk = 0,m1, . . . ,mk ∈ Z⇒ m1 = · · · = mk = 0

Proposición 1. Para todo k ∈ N se cumple

(Ak) Si 1, α1, . . . , αk son racionalmente independientes, entonces {nα :
n ∈ Z} es denso en Tk.

(Bk) Si α1, . . . , αk son racionalmente independientes, entonces {tα :
t ∈ R} es denso en Tk.

Demostración. Por inducción. B1 es trivialmente cierto.
(Bk) ⇒ (Ak).
Sean 1, α1, . . . , αk racionalmente independientes. Sean θ ∈ Tk, ε > 0.
Por el teorema de recurrencia ∃m ∈ N, r ∈ Zk tal que |mα− r| < ε.

Como mα1 − r1, . . . , mαk − rk son racionalmente independientes,
{t(mα− r) : t ∈ R} es denso en Tk. Aśı existe s ∈ R tal que

|θ − s(mα− r)| mod 1 < ε, n ≤ s < n + 1.

|θ − n(mα− r)| mod 1 ≤ |θ − s(mα− r)| mod 1 + (s− n)|mα− r| < 2ε.
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(Ak) ⇒ (Bk+1).

Si α1, . . . , αk+1 son racionalmente independientes, 1,
α1

αk+1

, . . . ,
αk

αk+1

son racionalmente independientes.
Sean θ ∈ Tk, ε > 0, entonces existe n ∈ Z tal que

|(θ1, . . . , θk)− θk

αk+1

(α1, . . . , αk)− n

αk+1

(α1, . . . , αk)| mod 1 < ε.

Como θk+1 − θk + n

αk+1

αk+1 = 0 mod 1,

|θ − θk + n

αk+1

α| mod 1 < ε.

Ejercicio 14. Considere el primer d́ıgito de los números de la
sucesión 2n : 1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, . . . . Aparece el d́ıgito 7 ?
Que d́ıgito aparece mas frecuentemente, 7 u 8? Con cuánta mas fre-
cuencia?

SOLUCIÓN: El primer d́ıgito de 2n es m, precisamente cuando

m 10k ≤ 2n < (m + 1)10k, k ∈ N.

Tomando logaritmo de base 10

k + log m ≤ n log 2 < k + log(m + 1),

o sea

n log 2 ∈ (log m, log(m + 1)) mod 1.

Por el teorema de recurrencia de Poincaré la sucesión {n log 2 mod 1}
es densa en T1. De hecho la frecuencia con la que lo términos de la
sucesión caen en cualquier intervalo (a, b) es precisamente b − a. Un
esbozo de la demostración de la última afirmación es como sigue:

Se prueba que para cualquier f ∈ L2(T1), la sucesión de promedios
a lo largo de la órbita

1

n

n−1∑

k=0

f(x + kα)

converge casi dondequiera a una f̂ ∈ L2(T1). Es fácil ver que f̂(x) =

f̂(x + α) casi dondequiera y que
∫ 1

0

f =

∫ 1

0

f̂ .

Desarrollando en serie de Fourier

f̂(x) =
∑

k∈Z
ak exp(2πikx)



8

tenemos que ak = ak exp(2πikα) ∀k ∈ Z. Si α /∈ Q, entonces ak = 0 si

k 6= 0, o sea que f̂ = constante =
∫ 1

0
f . Utilizando f = χ(a,b) tenemos

lim
n→∞

1

n
#{0 ≤ k < n : x + kα ∈ (a, b) mod 1} = b− a.

Ejercicio 15. Muestre que S0(3) es difeomorfo al espacio proyec-
tivo P3.

SOLUCIÓN: Definimos el conjunto de cuaterniones como

H =
{[

a b
−b a

]
: a, b ∈ C

}
.

Identificamos a C con el subespacio de H de matrices diagonales. Sean

j :=

[
0 1
−1 0

]
, k = ij :=

[
0 i
i 0

]
. Entonces

H = {a + jb : a, b ∈ C} = {x = x0 + x1i + x2j + x3k : xi ∈ R}.
Definiendo x = x0 − x1i − x2j − x3 tenemos que xx = |x|2. Aśı,
∀x ∈ H− {0} hay un inverso x−1 = x/|x|2.

El conjunto de cuaterniones unitarios

S3 = {a + jb : |a|2 + |b|2 = 1} = {u ∈ H :
3∑

i=0

u2
i = 1},

actúa sobre R3 = {x ∈ H : x0 = 0} mediante

u · x = uxu.

Aśı, cada u ∈ S3 define un elemento h(u) de S0(3). Note que h(u) es
la identidad si y sólo si u = ±1 y que h(u) = h(v) si y sólo si h(uv) es
la identidad, o sea u = ±v. Por lo tanto S0(3) es difeomorfo al espacio
proyectivo P3.

Ejercicio 16. Muestre que en un espacio vectorial la integral de
una forma cerrada sobre cualquier ciclo es cero.

SOLUCIÓN: Sea c un k-cubo. Consideremos el cono pc sobre c con
vertice en cero o sea el el k + 1 cubo pc(t, x) = tc(x). Extendemos la
definición del cono a cualquier cadena por linealidad.

∂c =
k∑

i=1
α=0,1

(−1)i+αci,α

donde ci,α(x1, . . . , xn−1) = c(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1). Probemos
que

p∂ + ∂p = id
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p(ci,α)(t, x1, . . . , xn−1) = tc(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1),

(pc)1,α(t, x1, . . . , xn−1) = pc(α, t, x1, . . . , xn−1) = αc(t, x1, . . . , xn−1)

(pc)i,α(t, x1, . . . , xn−1) = (pc)(t, x1, . . . , xi−2, α, xi−1, . . . , xn−1)

= tc(t, x1, . . . , xi−2, α, xi−1, . . . , xn−1), i > 1

Aśı

(pc)i,α =





0 i = 1, α = 0

c i = 1, α = 1

p(ci−1,α) i > 1

,

p∂c + ∂pc =
k∑

i=1
α=0,1

(−1)i+αp(ci,α) +
k+1∑
i=1

α=0,1

(−1)i+α(pc)i,α = c− 0.

Si dω = 0 y ∂c = 0, entonces
∫

c

ω =

∫

∂pc

ω =

∫

pc

dω = 0

Ejercicio 17. Muestre que toda forma cerrada en un espacio vec-
torial es exacta

SOLUCIÓN: Para ω k forma diferencial en Rn definimos la k − 1
forma pω por

∫

c

pω =

∫

pc

ω.

Entonces
∫

c

pdω + dpω =

∫

pc

dω +

∫

∂c

pω =

∫

∂pc

ω +

∫

p∂c

ω =

∫

c

ω,

pdω + dpω = ω.

Si dω = 0, entonces ω = dpω.
Para dar una fórmula para pω sean v1, . . . , vk−1 ∈ Rn y considere-

mos el paralelogramo

cε(s1, . . . , sk−1) = x + s1v1 + · · ·+ sk−1vk−1, si ∈ [0, ε]
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pωx(v1, . . . , vk−1) = lim
ε→0

ε1−k

∫

[0,ε]k−1

ωcε(s)(v1, . . . , vk−1)ds = lim
ε→0

ε1−k

∫

cε

pω

∫

cε

pω =

∫

pcε

ω =

∫

[0,ε]k−1

∫ 1

0

ωtcε(s)(cε(s), tv1, . . . , tvk−1)ds dt

pωx(v1, . . . , vk−1) =

∫ 1

0

ωtx(x, tv1, . . . , tvk−1)dt.

Ejercicio 18. Sea X un campo vectorial en M y sea ω una k
forma diferencial. Definimos la k − 1 forma iXω por

iXω(v1, . . . , vk−1) = ω(X, v1, . . . , vk−1).

Pruebe la fórmula

iXd + diX = LX .

SOLUCIÓN: Sea gt el flujo definido por el X. Para c una l cadena
definamos la l + 1 cadena Hc mediante Hc(t, x) = gtc(x). Entonces

g1c− c = ∂Hc + H∂c.

∫

Hc

η =

∫

[0,1]l
η(X(gtc), gt∗D1c, . . . , gt∗Dk−1c)

=

∫

[0,1]l
g∗t (iXη)(D1c, . . . , Dk−1c) =

∫ 1

0

(∫

c

g∗t (iXη)
)
dt

Como g∗t LXω =
dg∗t ω
dt

,

∫ 1

0

(∫

c

g∗t LXω
)
dt =

∫

c

g∗1ω − ω =

∫

g1c−c

ω =

∫

∂Hc+H∂c

ω =

∫

Hc

dω +

∫ 1

0

(∫

∂c

g∗t (iXω)
)
dt =

∫ 1

0

(∫

c

g∗t (iXdω) + g∗t d(iXω)
)
dt

Aśı ∫

c

LXω =
d

ds

∣∣
s=0

∫ s

0

(∫

c

g∗t LXω
)
dt =

∫

c

iXdω + g∗t diXω

Ejercicio 19. Muestre que la transformación A : R2n → R2n,
(p, q) 7→ (P,Q), es canónica si y sólo si el corchete de Poisson de cua-
lesquiera dos funciones en las variables (p, q) y (P,Q) conciden:

{F ◦ A,H ◦ A} = {F, H} ◦ A
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SOLUCIÓN: Sea ω la forma simpléctica canónica de R2n. Supong-
amos que A es canónica, o sea A∗ω = ω. Sean x, v ∈ R2n, entonces

ωx(Id(F◦A)x, v) = −d(F◦A)xv = −dFA(x)A∗xv = ωA(x)(IdFA(x), A∗xv)

= (A∗ω)x(A
−1
∗x IdFA(x), v) = ω((A−1

∗ IdF )x, v)

O sea que Id(F ◦ A) = A−1
∗ IdF . Por lo tanto

{F◦A,H◦A} = ω(Id(H◦A), Id(F◦A)) = (A∗ω)(Id(H◦A), Id(F◦A))

= (A∗ω)(A−1
∗ IdH, A−1

∗ IdF ) = ω(IdH, IdF ) ◦ A = {F, H} ◦ A

Reciprocamente, si {Pi, Pj} = {Qi, Qj} = 0, {Qi, Pj} = δij, entonces

dP1, . . . , dPn, dQ1, . . . , dQn

es en cada x una base de T ∗
xR2n y como dF (IdH) = {F,H}, la base

dual de TxR2n es

−IdQ1, . . . ,−IdQn, IdP1, . . . , IdPn.

Como ω(IdPi, IdPj) = ω(IdQi, IdQj) = 0, ω(IdPi, IdQj) = δij, ten-
emos que

ω =
∑
i<j

dPi ∧ dQj = A∗ω

Ejercicio 20. Pruebe que el corchete de Poisson en una variedad
simpléctica satisface la identidad de Jacobi.

Sean A,B, C funciones reales y sean A,B,C los campos hamilto-
nianos correspondientes. Entonces

{{A,B}, C}+ {{C,A}, B} = C(B(A))−B(C(A)) = [C,B](A)

{{C,A}, B}+ {{B,C}, A} = [B,A](C)

{{B,C}, A}+ {{A,B}, C} = [A,C](B),

Aśı

0 = dω(A,B,C) = A(ω(B,C))−B(ω(A,C)) + C(ω(A,B))

− ω([A,B],C) + ω([A,C],B)− ω([B,C],A) =

{{C, B}, A}−{{C, A}, B}+{{B, A}, C}−[A,B](C)+[A,C](B)−[B,C](A)

= {{C, B}, A} − {{C,A}, B}+ {{B,A}, C}+ {{C,A}, B}
+{{B, C}, A}+{{A, B}, C}+{{C,A}, B}+{{B,C}, A}+{{A,B}, C}

= {{C,A}, B}+ {{B,C}, A}+ {{A,B}, C}.


