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Capitulo 1

Algebra lineal simpléctica

1. Formas simplécticas

DEFINICION 1.1. Sea V espacio vectorial sobre R. Una forma simplécti-

ca en V es una funcién bilineal w : V x V — R que

» Es antisimétrica o sea w(v, w) = —w(w, v) o equivalentemente
w(v,v) =0.
= No es degenerada o sea que

wvw)=0VweV =sv=0

Si w es una forma simpléctica en V' decimos que (V,w) es un espacio
lineal simpléctico.

Dada una base e = {ey, ..., e,} de V defina la matriz we = (w;;) =

(w(ei, ;). Entonces w es una forma simpléctica si y sélo si we es anti-
simétrica e invertible.

PROPOSICION 1.1. Sea w : V x V — R una funcion bilineal anti-

simétrica. Entonces hay una base e de V' tal que

0O FE, O
we=|—FE,, 0 0
0 0 O

donde E,, es la matriz identidad m x m.

Por lo tanto, st w es simpléctica entonces hay una base e llamada

simpléctica tal que

[0 En
We=1_gE 0

ydimV = 2m.

Demostracién.. Si w # 0 escogemos eq, f1 € V tal que w(ey, f1) =

1. Sea

Vi={veV:wwe)=w,f)=0}

Si w|Vi x V] no es cero escogemos es, fo € Vi tal que w(eq, fo) = 1.
Continuando el proceso construimos vectores linealmente independien-
tes ei,...em, fi... fm tales que poniendo €,,1; = f;,j =1,...my

Vi={veV:iwwe)=07=1,...2k}
5



6 1. ALGEBRA LINEAL SIMPLECTICA

tenemos que w|Vj x Vi, = 0. Si V, = {0}, w es simpléctica. En otro caso
escogemos {eam11, ... €, base de V4. O

Para el espacio vectorial V', denotemos por V* al espacio dual, por
V* @ V* al espacio de funciones bilineales y por A%(V) al espacio de
funciones bilineales antisimétricas. Analogamente definimos el espacio
AF(V) de funciones multilineales antisimétricas w : V¥ — R. Dados
h,g € V* definimos g @ h € V* @ V* y g A h € A*(V) mediante

9@ h(v,w) = g(v)h(w)

g A v, w) = g(v)h(w) = h(w)g(v)

Dada la base e consideremos la base dual = {ef, ..., e:} definida por
. _J1 =y
ei <€]> - {0 i % j

Si w € A*(V) entonces

w= Zw(ei, eje; Nej.

1<j

La Proposicién [1.1] dice que hay una base e tal que
W= Z e; N €
i

Sigy ..., o, € V*, definimos la funcién multilineal ¢ A- - -A¢y, : VF — R
mediante

GL N N Op(vg, .. ) = det(gbi(vj))

EJEMPLO 1.1. Sea V' = R? con el producto escalar {,) y el producto
vectorial X usuales. Para A € V| definimos w} € V* w3 € A?V*
mediante

wi(v) = (A,0), wilv,w) = (A0 xw) = det(A,v,w)
Sean A,B € V.
wiAwp(v,w) = wy (V)wp(w)—wy(w)wp(v) = (4, vV)(B,w)—(A, w)(B,v)
= (A, Bx (vxw)) =(Ax B,vxw)=wj,zv,w),

1 1,2
por lo tanto wy A wp = w4, g
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Sea ey, €9, e3 la base candnica de R?

1
wa Nwp(er, e, e3) = 5 > senowh(eon)wh(eow), eom) =
og€ESs

wh(er)wi(ea, e3) + wh(ex)wp(es, e1) + whles)wh(er, e2) =
(A e1)(B,e1) + (A, es)(B,es) + (A, es3)(B,es) = (A, B),

por lo tanto w} Aw% = (A, B) det.

COROLARIO 1.1. Sean V' un espacio vectorial de dimension 2k y
w € A2(V). Entonces w es simpléctica si y sélo si wkw A+ Aw # 0.

Demostracién. Si w € A?(V), por la Proposicién |11/ hay una base
edeV tal quew = ) ef Ael, . Asi

i<m
W =cpe; A ANes
donde ¢,, # 0. Si m < k entonces w* = 0. Si m = k entonces w* #
0. O
Si F': W — V es lineal definimos F™* : A*(V) — AF(W) mediante
Frnws,. .. w) = n(F(w), ..., Fluwg)).

Notemos que (FoG)* = G*oF* para F : W — V,G : U — W lineales.

Sea (V,w) un espacio simpléctico, una transformacién lineal F' :
V — V se llama simpléctica si preserva w, es decir F*w = w. El con-
junto Sp(V,w) de transformaciones simplécticas es un grupo llamado
grupo simpléctico.

EJEMPLO 1.2. En R?™ consideremos la forma simpléctica canénica

0 E,.
WO(xay):mey Jm:|:_E 0:|

Denotaremos Simp(m)=Sp(R*™, w), entonces F' € Simp(m) si y sélo
si para toda pareja x,y € R?>™

x-Jny = (Fx) Jpy=a-F'J,Fy

A B}, la igualdad

si y s6lo si FTJ,F = J,. Escribiendo F = c D

FTJ,F = J,, queda

{0 —&1VTCW{0 —&ﬂﬁ.ﬂ:'wb—ﬂb CcTB— ATD

E, 0 BT DT||E, 0 ¢ D

que dice que ATC, BTC sean simétricas y DTA — BTC = E,),.

DTA— B'C DB - B'D
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EJEMPLO 1.3. Sea W un espacio vectorial cualquiera que llama-
remos espacio de configuragion. Consideremos el espacio fase V =
W e W*={(v,h):ve W he W} Definamos la forma simpléctica
w en V mediante

w((v1, M), (v2, ha)) = ha(v2) = ha(v1).
Cualquier isomorfismo lineal f : W — W induce una transformacion
simpléctica F': V — V dada por F(v,h) = (f(v),ho f71).

2. Subespacios de un espacio simpléctico

DEFINICION 1.2. Sea (V,w) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio vectorial de V. Definimos

WH={weV www) =0VweW}, radW=Wnw.

Si W C W+ decimos que W es isotrépico.

Si W+ C W decimos que W es coisotrépico.
Si W+ =W decimos que W es lagrangiano.
Sirad W = {0} decimos que W es simpléctico.

COROLARIO 1.2.
s (WhHE=W
» Si Wy C Wa, entonces Wit C Wit
w (W1 +Wo)t = Wi n Wik, Wi n Wit = Wit + Wik,
» dim Wt =dimV — dim W.
» W/radW con w*(v + rad,w + rad) = w(v,w) es un espacio
sitmpléctico.

PROPOSICION 1.2. Sea (V,w) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio vectorial de V. Sea U subespacio simpléctico tal que

W =rad W @ U.

Sea {ey,...e,} base derad W, entonces existen fi, ... f. € UL tales que

{e1,... e, fi,... fr} es una base simpléctica del subespacio que genera.
Asi

(fi,- - f)®@W

es un subespacio simpléctico.

Demostracién. (Por induccién). Supongamos que hemos escogido
{fi,.-. fr} € U tales que {e1,...e., f1,... fs} es una base simpléctica
del subespacio que genera. Sea

X =(ey,...e) DU C W.

Como egy €radW Cc W+ C Xt ye,1 ¢ X Drad X =rad X+, hay
un foy1 € X+t C UL con w(egy, for1) = 1. O
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COROLARIO 1.3. Sea (V,w) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio lagrangiano. Entonces existe un subespacio lagrangiano
U tal que

V=WwaeUl.
Demostracién. Sea {e,...e,} base de W = rad W. Entonces
existen { f1,... fin} tales que {ey, ... en, fi1,... f} es una base simplécti-
ca de V. O

Sea (V,w) un espacio lineal simpléctico. Denotaremos por £(V) la
coleccion de subespacios lagrangianos de V. El grupo simpléctico actua
en L(v). Mas atin, se sigue del Corolario [1.3| que dados Ly, L1 € L(V)
existe g €Sp(V,w) tal que g(Lg) = Ly. Dado Ly € L(V) consideremos
el subgrupo de isotropia

Go = {g € Sp(W,w) : g(Lo) = Lo}

con el cual establecemos la identificacién Sp(V,w)/Gy = L(V).
Consideremos el subespacio lagrangiano Ly = R™ x {0} de R*™,

entonces g = {é ZB;} € Sp(m) pertenece a Gy si y sélo si C' = 0. Asi

Go = {[61 (ABl)T] : A~ Bes simétrica}.

Consideremos R?*™ con la estructura simpléctica candnica

0 E,.
wo(x7y>:x<]my Jm:|:_E 0:|

Identificando R?*™ con C™ escribamos (z,y) = x+iy. Como i(x+1iy) =
—1y + iz tenemos que multiplicar por ¢ corresponde a aplicar —.J,,,.
Una transformacion lineal T' : R*™ — R?™ es C lineal si y solo si
T(iz) =iT(z) osea T J,, = J,, T. Escribiendo T'(z,y) = (Bzx+Ey, Cx+
Dy) tenemos que T' es C lineal siy sélo si B = D, E = —C'y la matriz
compleja de T es D +iC.
Para A matriz real 2m x 2m tenemos que

AcSp(m) < ATJ,A=JA,
AeO0@2m) <= ATA=E,,
AeGLnC) «— AJ,=J,A,detA#0

Es facil comprobar que
Sp(m) N O(2m) = Sp(m) N GL(n,C) = GL(n,C) N O(2m).
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Por otra parte

A= {g _DC} €0(2m) <« D'D+C'C=E,,C"D=D"C

— (D' —iCT)(D+iC) = E,,.

Por lo tanto podemos escribir GL(n,C) N O(2m) = U(m).
Consideremos ahora un subespacio L C R?*™ de dimensién. Con

, . X
una base {v1,...,v,,} de L construimos un matriz 2m x m {Y} que

representa una transformacién lineal R™ — R?™ cuya imagen es L.
Asi L es un subespacio lagrangiano si y solo si

(XTY™J,, [if(] = Jm

o sea que X1Y es simétrica. Si ademds suponemos que la base es orto-
normal tenemos X7 X 4+ Y'Y = E,, v entonces el subespacio lagran-
giano L es la imagen bajo X 4+ iY € U(m) del subespacio horizontal
H = R™ + i{0}. Por otra parte, una transformacién D + iC' € U(m)
deja fijo H siy sélo si € = 0y asi D € O(m). Tenemos entonces la
representacion del conjunto de subespacios lagrangianos de R*™

L(R*™) 2 U(m)/O(m).

DEFINICION 1.3. Sea V un espacio vectorial sobre R, un isomorfis-
mo J : V — V se llama estructura compleja en V si J? = I. Cuando
(V,w) es un espacio simpléctico, decimos que la estructura compleja J
es compatible con w si J es simpléctica. En tal caso, la forma bilineal

g(v,w) = w(v, Jw)
satisface
g(Jv,w) = w(v,w)

g(U,w) = g(w,v)
g(Ju, Jw) = g(v,w).

Si ademads g(v,v) > 0, decimos que J es una estructura compleja com-
patible positiva.

TEOREMA 1.4. Todo espacio simpléctico (V,w) posee una estructura
compleja compatible positiva.

Demostracién. Sea v un producto escalar en V' y definamos el
isomorfismo A de V mediante

v(Av, w) = w(v,w).
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Por la antisimtria de w tenemos
Y(Av,w) = —y(v, Aw)
(A0, w) = —y(Av, Aw) = y(v, A%w)
o sea que A? es autoadjunto y y(A%v,v) < 0. Por lo tanto V tiene una

base ~ ortogonal e formada por eigenvectores de A% con eigenvalores
—)\3, Aj > 0. Sea B el isomorfismo de V' cuya la matriz en la base e es

diag(A, ..., A,). Entonces B es el tinico operador positivo autoadjunto
tal que B? = —A?. Se puede también definir B por
1
1.1 B=— E+ A*)7'd
(1) 5o [ VB + A

donde « es una curva cerrada en el semiplano Rz > 0 que encierra los
valores A\, ..., \2. La exprsion ([I.1]) implica que AB = BA. Definiendo
J = AB~! tenemos

J? = A’B?=-FE
w(Jv, Jw) = y(AJv, Jw) = —y(Bv, Jw) = —y(v, Aw) = w(v,w)
9(0,0) = (v, J0) = A(Av, Jw) = —(v, AJw) = (v, Bu) > 0
U






Capitulo 2

Variedades Simplécticas

1. Variedades Simplécticas

DEFINICION 2.1. Sea M una variedad, una estructura simplécti-
ca en M es una 2-forma que no es degenerada (en ningin punto) y
que es cerrada o sea dw = 0. En tal caso decimos que (M, w) es una
variedad simpléctica. Si (M,w) una variedad simpléctica, la transfor-
macion diferenciable ¢ : M — M se llama simpléctica si p*w = w.
El campo X € X(M) es simpléctico si su flujo consiste de transforma-
ciones simplécticas o equivalentemente Lyw = 0 o lo que es lo mismo
d(i(X)w) =0.

DEFINICION 2.2. Sea w una 2-forma no degenerada en la variedad
M. Dada H : M — R hay un tnico Xy € X(M) tal que i(Xpy)w = dH
y se conoce como el campo hamiltoniano correspondiente a H. Para
H, K : M — R diferenciables definimos el corchete de Poisson

{H,K} = w(Xk, Xp) = dK(Xy) = Xu(K)

PROPOSICION 2.1. Si X, Y € X(M) son simplécticos entonces [X,Y]
es el campo hamiltoniano correspondiente a w(Y,X). En particular

Xeuxy = [Xu, Xkl

Demostracion.

X(i(Y)w(Z)) = Lx(i(Y)w)(Z) +i(Y)w(LxZ)
= dw(Y,X))(Z2) +i(X)d(i(Y)w)(Z) + w(Y, Lx Z)
= dw(Y,X))(Z2) +w(Y,LxZ)

X@(Y,2) = Lxw(Y,Z) +w(LyxY, Z) +w(Y, Lx )
= w(X,Y],2) +w(Y,LxZ).
Entonces d(w(Y, X))(Z) = w([X,Y], Z). O
PROPOSICION 2.2. Sea w una 2-forma no degenerada en la varie-

dad M. Sean A,B,C : M — R diferenciables y sean X4, X, X¢c los
campos hamiltonianos correspondientes. Entonces

dw(Xa, Xp, Xc) ={A{B,C}} +{B,{C, A}} + {C, {4, B}}
Asi, w es cerrada si y sd;0 si {,} satisface la identidad de Jacobi.

13



14 2. VARIEDADES SIMPLECTICAS

Demostracion.
{B,{C,A}} +{C,{A,B}} = Xp(Xc(A) - Xc(Xp(A4))) = [Xp, Xc](A)
{AAB,C}} +{B.{C,A}} = [X4 X5](C)
[C{ABY +{A{B.C}} = [Xo,XAl(B),
Asi
dw(Xa, Xp, Xe) = Xa(w(Xp, X)) — Xp(w(Xa, Xeo)) + Xo(w(Xa, XB))
—w([Xa, X, Xe) + w([Xa, Xc|, XB) — w([XB, Xc], Xa)
={AAC, B}} —{B.AC, A}} +{C,{B, A}}
+ [Xa, XB](C) — [Xa, Xc|(B) + [XB, Xc|(A)
={AAC B}} —{B.{C, A}} +{C{B,A}} + {A.{B,C}}
+{B,{C, A}} + {C,{A,B}} +{A,{B,C}} + {B,{C,A}} + {C,{A, B}}
={AAB,C}} +{B.{C,A}} +{C.{A B}}

EJEMPLO 2.1. R?*™ con la estructura canénica wy(z,y) = = - v,
z,y € T,R*™ =2 R*" es una variedad simpléctica

EJEmMPLO 2.2. El haz cotangente de una variedad es el conjunto
T*M = U TqM* — {(q7p) g€ M,p € TqM*}

qeEM
con la proyeccion 7 : TM — M, 7(q,p) = q.

Dada una carta de coordenadas ¢ : U C M — R™ o = (z!,...,2™),
para cada q € U, dxé, ..., dxy’ es una base de T, M*. Asi cualquier
p € TyM* se esceribe p = 3, yida, y entonces (z',... 2™, y', ... y™)
T*U — R*™ es una carta de coordenadas.

La 1-forma natural de n : T*M — T*(T*M) se define por 7, =
p © D7(qp. Definimos w = —dn.

Escribiendo w € T4, (T*M) en coordenadas locales

< 9, 0
(2.1) w = Z (6%) +bi(ayi)<w>’
= 9,
(22) Priapw = 2 iz,

(2.3) Ngp) (W) = Zyzal = (Z Yid(, ) (w)

(2.4) w o= Zdazi/\dyi.
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Por lo tanto w es simpléctica.
Sean H, K : T*M — R diferenciables. Escribiendo

0
XH = ZAja ]ay]

. " )
dH = i(Xy)w = deAdy ZAJ(? Jay )
=1

Z OH 0 OH 0
ox; 895, 0y; 0y;

= Z A;dy' — Bdx';

OH 0 OH 0
A= Z y; Ox; axi ayi,
" OHOK 0OHOK

H K} = _
K3 —~ Oy; Ox;  Ow; Oy

2. Grupos de Lie

DEFINICION 2.3. Un grupo (G,-) es un grupo de Lie si es una
variedad diferenciable y la transformacion p : G x G — G dada por
wu(g,h) = g-h=t es diferenciable.

Sea GG un grupo de Lie. Denotaremos por e la identidad de G. Para
cada a € G definimos las traslaciones izquierda y derecha L,, R,
G — G y el automorfismo interior I, mediante L,(g) = a - g, R,(g) =
g-a, I,(9) = aga™. Un campo X € X(G) se llama invariante por la
izquierda si L, X = X para todo a € GG. Denotaremos por g el conjunto
de campos invariantes por la izquierda.

OBSERVACIONES 2.1. Si XY € g entonces [X,Y] € g ya que
Lon[X, Y] = [Laa X, Lo.Y] = [X, Y] Va € G.

Si X € g, entonces X(g) = (Lg:X)(9) = Lgue(X(97'9)) = Lgse(X(e)).
Asi hay un isomorfismo 7.G = g, z — X donde X(g) = Lgs(2).
Si X € g con X(e) = x, denotaremos por ¢t — e = exp(tz) a la
solucién de ¢’ = X (g) con 0 — e. Entonces el flujo de X esta dado por

©i(9) = 9 € = Rexpa)(9) ya que

d
dt lt=0
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Definimos Ad(a) = D(1,). vy ad, = di Adexpay- S1 X,Y € g con
+t=0
X(e) =z, Y(e) = y definiremos [z, y] = [X,Y](e). Asi
d d -
[xay] = - tZO(ReXp(—tr)*Y)(e) = dt 10 DReXp —tx) (Y(et ))
d
= d_t tZODRexp(—tx)DLexp(tx) (?J dt’ exp(tx))e(y> - ada:y
Como hye(y) = d/ds|s=oh(e*?) para h € C*(G, G), tenemos
0 t t 0 t
[, y) = Otos }00)6 ce ——[y,ﬂl?]:%‘(o’o)e eret.
La aparente diferencia entre las dos derivadas se explica con
82
- —sy tx sy —tx
[z,y] = (?t(?s‘(o:o)e efee

DEFINICION 2.4. Sea G un grupo de Lie. Cualquiera de g 6 T,G
con la correspondiente operacién [,] se llama el dlgebra de Lie de G y
la tansformacion T.G — G, z — € se conoce como la transformacion
exponencial.

OBSERVACIONES 2.2. Si xq,...,x; es una base de T.G, entonces
los campos Xj,..., X} € g con X;(e) = x;, forman una base de T,G
en cada punto g € G. Por lo tanto G es paralelizable mediante el
difeomeorfismo G x g 2 TG, (g9, X) — X(9g).

Siempre podemos definir en G’ una métrica riemanniana invariante
por la izquierda. De hecho sea (, ). cualquier métrica en T,G y defina-

mos Vg € G
<’ >9 = (LZ—1)9<<7 >e)'

Para (,) invariante por la derecha y por la izquierda y X,Y € g,
tenemos que Lx(,) =0y (X,Y) es constante.

(25)  Z(X)Y) = Ly )X,Y)+ (2 X],Y)+(X,[ZY])
(2.6) (2, X],Y) + (X,[2,Y]) = 0.

EjempLO 2.3. Consideremos el grupo SO(3) de las matrices or-
togonales 3 x 3 con determinante 1. Sea A : (—e,e) —SO(3) una
curva difrenciable con A(0) = E3. Asi A(t)A(t)T = B3 y derivando
A’'(0)+ A’(0)T = 0. Por lo tanto el algebra de Lie correspondiente so(3)
es el conjunto de matrices antisimétricas 3 x 3. Hay un isomorfismo
F : R? —s0(3) dado por

T 0 —X3 T
F To| == xT3 0 —X1
T3 —XT2 T 0
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el cual satisface
F(r)a=x x a,Ya € R?

g1
Sea g = [g2| €S0O(3), entonces

93
Ad(g)X = gXg'=glxxgl,vxgs,zxgl)

= (g2 % ggi, 92 X 995 . g X g3 )

= F(gx)(991.992.995) = 9Xg99" = F(ga).
Asi, para Y = F(y) €s0(3)

V,X] =YX - XY = F(Yz) = F(y x 2).

Por lo tanto F : (R3, x) —(so(3),[ , ]) es unisomorfismo de algebras
de Lie y la accién Ad de SO(3) en su algebra de Lie corresponde a la

accién natural en R3. Las 6rbitas de la accién son esferas centradas en
el origen (o el propio origen).

Para un grupo de Lie G consideremos la accién Ad* de G en g*
definida por Ad*(g) = Ad(g~')*. Para £ € g* consideremos su 6rbita

O¢ ={Ad(g)*¢ : g € G}
para la cual el espacio tangente T¢O; consiste de los vectores
d
d. (&) = —| Ad(e™)* .
adi(§) = L] Adeye weq
En O¢ definimos la 2-forma w mediante

we(ad,(§), ad,(§)) = &([x, y]).

Para probar que w es cerrada consideremos z, ¥, z € g. Como

ad}(w(ady, ad?))(§) = %towAd<etz)*aad;(Ad(e—“)*&),adz<Ad<e‘“>*5>>
d —tx\*
= =| _ Ade oIy, =)
_ % €A o)) = —€([z, [, 2])

dw(ady, ady, ad?)(€) = —2¢([z, [y, 2]]) = 26([y, [z, 2]]) = 2&([z, [2,9]]) = 0

OBSERVACION 2.3. Cuando el algebra de lie g posee una forma
bilineal no degenerada (,) que satisface (2.6), (,rip permite identificar
g con su dual y definir una estructura simpléctica en las dérbitas de la
accién adjunta mediante w,(ad,y, ad,z = (x, [y, 2]).
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EJEMPLO 2.4. Por medio del producto escalar usual de R3 iden-
tificamos el algebra de Lie so(3) con su dual. Dicho producto escalar
satisface (2.6 ya que z - (y x z) = y - (2 x z). Como observamos, las
orbitas O de la accion adjunta son esferas. Ademas

T,0 = {ad,w =z x w : x € R*},
como todo mundo sabe. La forma simpléctica en O esta dada por
wrxw,zxw)=w-(rxy)

EJjeEMPLO 2.5. Consideremos ahora el grupo euclidiano E(3) que es
el producto semidirecto de SO(3) y R?, a saber si A, B €50(3) a,b € R?

la operacion esta definida por

(2.7) (A,a)(B,b) = (AB, Ab+ a)

y asi

(2.8) (A,a)t = (AT, —ATa)

(2.9) Liaw(B,b) = (ABAT,—AB"a+ Ab+ a)

Identificando el dlgebra de Lie e(3) con R3xR3, considerando una curva
(B(t),b(t)) €E(3) y calculando la derivada de (2.9) en ¢ = 0 tenemos

(2.10) Ad(A,a)(X,x) = (AX,—(AX) X a + Azx).
Como |AX| = |X|y AX - (Az— (AX) xa) = X -z, las 6rbitas adjuntas
son de la forma

O={(V,y):[Y|=0c,V y=c}
Considerando ahora una curva (A(t), a(t)) €E(3) y calculando la deri-
vada de (2.10) en ¢ = 0
(2.11)  adyy)(X,z) =[Y,y),(X,2)] = (Y x X, - X xy+Y x )
La funcién bilineal no degenerada en e(3) definida por

(X,2),(YVy) =X -y+z-Y

satisface y entonces permite definir una estructura simpléctica en
las érbitas adjuntas.

Consideremos el movimiento de un cuerpo rigido en el campo gra-
vitacional. En el sistema de coordenadas fijo al cuerpo, la ecuaciones
de movimiento son las ecuaciones de Euler

(2.12) A = (Aw+ ) xw+rvxC

(2.13) Vo= UXwWw

donde A es la matriz de inercia, C' es el centro de masa, v es el vector
unitario vertical visto desde el cuerpo. Las funcién f; = |v|?, la com-

ponente vertical del momento angular fo = (Aw + \) - v, y la energia
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H= %Aw -w + v - C son primeras integrales de movimiento, o sea que
a lo largo de soluciones de ([2.12]), , f1 = fz = H =0y por con-
siguiente para cualquier solucién (v(t),w(t)) de (2-13), la curva
(Y(t),y(t)) = (v(t), Aw(t) + A) permanece en la misma érbita adjunta
en e(3). Tenemos

(2.14) g = yx A (y—-N)+Y xC
(2.15) H = %(y—)\)~A1(y—)\)+Y~C

El campo vectorial Xy correspondiente a la restriccion de H a una
6rbita adjunta estd dado por Xy (&) = [v(€), €] donde

dH (&)(adn8) = (&, [v(€),y]) = (v(£), adyg)

Como
OH OH OH OH
dH(&)(Z, z) = a_YZ t gt <(0_y’ 8_Y)’ (Z,2))
Asi
OH OH
O0H O0H OH
= Mgy T Gy
Como
oH oH
= Xu()

resulta ser (2.13)), (2.14))

EJEMPLO 2.6. Sean G un grupo de Lie y (,) una métrica rie-
manniana en G invariante por la izquierda. La conexién definida por
VxY =[X,Y]/2 para X,Y € g, es la conexién de Levi-Civita ya que
es compatible con la métrica por (2.6)) y

1 1
VxY - VyX = §[X,Y] — é[Y,X] = [X,Y].
Como VxX = 0 para X € g, tenemos que las curvas ¢t — e!* son
geodésicas.
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3. El teorema de Darboux

TEOREMA 2.1. Sean (M,w) variedad simpléctica y p € M. Enton-
ces existe una vecindad coordenada (U, @), ¢ = (T1,...,Tny Y1, -+, Yn)
tal que

w|U = dei A dy;
i=1

Demostracién. Consideremos w,, : T,M x T,M — R. Escojamos
una base simpléctica {fi,..., fan} de T,M.

Sea (V, 1) vecindad coordenada alrededor de p. Sea L el automorfis-
mo lineal de R*" que manda la base {di,(f;)} en la base canénica y sea
) = Lo1. Entonces la transformacién di, manda la forma simpléctica
w, en la forma simpléctica candnica Q de R**. En V' tenemos dos formas
simplécticas w y w® = 1*Q). Vamos a demostrar que hay una deforma-
cién diferenciable ¢, t € [0, 1] de una vecindad U de p tal que ¢y = id
y ¢tw = w. Entonces la transformacién ¢ = ¢ o ;" satisfard ¢*Q = w
y asi (U, ¢) es la vecindad coordenada buscada. Definamos la familia
de 2-formas cerradas

w'=wp+tw—-w’) telo1],

Como (w'), = w, para todo ¢ € [0,1], hay una vecindad U’ de p donde
w' no es degeneradad para ningin ¢ € [0, 1].

Obtendremos la deformacién ¢; como la solucién de una ecuacién
diferencial

Ya que

1
* d *
prw —w’ = /0 a(%wt)dt,

queremos que — (piw') se anule, pero como

dt

d oy (s t . t dw'

—(piw") = i (i(Xe)dw' + d(i(X)w') + —-),

dt dt

y dw' = 0, queremos d(i(X;)w') = w® —w. Por el Lema de Poincaré[2.1]
hay una vecindad U C U’ de p donde existe una 1-forma [ tal que
dB = w" — w. Luego, podemos escoger X; t € [0,1] tal que i(X;)w' =

. O

LEMA 2.1. Poincaré. Sea A una r-forma cerrada en un convero
W C R™. Entonces eziste una r — 1-forma en W tal que A = dB.
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Demostracion. Fijemos ¢ € W y definamos
h(z) =q+tx—q),Y(@)=z—-qaeW
Entonces ho(z) = ¢, hi(x) = x y asi hfA = 0,h{A = A,

A= / 1 R (i(Y)dA + d(i(Y)A))dt = d / 1 hEi((Y)A)dt

O
A continuacién presentamos generalizaciones del Lema de Poin-
caré y el Teorema de Darboux.
Sea M una variedad riemanniana y sea P C M una subvariedad
compacta. Consideremos el haz normal de P

N(P)={(z,v) e TM :v L T,N}.
Hay una € > 0 tal que
¢ :A{(x,v) € N(P):|v| <e} = M, ¢(x,v) = exp,(v)
es un difeomorfismo sobre su imagen V(P) a la que llamaremos vecin-

dad tubular.

PROPOSICION 2.3. Sea w una r-forma cerrada en la vecindad tubu-
lar V(P) tal que w|P = 0. Entonces existe una r — 1-forma n en V(P)
tal que n|P =0 y w = dn.

Demostracién. Para t € [0, 1] consideremos la deformacién

hy : N(P) — N(P), hi(exp,(v)) = exp,(tv)
y para t > 0 definamos
dhy

Xy = (—5)oh .

Entonces
hjw =0, hjw = w, h|P = idg,
d

Ehfw = d(h}i(X;)w) = do*

donde la familia de r — 1 formas ¢! dada por

d
UZ(UD cee 71}7“71) = wht(q)(aht(q% dht(Q)vla s 7dht(q)vr71>

es diferenciable para t > 0 y se anula en P. Entonces

1 d 1
w= / —(hjw)dt = d/ o'dt
o dt 0
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OBSERVACION 2.4. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Por el
Teorema , para cada p € M hay una estructura compleja J, de T, M
compatible con w, y posotiva. De la demostracién de dicho Teorema
se sigue que J, varia diferenciablemente con p. Sea g la métrica rie-
manniana dada por g,(v,w) = w,(v, J,w). Sea L C T,M subespacio
lagrangiano, entonces

L = {vel,M:w,(v,w)=0,Ywe L}
= {veT,M: g)(v, J,w)=0,Yw e L}
Lt = J(L)

TEOREMA 2.2. Sea N una subvariedad lagrangiana de la variedad
simpléctica (M,w). Hay vecindades U C T*N yV C M de N y una
transformacion U — 'V tales que ¥(x,0) = x Yo € N y ¢*w = —dn es
la estructura simpléctica natural de T*n

Demostracién. De acuerdo con la observacion 2.4] tenemos un di-
feomorfismo o : TN+ — T*N dada por

Cl/(.f, Z) = ('rv Z*) = (xvgx(sza ))
Entonces Do, y(v,0) = (v,0) y Daa0)(0,2) = (0, 2*). Por lo tanto

—(@dn)@o) (v, 2), (w,y)) = ¥ (v) = 2" (w) = g2 (Say,v) = gu( o2, W)
= wy(v,y) — walw, 2)

Consideremos también una vecindad tubular

o :{(x,v):x € N,v € J(T,N),|v]| <e} = V(N), ¢(x,v)=exp,(v).

Entonces Dy(5.0)(v, 2) = v + 2z y asi

(" W) (@,0) (v, 2), (W, ) = walv + 2,w + y) = wa(v,y) + w2, w)
ya que v,w € T,N, z,y € J.(T,N).

Asi —[(aop™H)*dn], = w, para x € N. Por lo tanto hay vecindades
W,V de N y un difeomorfismo ¢ : W — V tales que

¢'w=—(ao go’l)*dn.
Sea ) =¢gopoal 0

EJEMPLO 2.7. Sea (M, w) variedad simpléctica y sea ¢ : M — M.
Consideremos M x M con la estructura simpléctica —w & w. Como
¢*w = w siy solo si (1, ¢)*(—wdw) = 0, tenemos que ¢ es simpléctica
si y sélo si graf ¢ es una subvariedad lagrangiana de M x M.

La diagonal A = {(z,z) : x € M} es una subvariedad lagrangiana
de M x M difeomorfaa M. Por el Teorema 2.2 hay vecindades U de A
en M x M,V de M en T*M y un difeomorfismo ¢ : V' — U tal que
V' (—w dw) = —dA.
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Si¢: M — M es un simplectomorfismo C' cercano a la identi-
dad, hay una 1-forma X en M tal que ¥~ (x, ¢(x)) = A(x) y graf ¢ es
una subvariedad lagrangian si y sélo si dA = 0. Los puntos fijos de ¢
corresponden a las intersecciones de A con graf ¢ y asi, a los ceros de
A

4. Acciones simplécticas

Sean (M, w) variedad simpléctica y G un grupo de Lie. Una accién
®:GxM— M, o(x) = ®(g,z) se llama simpléctica si para todo
g € G, ®, es simpléctica. La orbita de x € M es

G-z={P,(x): g€ G}

Cada ¢ € g genera un campo vectorial simpléctico X, tangente a las
orbitas
d

~ dtli=o
Tenemos que d(ix,w) = Lx,w = 0y nos restrigiremos a acciones donde
cada X¢ es hamiltoniano es decir que ix,w = dH¢ para una funcion
difrenciable He : M — R. Fijando una base &i,...,&, y escogiendo
He,,...Hg, por linealidad extendemos la definiciéon de H, para todo
¢ € g. Como exp(tAd(g)¢) = geg™,

X Do

d _ .
(Kifige () = | (ge"g™ 2) = DBXe(D; ' () = (g0 Xe) ()
d d
(X, Xe] = E‘tzoq)eXP(—tn)*Xﬁ = 7| N adlexp=tme) = ~Xng
(2.17)

Por la Proposicion si X,Y son campos vectoriales simplécticos,
(X, Y] = d(w(Y, X))
Asi
dHpp,g = i(Xpg)w = i([Xe, Xy])Jw = d{He, Hy}
y entonces hay un nimero real ¢(£,n) tal que

H[mf] = {H§7 HT]} + C(f, 77)

DEFINICION 2.5. Una accién simplectica se llama accién de Poisson
si para cada £ € g el campo X, es hamiltoniano y es posible escoger el
hamiltoniano H, de tal forma que

H[TI,E] = {H§7 Hn}'

Para una accién de Poisson definimos la transformaciéon de momento
U M — g* mediante (U(z), &) = He(x).
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EJEMPLO 2.8. Sea N una variedad y sea ¢ : Gx N — N una accién
suave del grupo de Lie GG. Extendemos la accion a M = T*N mediante

®y(z,p) = (94(), Ddg-1p)

Recordemos que la 1-forma natural A de M esta dada por

Atwp) (v, w) = p(v)

y asi

QU (@, p) (v, w) = Apy(ap) (DL (w, p) (v, w)) = Doy 1p(Doy(x)v) = p(v)
o sea que A = A. Por lo tanto

d

7 dtl=o o
y entonces
d(A(X¢)) = —i(Xe)dA = i(Xe)w.

Asi, el campo

d d
Xe(x,p) = 7| Pepee) (2.0) = (| dexpiee) (), =) = (Ye(w), )

tiene hamiltoniano
He(x,p) = Az p)(Xe(z,p)) = p(Ye(z))

Por ejemplo, consideremos la accién natural del grupo euclidiano E(3)
sobre un sistema de n particulas ¢ : F(3) x R* — R

daa) (@1, ... 2n) = (Avi+a,..., Az, +a)
Y(Z,z)(iv) = (Z><351+z,...,Z><xn+z)
Hizoy(z,p) = pr-(Zxa+2) 4+ p-(Z xa+2)
= Z@mX it X o) + 2 (P o)

y asi la transformacion de momento
U(2,p) = (21 X P14+ Tp X Py P+ -+ -+ pn)
consiste del momento angular y lineal totales del sistema.

PROPOSICION 2.4. La transformacién momento es equivariante, es
decir

Vod,=Ad"(g)o ¥
para todo g € G
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Por ([2.16|)
dH gqg-1e(x)v = w(Xagg)-16(7),v) = w(Py-1,Xe (), v)
= w(Xe(Py(x)), DPy(2)v) = dHe(Py(2))(DPy(2)v)
(2.18) = d(H¢o ®,)(x)v
Asi
(2.19) H(®g(x)) = Haigg)1e(w) = (¥(), Ad(g™")€)

(2.20)  (U(Py(2)), &) = (Ad"(9)(¥(2)),&)

Sea 1 un valor regular de la transformacién de momento. Consideremos
el subgrupo de isotropia

G, =1{g € G: Ad(g)n =n}

Siz e U(n)y g€ G,, sesigue de la Proposicién 2.4 que ¥(P,4(z)) =
Ad(g~1)*n =n y asi, el subgrupo G, actia en U~*(n). Haremos alguna
suposicién técnica que asegure que M, = U~!(n)/G, es una variedad,
por ejemplo

» (G, es compacto

» Para g € G, &, no tiene puntos fijos

LEMA 2.2. Parax € U~Y(n) el espacio ortogonal simpléctico a T,G-
x es precisamente T,V (n)

Demostracion. Como
TG v ={X(x) : € € g},
tenemos que v es ortogonal a T,,G-x si y sélo si para todo g € g tenemos
(d¥(z)v,&) = dHe(x)v = w(v, Xe(x)) =0,

osea v € kerd¥(z) = T, 1(n). O
Para x € ¥~!(1n) denotemos por [z] su imagén bajo la proyecciéon
canénica U1 (n) = M,.

Tix)M, = T,9 " (n)/T, ¥ (n) NT,G - x

Para 4,0 € Tiz]M,, escojamos u,v € T,W~'(n) que proyecten en a, 0

respectivamente y definamos
Wpa) = wa(u,v).

La definicién no depende de la eleccién de los vectores u, v porque si
a, B € T, 9 Y(n) NT,G - x entonces

wa(a,v) = we(u,v) = we(a, B) = 0.
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Tampoco depende del representante z € W~1(n), porque si y = ®,(z)

con g € G, entonces d®,(u),dP,(v) € dP, (T, V() =T,¥ *(n) y
(A, (), 4, (0)) = (1,0,

Tenemos que @ no es degenerada porque si v € T, ¥~1(n) es tal que
we(u,v) = 0 para todo v € T,¥~1(n) tenemos que u € T,G -z y asi
u = 0. Por lo tanto M,, es una variedad simpléctica llamada el cociente
simpléctico definido por la accién hamiltoniana ®.

EJEMPLO 2.9. Consideremos la accién de S' sobre C* = R?" dada

por w - (z1,...,2,) = (wzy,...,wz,). El campo
d ; ; : :
X(z1,. 00y 2,) = 7 tzo(e”zl, etz = (izy, . i2y)
es hamiltoniano con funcién hamiltoniana H = 3(|z1]? + -+ [z,[*) ¥

H~2 es la esfera unitaria. El cociente simpléctico
H™?/S™' =C"/C - {0}

es el espacio proyectivo.



Capitulo 3

El formalismo canodnico

1. Las ecuaciones de Hamilton

LEMA 3.1. Sea A un campo vectorial en R®. Las curvas solucion
de rot A se laman las lineas de vorticidad de A. Si v es una curva
cerrada, las lineas de vorticidad que pasan por v, forman un tubo o
llamado de vorticidad. Sea 7y, otra curva cerrada en el mismo tubo de

vorticidad, entonces
/(A,dr}z/(A,dr)
" 72

Demostraciéon. Por el teorema de Stokes

/ (A, dr) — / (A, dr) = /U (rot A, n)dS — 0

ya que rot A es tangente a o. U

LEMA 3.2. Sea Q una forma bilineal antisimétrica en R***1. En-
tonces X # 0 tal que VY € R*™™1 Q(X,Y) = 0.

Demostracion. Hay una matriz antisimétrica Q tal que
QX,Y) =(QX,Y).
det Q = det Q' = det(—Q) = (—=1)*"" det Q = det Q = 0.
Por lo tanto 3X # 0 tal que QX = 0. U

OBSERVACION 3.1. Si kerQ := ker Q es unidimensional, decimos
que €2 no es singular.

DEFINICION 3.1. Sea w una 1-forma diferencial en R?***!. Si dw no
es singular, ker dw se llama direccion caracteristica de w y las curvas
integrales del campo de direcciones caracteristicas se llaman lineas de
vorticidad. Sea ~; una curva cerrada, las lineas de vorticidad que pasan
por v forman un tubo ¢ llamado de vorticidad.

LEMA 3.3. Si las curvas cerradas 7y, Y2 encierran el mismo tubo de
vorticidad para la 1-forma diferencial w en R*"*L entonces

[o=[w
" V2
27
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Demostracion. Podemos parametrizar el tubo de vorticidad me-
diante ¢ : [0,1]*> — R de tal manera que ¢([0,1] x {i —1}) = ~;,i = 1,2

oc
y — es una direcciéon de vorticidad. Por el teorema de Stokes

ov
/ / / / 5’0 80
w — w= [ dw=
[01 au a'U
Consideremos ahora una funcién diferenciable real
H(q,p,t) = H(q1,---,qn; D1, Pnst)
y la 1-forma diferencial
w = pdq — Hdt = pydqy + - - - + pndg, — Hdt,
de tal manera que
dv = dpANdq—dH Ndt =dp, Ndg, + -+ dp, Ndq, —dH A dt,
" 0H OH

dH =S Zdp + —dg;

H OH
i —dt=H,d H,d —dt
2 op, P g T PP R

ot ot

TEOREMA 3.1. Las lineas de vorticidad de w = pdq — Hdt son las
curvas integrales del sistema de ecuaciones diferenciales de Hamilton

q = Hp
3.1 .
(3.1) ",
Demostracion.
0 I H,
dw(X,Y)=(QX,Y), Q=1 —I 0 H,
—H, —H) 0
El rango de la matriz Q es 2n ya que J = (](I] _0 ) es invertible y
H, 0
Ql|-Hy,| =10
1 0

Asf, (X,1) = (H}, —H, 1) genera la direccién de vorticidad de w. Pero
(H;, —H };, 1) es tangente a las curvas integrales del sistema (3.1). O

COROLARIO 3.2. Si las curvas cerradas vi,7. encierran el mismo
tubo formado por (segmentos de) curvas integrales del sistema (3.1))

entonces
/ pdq — Hdt = / pdq — Hdt.
Y1 Y2
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En particular, si g(q,p) = ¢, (¢,p) denota la solucion a (3.1) que
satisface g;, = I, entonces para cualquier curva cerrada o en R*™ se

tiene
/ pdq = / pdq = / g; (pdq) = / PdQ,
« gtoa «@ «

donde g, = (Q, P;).

De acuerdo al Corolario [3.2]si o es una superficie bidimensional con
frontera, por el Teorema de Stokes tenemos

/dpAdqz/gif(dpAdQ)=/dPtAth,

g [e%

es decir que g; preserva la forma €2 = dp A dgq.

DEFINICION 3.2. Una transformacién g : U C R?" — R?" se llama
simpléctica o candnica si preserva la forma €2 = dp A dq o sea si

Dg(z)' I Dg(x) =J Vx € R

Asi, la transformaciéon g = (Q, P) es canénica si y soélo si la forma
Pd@) — pdq es cerrada. En el caso en que U es simplemente conexa, esta
condicién es equivalente a que Pd() — pdq sea exacta o a que

/ pdq = / pdq
v goy

para cualquier curva cerrada v en U.

Una transformacién canénica preserva las formas QF, k € N. Como
Q" es un multiplo de la forma de volumen dpy A dgy A - -+ A dp, A dqg,,
tenemos

COROLARIO 3.3. Las transformaciones canonicas presevan el vo-
lumen.

TEOREMA 3.4. Sean U C R?" abierto y H : U x R — R diferencia-
ble. Una transformacion canonica g = (Q, P) : U — R*" transforma el

sistema hamiltoniano (3.1)) en el sistema
O-K

(3.2) . i

P=—-Kg

donde K(g(q,p),t) = H(q,p,t). Mds generalmente si U es simplemente
conexo, una familia diferenciable

9:(¢,p) = (Q(q;p,1), P(g,p, 1)), t €R
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de transformaciones candénicas, transforma el sistema (3.1)) en el sis-

tema (3.2]) donde
oS

K(g(a.p).t) = H(g,p.1) = 5=

yS:U xR — R es diferenciable.
Demostracién. Como g = (Q, P) es canénica, d(PdQ — pdq) = 0.
Por lo tanto
d(pdqg — Hdt) = d(PdQ — K(Q, P,t)dt) = G*d(pdq — Kdt).

donde G(q,p,t) = (9(q,p),t). Asi, G transforma las lineas de vorticidad
de pdgq — Hdt en las lineas de vorticidad de pdq — K dt. 0

2. Hamiltoninos Auténomos

Supongamos que la funcién H(q,p) no depende de t. Si «a(t) =
(q(t),p(t)) es una solucion del sistema (3.1 entonces
d

EH(O‘@)) = <Hp p> + <Hq Q> = _<Hpqu> + <Hq’Hp> =0

y asi a yace en una superficie de nivel M, = {(¢,p) : H(q,p) = h}.
Sea y(t) = (a(t),t) una curva integral del sistema (3.1)). Entonces
~ es una linea de vorticidad de
w = pdq — Hdt.
Como dH (%) = dH(&) =0,
0=dw(¥,-) =dpANdg(a,-)+ dH.
Luego, la curva « es una linea de vorticidad de pdq sobre Mj,.

Supongamos que en alguna regiéon H, # 0 y que podemos resolver
la ecuacién H(q,p) = h para ps:

D1 :K(q27"'7qmp27---apna_q1) :K(Q,P,T)

de tal forma que en dicha regién, @), P,T es un sistema de coordena-
das para M, y pdq = PdQ) — KdT'. Como ¢; = H,, # 0, podemos
parametrizar las lineas de vorticidad de pdq por T'. Asi

TEOREMA 3.5. Las soluciones del sistema (3.1) satisfacen en M,
el sistema

d
Q _
dr
(3.3) P
ar - e

donde P = (pay...,0n), @ = (q2,--.,qn) y la funcion K(Q,P,T)
estd definida por la ecuacion H(—T,Q, K, P) = h.
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3. Principios variacionales
Para ¢, € R" y a,b € R consideremos
g, Q,a,0) = {a € C*([a, 0], R*") : a(a) € {g} xR", a(b) = {Q} xR"}

y definimos la funcional de accién A : Q(q, @, a,b) — R mediante

donde «a(t) = (q(t), p(t)).

TEOREMA 3.6. La curva a es un punto critico de A si y sélo si es
una solucion de las ecuaciones de Hamilton (3.1)

Demostracién. Sea s — ag,|s| < € una curva diferenciable en
Q(q,Q, a,b) con ag = a.

dA(as) dp dq dp dq
— — H,— dt
ds /a (d Qtp Pis Pds qu)

= gl [ it - i)

ds ds ds Pds Tds
d b, d d
% SZOA(as> - /a <(q B Hp)% s= 0 <p + H )d s=0 >dt

Por lo tanto a es un punto critico de A si y sélo si es una solucién de
las ecuaciones de Hamilton ((3.1)). O

Sea L : R*™ — R un lagrangiano tal que L,,(q,v) es positivo defi-
nido para todo (z,v). La funcién de energia se define por

E(q,v) = Ly(g,v) v — L(g,v)
La transformaciéon de Legendre asociada esta definida por

L(qv U) - (Q7 Lv(q7 U))
Por la hipétesis de convexidad, £ es invertible. La transformada de
Legendre de L es H = E o £L7!. Las ecuaciones de Euler- Lagrange

(3.4 CLu(a,d) = Lula.d)

se transforman mediante £ en el sistema hamiltoniano (3.1)), y por
consiguiente E es constante a lo largo de soluciones de (3.4))

TEOREMA 3.7. Principio de Maupertuis.

Sean e un valor reqular de E. Para q¢,QQ € R", a,b € R, sea
Q(q,Q,a,b : e) el conjunto de parejas de funciones C?, 7 : [a,b] — R,
a:[r(a), 7(b)] = R™ tales que

7' >0, E(a(7(t)),a'(7(1)) = e, a(7(a)) = ¢, a(7(b)) = @.



32 3. EL FORMALISMO CANONICO

Definimos la funcional de accion reducida Ay, : Q(q, Q,a,b:e) — R
7(b)
AT, @) :/ L,(a, o)/
7(a)

Entonces (1,a) es un valor critico de A, si y solo si a es una solucion

de las ecuaciones de Fuler - Lagrange (3.4))
Demostraciéon. Dado que todas las curvas « tienen energia e
Ly(a,a)o’ = L(a,a/) + e

Sea s +— (Ts, ), |s| < €, una curva diferenciable en Q(q,Q,a,b : e)
Siguiendo el procedimiento en la demostracién del Teorema [3.6

dAe(Tsa as) [de b + /Ts(b) dL(O[s, O{ls)

(L(as 0 Ts, 0 0 75) + e)}

ds ds a (@) ds
O qdL(ay, o) dos17=(0)
= = L, ER , s]
/ma) ds [ (0,05) ds 17,(a)

7(®) dL,(as, o)\ da
+ / (L (ag,al) — ———>2—= ) 2
Ts(a) a dt dS

Como ay(75(a)) = ¢, as(75(b)) = Q y E(aso7s,0,07) =,
dag(7s(a)) _ dos(7s(a))

ds ds -
ir. B , ; dovg77s(0)
[T or (Llawal) +0) + Ll a) o]
d(a 0 T5) 70
Mhfanor o or #] —
[ (a0 T, 0 7) Is . 0
Asi,
] 70 (b) dL,(ap, o)\ d
— Ae sy Qs) = (L ? / _U—’O>_ >
dsls=0 (75, ) /To(a) o(@0, @) dt dsls—o"

Por lo tanto (79, ) es un punto critico de A, si y sélo si o es una
solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange ((3.4)). O

EJEMPLO 3.1. Una funcién ¢ — G(q) que ascocia a cada punto de
R"™ una matriz simétrica positiva definida, define una métrica. Consi-
deremos el lagrangiano mecénico

1

L(g,v) = 5(G(q)v,v) = V(q),
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con energia
1

Entonces la funcional de accion reducida esta dada por

7(b)
A(ra) = / (Gla)d, o)

(a)
La condicién F(a,a’) = e implica que

(Gla)d, 'y = 2(e—Va)
(Gla)d, o) = /2(e —Va)/(Gla)d, o).

Considerando para cada ¢ € V~!(—o0,¢e) la matriz positiva definida
J(q) = 2(e — V(q))G(q), definimos una nueva métrica en esa region,
conocida como la métrica de Jacobi. Entonces la funcional de accién
reducida esta dada por

7(b) 7(b)
Adra) = [ (Glaja,a)) = /() V@, )

(a)

~ [ VUlaenaery e

Por el principio de Maupertuis, las geodésicas de la métrica J son las
imagenes de las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.4))

4. La funcién de accién. La ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
Sea H : R*""! — R . Sea ¢' = (Q!, P') la solucién al sistema (3.1
tal que ¢° = I. Definimos la funcién de accién
T d
Se) = [ (P @) - g @)o)ds = [ pdg - Hat
0

g0 ()
= [ (P@H ). 5) - Hlg'(w),5)is
0
Por el teorema fundamental del cdlculo

aS(;EJJ) — P!(2)H,(¢'(2),t) — H(g'(2), 1).

Consideremos una curva diferenciable c(s) = (p(s), q(s)),|s| < ey
sea o(s,t) = g'(c(s)). Por el teorema de Stokes

/ dpAdg—dH At — S7(e(0)) — S7(c(s)) + /0 " (PTAQT) — /0 " (pdg)

g

(3.5)

S7(e(s)) — S7(c(0) = / " (PTAQT — pdg).
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Por el teorema fundamental del célculo

(SToc) =c"(PTdQ" — pdq) = (P"dQ" — pdg) o ¢,
o0 sea
(3.6) dS™T = P7dQ" — pdq.

Supongamos que H,, es invertible. La linealizaciéon Dy, de g, satisface
la ecuacion de variaciones

d
P9 = DXulg)Dg', Dy’ =1
donde
H H Qt Qt)
DX — Pq pp . D t:< q P
H (—qu —qu) g Pl P
Como

d
P)=1,Q)=0, EQ; = Hpp P} + HypQ),
para |t| peque no tenemos
Q= Hyp(I +O(t)t, det Q) = det Hpp, (1 + O(t))t".
Definiendo v(q,p) = (¢, @"(¢,p)), tenemos que
I 0
Dy, = ( ) .
C\Q @

Por lo que 9, es localmente invertible para 0 < |t| < . Notemos que

g o1h; (g, Q) = (Q, P(q,Q,1)),

y definamos la funcién de accién en las variables (¢, @, t)

S(q,Q,t) = S"(v; (g, Q).

Por tenemos
oS a8
Se sigue de S(v4(q,p),t) = S*(q,p) que
05 oS d oS
% la.p)0) + S0 0 5 Q) = 2

que comparando con (3.5) da 9S/ot = —H(Q, P,t). Sustituyendo P
de (3.7), tenemos que S satisface la ecuacion de Hamilton - Jacobi

(3.8) % + H(Q, %,t) —0.
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5. El método de Hamilton - Jacobi. Funciones generatrices

La idea del método de Hamilton - Jacobi es la siguiente. Bajo una
transformacion candnica, la forma hamiltoniana de las ecuaciones de
movimiento se preserva as{ como el hamiltoniano (Teorema [3.4]). Si so-
mos capaces de encontrar una transformacién canoénica tal que el nuevo
sistema hamiltoniano puede integrarse, entonces habremos integrado el
sistema hamiltoniano original. Resulta que el problema de construir tal
transformacién canodnica se reduce a encontrar una cantidad suficien-
temente grande de soluciones de la ecuacién de Hamilton - Jacobi. Sea
g = (Q,P): U — R® una transformacién canénica donde U es una
region simplemente conexa de R?". Entonces existe S : U — R tal que

(3.9) dS = PdQ — pdg

Decimos que la transformacién canénica g es libre en (qo, po) si hay
una vecindad de (qo, pg) donde la transformacién ¥ (q, p) = (¢, Q(q, p))
es invertible. Es decir, supongamos que

0
det D (qo, po) = det 8—i(qo,po) #0.
La funcién S; = S o9~ ! se llama funcién generatriz de la transfor-
macioén candnica g. Se sigue de (3.9) que
051

oS
(3.10) pz—a—qlm/}(q,p), PZ%CW

TEOREMA 3.8. Sea S7 una funcion real definida en la vecindad del
2

punto (qo, Qo) € R x R™. Si det %(qo, Qo) # 0, entonces Sy es la
0S
. (q07 QO)) .

funcion generatriz de una transformacion libre en (qo, 0
q

Demostracion. Consideremos la transformacion

0S5

I 0
DG = 0%S,
" 9Q0q

Por el teorema de la funcién inversa, G es invertible en una vecindad
de (qo, Qo). Definiendo

0S5 1
f(an):(Qaw(Q7Q))7 g:foG )
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tenemos que

o I][I 0 9?51 \!
Dg=|95 ||, _(c‘)?Sl)—l oG = _<8Q8q) oG~
0Q0q 0Q0q * *

Asi, g es libre en (pg, qo) y de las definiciones de Gy f se sigue que
las ecuaciones se satisfacen con ¥ = G~1, por lo que S; es una
funcién generatriz de g. 4

Si el hamiltoniano no depende de la coordenada p, o sea H, = 0,
entonces el sistema resulta

y se integra inmediatamente

q(t) = q(0), p(t) = p(0) — /O Hy(q(0), s)ds.

Buscaremos una transformacién candnica que transforma el hamil-
toniano auténomo H(q,p) en uno de la forma K(Q). De hecho bus-
caremos una transformacion libre con funcién generatriz S. De ((3.10))
obtenemos la condicién

oS

(3.11) H(q,—a—q(q, Q)) = K(Q)

TEOREMA 3.9. (Jacobi) Si se encuentra una solucion S(q, Q) de

la ecuacion (3.11)) dependiendo de n pardmetros Q1,...,Qn, y tal que
2

det

# 0, entonces el sistema (3.1]) puede resolverse explicitamen-

0Q0q
te por cuadraturas. Las funciones Q;(q,p),i = 1,...,n determinadas
oS , . .
por 6—(q, Q) = —p, son primeras integrales del sistema.
q

EJEMPLO 3.2. Problema de atracciéon con dos centros fijos.
Considere el problema plano de atraccién hacia dos puntos fijos de igual
masa. Supongamos que la distancia entre los puntos fijos es 2a y que
las distancias de una masa movil hacia esos puntos son 7y y rs.

1
T2

e=——20——= e

Las coordenadas elipticas se definen como £ = ry +1ry, 7 = 11 — 79.
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Si las coordenadas cartesianas de los puntos fijos son (—a,0), (a,0)
y las de la masa movil son (z,y) entonces

ri=(x+a)’+y? , 1= (r—a)’+y’

577:7’%—7”5 = ($+a)2+(x—a)2:4ax
2 2 2_42 2_42
yQ:rf—(ija)f - (5277) '—G—Zjua) __k GQL(ZZ a’)
IR . L —4a?) + (8 — 4a®)
 4a Y= 24,2 .
2, 2 2' . 222
P2t = £ + 255;7277+77§
(P — 4a°)? + 268 (n* — 4a°) (€ — 4a®) + PP (& — 4a?)?

24CL2(£2 4&2)( 2 4&2)
P+ LEP —4a®) i€~ 4a®)

24a2 24a2(£2 _ 4(1/2) 24CL2(7]2 _ 4@2)
_ &7 ey - ¢ 2
487 —4a?)”  A(® —4a?)

Por comodidad suponemos que los centros fijos tienen masa unitaria

1 . ko k &—n n”—-& . 4kg
L == -2 2 v [ 2 2
2(x Ty Hm T 8(52—4a2)f +8(772—4a2)77 +€2—n2
e —n . =& .
P=b= et 0 Tl T
2 2
: i 267 —4a o 4a’ —77 4kE
H=p+pmn—L = 21%52_ 2+2n52 Ta_p

La ecuacion de Hamilton-Jacobi (3.11])

88 05
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Puede escribirse

0S?% 0S?
hiad _42 2_42_2_4 :K2_2
Ge (€= dat) 4200 (4a? — ) — ake = K (&= )
y por lo tanto podemos separar variables, haciendo K = 2¢y y
05?
% (62 — 4a®) — 2kE — c* = ¢
0S?
a—n (4a*> —n*) +con* = —ci.

Que podemos integrar como

[c1 + o + 2kE [—c1 — can?
5(6777761702):/ 152_2—4a2d€+/ 4;2_:]2 dT]



Capitulo 4

Teoria de Aubry-Mather

1. Transformaciones twist del anillo

En este capitulo consideraremos transformaciones del anillo A =
S' x [a,b] donde S! = {2z € C : |z|] = 1}. Mds generalmente, dadas
funciones continuas u4 : S' — R podriamos pensar que

A={(p2) u(2) <p<ui(2)}

Tenemos la transformacién exp : R — S! dada por exp(q) = ™ y
denotando por A la banda R x [a, b], la transformacién cubriente

proj : A — A, proj(q, p) = (exp(q),p).

Dada una transformacién continua f : A — A hay una transformacion
continua I’ : A — A, llamada levantamiento de f tal que

(4.1) f oproj = projoF.

Se sigue de que F(qg+1,p) = F(q,p)+ (n,0) con n entero, el cual
es independiente de (g, p) por la continuidad de F'. Si G es otro levan-
tamineto de F' se sigue de (4.1)) que G(q,p) = F(q,p) + (m,0) con m
entero, que por la continuidad de F' y G no depende de (g, p). Por con-
siguiente el nimero n no depende del levantamiento y se conoce como
el grado deg f de f. Nosotros supondremos que f es un difeomorfismo
que preserva la orientacion y por lo tanto deg f = 1, o sea que para
cualquier levantamiento F' de f, F(¢+1,p) = F(q,p) + (1,0). Es decir
que si T'(q,p) = (¢ + 1,p) entonces FoT =T o F.

DEFINICION 4.1. Sea F : A —» A, F = (Q, P) un difeomorfismo
que satisface

1. F preserva las fronteras de A: P(q,a) = a, P(q,b) =b.
2. F es canonica, o sea dP A d(Q) = dp A dq, o bien det DF' = 1.
3. La funcién p — Q(qo, p) es mondtona para cada gy € R.
4. FolT =ToF.
Entonces F' define una transformacion twist f : A — A.

39
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La condicién 3 en la definicién se puede escribir como %—fj # 0.
Si esta derivada es positiva (negativa) decimos que f es una trans-
formacién twist positiva (negativa). Como vimos en la seccién |4 del
Capitulo 3] esta forma de la condicién 3 implica que la transformacion
¥ A — R? dada por ¢¥(q,p) = (¢, Q(q,p)) es un difeomorfismo local,
y por la condicién 3 misma tenemos que i es un encaje.

OBSERVACION 4.1. Sea F' : R? — R? una transformacién canénica
tal que FoT =T o F. Existe S : R? = R tal que dS = PdQ — pdg.

La definicién de T dice que poT =p, goT = g+ 1 y la condicion
4 en la definicién significa que PoT =Py QoT =@Q + 1. Asi

d(SoT)=PoTd(QoT)—poTd(qoT) = PdQ — pdq = dS

y entonces S oT'— S es una constante que denotamos por flux F'. Sea
B :[0,1] — R? una curva tal que 3(1) = T(3(0)) de tal forma que
projof es una curva en el cilindro S* x R que recorre una vez S'.
Entonces

flux 7 = S(3(1)) - S(3(0)) = /ﬁ PiQ —piy = | o= [ v

Asi, flux F' es el area neta, limitada por projof y su imagen bajo f,
del cilindro definida por F.
Si F' preserva las curvas frontera de algun anillo entonces flux F' = 0.

En virtud de esta observacion damos la siguiente

DEFINICION 4.2. Sea F' = (Q, P) un difeomorfismo de R? tal que

1. F es isotopico a la identidad.
2. v :(q,p) — (¢,Q(q,p)) es un difeomorfismo de R2.
3. Existe S : R? — R tal que d(S o) = PdQ — pdq y

S(g+1,Q+1)=5(q,Q).

Entonces F define una transformacion twist mondtona f del cilindro
con funcién generatriz S.

EJEMPLO 4.1. Consideremos la dinamica de una bola en una me-
sa de billar con frontera convexa C. El movimiento esta sujeto a leyes
simples: entre rebotes sucesivos la bola viaja en linea recta y en un re-
bote los angulos de incidencia y reflexion son iguales. Sea x la longitud
de arco con respecto a un punto fijo en la frontera, que supondremos
orientada en el sentido antihorario. Sea 6 el angulo de reflexién en un
punto de rebote C'(z) € C y sea y = —cosf. Debido a la convexi-
dad de C, el par (z,y) determina su sucesor (X,Y’) y visceversa. Si
incrementamos y manteniendo z fijo, la convexidad de C implica que
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X
C(X) se mueve sobre C en la direccién positiva . O sea B > (. Sea
Y
S(z,X) = —||C(X) — C(x)|| entonces, ya que C'(z) es un vector tan-
gente unitario,

95 C'(x) - (C(X) = C(x))

or S(x, X)

42) 95 _ CX)-(C(X) - C) _,
0X —S(z, X)

por lo que

(4.3) YdX — ydr = dS(z, X).

2. Un principio variacional

Una transformacion twist da lugar a un sistema dinamico, cuyas
érbitas estan dadas por las imagenes de puntos (z,p) bajo iteraciones
sucesivas de f.

LEMA 4.1. Supongamos que F' : A — R? define una transformacion
twist mononotona del anillo o el cilindro y sea S su funcion generatriz.
Entonces hay una correspondencia biunivoca entre érbitas {(zx, px) =
I*(20,p0) : k € Z} y sucesiones {qi : k € Z} que satisfacen

(4.4) 1S (qrs Q1) + 025 (qr—1,qx) =0 Vk € Z,
estando la correspondencia dada por z;, = exp(qr), P = —NS (ks Qrv1)-

Demostracién. Si {(z,px) : k € Z} es una 6rbita de f, escojamos
qo tal que exp(qo) = 20 y Vk € Z definamos g, por (qx, pr) = F*(qo, po).
Entonces (qx, pr) = F(qe—1,p5—1) Yk € Z y de d(S o) = PdQ — pdq
tenemos

P = —01S (@, Gry1) = 025 (qh—1, q)-

Reciprocamente si {q; : k € Z} satisface (4.4), hagamos p, =
—01S(qr, qer1)Vk € Z'y ast (qe, pe) = Y7 (qr, gre1). De d(S o ¢) =
PdQ — pdq y (4.4) tenemos

F(ge-1,p6-1) = Fotvr ™ au-1,q) = (¢, S (qr—1,q))
= (qk, —01S(q, G+1)) = (Qk> k)

O

Las ecuaciones (4.4) pueden interpretarse como la “ecuaciones de
Euler - Lagrange discretas” para una cierta funcion de accion. En reali-
dad a un segmento dado de puntos (g, - .., qy) podemos asociarle su
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accion definida por

M—

Wign, .. qu) = Z S(qk, Gr+1)

—_

Eod

Siguiendo la analogia, la “transformacién de Legendre discreta” esta

dada por la inversa (¢, Q) — (¢, —015(¢q, Q)) de 9. Definiendo

M-1
Vian,pn, .- ams pa—1) = Z Pr(@k+1 — @) — S Q)
k=N

tenemos
ov
Jon Ikt~ N<k<M
Pk
ov
Ern = pr—1— Pk — 01S(qh, Gs1) — 2S(qr-1, ), N < k < M.

Por lo tanto las ecuaciones (4.4) son equivalentes a las “ecuaciones de
Hamilton discretas”

oV
dk+1 — 4k = 8_pk
(4.5) oV
Pk — Pk+1 = 9 .
qr+1
COROLARIO 4.1. El segmento (qn,...,qum) es la proyeccion al eje
horizontal de un segmento de orbita de F' si y solo si es un punto critico
de la restriccion W de W al conjunto de segmentos (zy, ..., xa) con
puntos fijos Ty = qn, Ty = Q-
Demostracién. Dada (qy, ..., qy) definamos

Pe = =S (qr, Grt1), Pr = 025 (qr-1,q1))
de tal forma que F'(qx, pr) = (qr+1, Pry1) - Entonces

M-1
AW (g, am) = > (P — pe)da
k=N+1
Asi (g, ..., qu) es un punto critico de W si y sélo si P, = pp que es
otra manera de expresar (4.4)) o sea que ((gn,pN),-- -, (qu,Par)) €s un
segmento de orbita de F. 0

Si existen m,n € N tales que la 6rbita {(qx,px) : k € Z} de F
satisface

(46) Qk+n = qk +m
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es decir F"(qx, pr.) = T™ (qx, ), entonces f"(proj(qx, pr)) = proj(gr, px),
o sea que la orbita {proj(qx, px) : k € Z} es periddica. Diremos que una

sucesion {gx }rez es de tipo (m,n) si satisface (4.6)) y denotaremos por
Xnn al conjunto de ellas. Podemos identificar a X,,,, con el subespacio
afin de R"*! dado por la ecuacién ¢,4; = ¢: +m. Una érbita de F, cuya
proyeccién en el eje ¢ es una sucesion de tipo (m,n) se llamara (m,n)
6rbita. Después de n iteraciones de F' una (m,n) 6rbita ha sido trasla-
dada un entero m en la direccion ¢. En el anillo, podemos interpretar
esto diciendo que después de n iteraciones de f, la érbita ha dado m
vueltas.

PROPOSICION 4.1. Una sucesion de tipo (m,n) es la proyeccion de
una (m,n) orbita si y sdlo si es un punto critico de W + X — R

n—1

Wonn (@1, -+ @n) = S @1 +m) + Y S(ak, qes1)
k=1

DEFINICION 4.3. Sea {(qk,px) : k € Z} una érbita de F. En caso
de existir, el limite

se llama numero de rotacion de la orbita.

Obviamente una (m,n) 6rbita tiene nimero de rotaciéon m/n.

3. El teorema de Aubry - Mather

Si G : R — R es el levantamiento de un homeomorfismo de la
circunferencia que preserva orientacion, entonces es estrictamente cre-
ciente y G(¢ + 1) = G(q) + 1. Asi, si {qx : k € Z} es una drbita de G,
debe satisfacer que

(4.7) Vk,jomeZ xp<xj+m= 2y < Tjp1 +m.

Decimos que una sucesién de ntimeros reales {q; : k € Z} estd or-
denada ciclicamente si satisface . Claramente, el conjunto de
sucesiones ordenadas ciclicamente, es un cerrado para la topologia de
la convergencia puntual en el conjunto R?. El orden parcial en sucesio-
nes de reales da tres tipos de estricticidad

r<q < x.<q@Vkel
r<q < xz<qgAhxH#gq
r<q <<= xp<qVkeZ.
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Definiendo 7, : RZ — RZ por (Tyun®)k = Tpin +m, la condicion ([4.7)
es equivalente a

VimeZ Timx<x 6 x<Tj,T.

Sea F' : R?> — R? el levantamiento de una transformacién twist
f del cilindro con funcién generatriz S. Un segmento (qy,...,qn) s
minimizante (de la accién) si

W((QN?"'7QM) < W(ZEN,.--,Z'M)

para cualquier otro segmento (zy, ...,y ) con los mismos puntos fijos
TN = qn, Ty = Q. Ya que segmentos minimizantes son puntos criticos
de W, ellos corresponden a segmentos de orbita llamados segmentos
de 6rbita minimizantes. Una sucesion {¢; : k € Z} se llama mini-
mizante (global de la accién) si todos sus segmentos son minimizantes.
La orbita correspondiente se llama minimizante. El conjunto de mi-
nimizantes es un cerrado para la topologia de la convergencia puntual.

TEOREMA 4.2. Aubry-Mather.
Sea F : R? = R? el levantamiento de una transformacion twist C?
del cilindro con funcion generatriz S que satisface
(4.8) lim  S(q,Q) = oc.
|Q—gq|—o00
Entonces F' tiene orbitas de todos los niumeros de rotacion. De hecho,
podemos escoger estas drbitas {(qx, pr) : k € Z} de tal forma que

1. La sucesion {qy : k € Z} esta ordenada ciclicamente y es un
minimizante global de la accion.

2. FEllas yacen en conjuntos cerrados A invariantes bajo F', llama-
dos conjuntos de Aubry-Mather, los cuales son grdficas Lips-
chitz sobre su proyeccion 7 en la recta p = 0, con constante de

Lipschitz que depende solo de a = fr/{f %—Q

3. Todas las orbitas en A estan ordenadas ciclicamente y tienen el
mismo numero de rotacion.

4. La proyeccion 1 es un conjunto invariante del levantamiento G
de un homeomorfismode la circunferencia y por lo tanto F|A es
conjugado a G|,

LEMA 4.2. Sea f : A — A una transformacion twist C*, k > 2 del
anillo compacto. Entonces f puede extenderse a una transformacion
twist C* del cilindro, de tal forma que coincide con la transformacion
proj(q,p) — proj(q + cp,p) afuera de un compacto. En particular sa-
tisface la condicion
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TEOREMA 4.3. Aubry-Mather para el anillo.

Sea F' el levantamiento de una transformacion twist del anillo y
sean p_, py los numeros de rotacion de la restricciones a las fronteras
inferior y superior respectivamente. Entonces F tiene orbitas con cual-
quier numero de rotacion en [p_, py|. Esas orbitas son minimizantes,
recurrentes, estan ordenadas ciclicamente y yacen en conjuntos inva-
riantes compactos que forman grdficas Lipschitz. Fsos conjuntos pueden
ser orbitas periddicas, circunferencias invariantes o conjuntos de Can-
tor sobre los cuales la transformacion es semiconjugada a rotaciones
irracionales.

Esquema de la demostracion. Minimizando W,,,, encontramos
orbitas periddicas para todos los nimeros racionales de rotacion. El
lema fundamental de Aubry implica que los minimizantes de W,
estan ordenados ciclicamente, es decir, estan ordenados como 6rbitas de
homemomorfismos de la circunferencia. Como el conjunto de sucesiones
ordenadas ciclicamente es cerrado, al tomar limites de sucesiones de
orbitas periddicas, obtenemos otras érbitas ordenadas ciclicamente. El
nimero de rotacion de estas érbitas limite existe de acuerdo al siguiente
lema.

LEMA 4.3. Supongamos que {qx : k € Z} estd ordenada ciclicamen-

te, entonces p(q) = kh'm % existe y de hecho
—00

lg — qo — kp(q)] < 1.

Una sucesién g € R? es una funcién q : Z — R. Podemos inter-
polar esta funcién para obtener una funcién afin a trozos. La grafica
de esta funcién se conoce como el diagrama de Aubry de la suce-
sién. Decimos que dos sucesiones q, « se cruzan si sus correspondientes
diagramas de Aubry lo hacen. El cruce pude darse en un entero k en
cuyo caso (qg—1 — Tk—1)(Gk+1 — Tr+1) < 0 6 en un nimero no entero
t € (k,k+ 1) en cuyo caso (g — k) (qr+1 — Tr+1) < 0. Observe que g
y & nunca se cruzan si y sélosi g < x 6 < q y que por lo tanto una
sucesion g es ordenada ciclicamete si y s6lo si no se cruza con ninguno
de sus trasladados 7,,,,q.

LEMA 4.4. Supongamos que (¢ — x)(Q — X) < 0. Entonces
y la igualdad se da si y sdlo si (¢ — z)(Q — X) = 0.

LEMA 4.5. (Fundamental de Aubry) Dos minimizantes distintos se
pueden cruzar solo una vez.
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COROLARIO 4.4. Los minimizantes de W, estin ordenados cicli-
camante y el conjunto de sus trasladados esta completamente ordenado
respecto al orden parcial en R%.

PROPOSICION 4.2. Los minimizantes de W,,, son minimizantes
globales.

PROPOSICION 4.3. Sea F el levantamiento de una transformacién

twist del cilindro con funcion generatriz satisfaciendo (4.8]). Entonces
Winn tiene un minimo para todo par m,n.
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