
Introducción a la Geometŕıa
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CAṔıTULO 1

Algebra lineal simpléctica

1. Formas simplécticas

Definición 1.1. Sea V espacio vectorial sobre R. Una forma simplécti-
ca en V es una función bilineal ω : V × V → R que

Es antisimétrica o sea ω(v, w) = −ω(w, v) o equivalentemen-
te ω(v, v) = 0.
No es degenerada o sea que

ω(v.w) = 0∀w ∈ V → v = 0

Si ω es una forma simpléctica en V decimos que (V, ω) es un espacio
lineal simpléctico.

Dada una base e = {e1, . . . , en} de V defina la matriz ωe = (ωij) =
(ω(ei, ej). Entonces ω es una forma simpléctica si y sólo si ωe es anti-
simétrica e invertible.

Proposición 1.1. Sea ω : V × V → R una funcion bilineal anti-
simétrica. Entonces hay una base e de V tal que

ωe =

 0 Em 0
−Em 0 0

0 0 0


donde Em es la matriz identidad m×m.

Por lo tanto, si ω es simpléctica entonces hay una base e llamada
simpléctica tal que

ωe =

[
0 Em
−Em 0

]
y dimV = 2m.

Demostración.. Si ω 6= 0 escogemos e1, f1 ∈ V tal que ω(e1, f1) =
1. Sea

V1 = {v ∈ V : ω(v, e1) = ω(v, f1) = 0}
Si ω|V1 × V1 no es cero escogemos e2, f2 ∈ V1 tal que ω(e2, f2) = 1.
Continuando el proceso construimos vectores linealmente independien-
tes e1, . . . em, f1 . . . fm tales que poniendo em+j = fj, j = 1, . . .m y

Vk = {v ∈ V : ω(v, ej) = 0, j = 1, . . . 2k}
5



6 1. ALGEBRA LINEAL SIMPLÉCTICA

tenemos que ω|Vk×Vk = 0. Si Vk = {0}, ω es simpléctica. En otro caso
escogemos {e2m+1, . . . en} base de Vk. �

Para el espacio vectorial V , denotemos por V ∗ al espacio dual, por
V ∗ ⊗ V ∗ al espacio de funciones bilineales y por ∧2(V ) al espacio de
funciones bilineales antisimétricas. Analogamente definimos el espacio
∧k(V ) de funciones multilineales antisimétricas ω : V k → R. Dados
h, g ∈ V ∗ definimos g ⊗ h ∈ V ∗ ⊗ V ∗ y g ∧ h ∈ ∧2(V ) mediante

g ⊗ h(v, w) = g(v)h(w)

g ∧ h(v, w) = g(v)h(w)− h(w)g(v)

Dada la base e consideremos la base dual = {e∗1, . . . , e∗n} definida por

e∗i (ej) =

{
1 i = j

0 i 6= j

Si ω ∈ ∧2(V ) entonces

ω =
∑
i<j

ω(ei, ej)e
∗
i ∧ e∗j .

La Proposición 1.1 dice que hay una base e tal que

ω =
∑
i

e∗i ∧ e∗i+m.

Si φ1 . . . , φk ∈ V ∗, definimos la función multilineal φ1∧· · ·∧φk : V k → R
mediante

φ1 ∧ · · · ∧ φk(v1, . . . , vk) = det
(
φi(vj)

)
.

Ejemplo 1.1. Sea V = R3 con el producto escalar 〈, 〉 y el producto
vectorial × usuales. Para A ∈ V , definimos ω1

A ∈ V ∗, ω2
A ∈ ∧2V ∗

mediante

ω1
A(v) = 〈A, v〉, ω2

A(v, w) = 〈A, v × w〉 = det(A, v, w)

Sean A,B ∈ V .

ω1
A∧ω1

B(v, w) = ω1
A(v)ω1

B(w)−ω1
A(w)ω1

B(v) = 〈A, v〉〈B,w〉−〈A,w〉〈B, v〉
= 〈A,B × (v × w)〉 = 〈A×B, v × w〉 = ω2

A×B(v, w),

por lo tanto ω1
A ∧ ω1

B = ω2
A×B.



1. FORMAS SIMPLÉCTICAS 7

Sea e1, e2, e3 la base canónica de R3

ω1
A ∧ ω2

B(e1, e2, e3) =
1

2

∑
σ∈S3

sgnσ ω1
A(eσ(1))ω

2
B(eσ(2), eσ(3)) =

ω1
A(e1)ω2

B(e2, e3) + ω1
A(e2)ω2

B(e3, e1) + ω1
A(e3)ω2

B(e1, e2) =

〈A, e1〉〈B, e1〉+ 〈A, e2〉〈B, e2〉+ 〈A, e3〉〈B, e3〉 = 〈A,B〉,

por lo tanto ω1
A ∧ ω2

B = 〈A,B〉 det.

Corolario 1.1. Sean V un espacio vectorial de dimensión 2k y
ω ∈ ∧2(V ). Entonces ω es simpléctica si y sólo si ωkω ∧ · · · ∧ ω 6= 0.

Demostración. Si ω ∈ ∧2(V ), por la Proposición 1.1 hay una base
e de V tal que ω =

∑
i≤m

e∗i ∧ e∗i+1. Aśı

ωm = cme
∗
1 ∧ · · · ∧ e∗2m

donde cm 6= 0. Si m < k entonces ωk = 0. Si m = k entonces ωk 6=
0. �

Si F : W → V es lineal definimos F ∗ : ∧k(V )→ ∧k(W ) mediante

F ∗η(w1, . . . , wk) = η(F (w1), . . . , F (wk)).

Notemos que (F ◦G)∗ = G∗ ◦F ∗ para F : W → V,G : U → W lineales.
Sea (V, ω) un espacio simpléctico, una transformación lineal F :

V → V se llama simpléctica si preserva ω, es decir F ∗ω = ω. El con-
junto Sp(V, ω) de transformaciones simplécticas es un grupo llamado
grupo simpléctico.

Ejemplo 1.2. En R2m consideremos la forma simpléctica canónica

ω0(x, y) = x · Jmy Jm =

[
0 Em
−Em 0

]
Denotaremos Simp(m)=Sp(R2m, ω0), entonces F ∈ Simp(m) si y sólo
si para toda pareja x, y ∈ R2m

x · Jmy = (Fx) · Jmy = x · F TJmFy

si y sólo si F TJmF = Jm. Escribiendo F =

[
A B
C D

]
, la igualdad

F TJmF = Jm queda[
0 −Em
Em 0

] [
AT CT

BT DT

] [
0 −Em
Em 0

] [
A B
C D

]
=

[
CTC − ATC CTB − ATD
DTA−BTC DTB −BTD

]
que dice que ATC,BTC sean simétricas y DTA−BTC = Em.
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Ejemplo 1.3. Sea W un espacio vectorial cualquiera que llama-
remos espacio de configuragión. Consideremos el espacio fase V =
W ⊕W ∗ = {(v, h) : v ∈ W,h ∈ W ∗}. Definamos la forma simpléctica
ω en V mediante

ω((v1, h1), (v2, h2)) = h1(v2)− h2(v1).

Cualquier isomorfismo lineal f : W → W induce una transformación
simpléctica F : V → V dada por F (v, h) = (f(v), h ◦ f−1).

2. Subespacios de un espacio simpléctico

Definición 1.2. Sea (V, ω) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio vectorial de V . Definimos

W⊥ = {v ∈ V : ω(v, w) = 0∀w ∈ W}, radW = W ∩W⊥.

Si W ⊂ W⊥ decimos que W es isotrópico.
Si W ⊂ W⊥ decimos que W es coisotrópico.
Si W⊥ = W decimos que W es lagrangiano.
Si radW = {0} decimos que W es simpléctico.

Corolario 1.2.

(W⊥)⊥ = W
Si W1 ⊂ W2, entonces W⊥

2 ⊂ W⊥
1

(W1 +W2)⊥ = W⊥
1 ∩W⊥

2 , W⊥
1 ∩W⊥

2 = W⊥
1 +W⊥

2 .
dimW⊥ = dimV − dimW .
W/ radW con ω∗(v + rad, w + rad) = ω(v, w) es un espacio
simpléctico.

Proposición 1.2. Sea (V, ω) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio vectorial de V . Sea U subespacio simpléctico tal que

W = radW ⊕ U.
Sea {e1, . . . er} base de radW , entonces existen f1, . . . fr ∈ U⊥ tales que
{e1, . . . er, f1, . . . fr} es una base simpléctica del subespacio que genera.
Aśı

〈f1, . . . fr〉 ⊕W
es un subespacio simpléctico.

Demostración. (Por inducción). Supongamos que hemos escogido
{f1, . . . fr} ∈ U tales que {e1, . . . er, f1, . . . fs} es una base simpléctica
del subespacio que genera. Sea

X = 〈e1, . . . es〉 ⊕ U ⊂ W.

Como es+1 ∈ radW ⊂ W⊥ ⊂ X⊥ y es+1 /∈ X ⊃ radX = radX⊥, hay
un fs+1 ∈ X⊥ ⊂ U⊥ con ω(es+1, fs+1) = 1. �
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Corolario 1.3. Sea (V, ω) un espacio lineal simpléctico y sea W
un subespacio lagrangiano. Entonces existe un subespacio lagrangiano
U tal que

V = W ⊕ U.

Demostración. Sea {e1, . . . em} base de W = radW . Entonces
existen {f1, . . . fm} tales que {e1, . . . em, f1, . . . fm} es una base simplécti-
ca de V . �

Sea (V, ω) un espacio lineal simpléctico. Denotaremos por L(V ) la
colección de subespacios lagrangianos de V . El grupo simpléctico actúa
en L(v). Mas aún, se sigue del Corolario 1.3 que dados L0, L1 ∈ L(V )
existe g ∈Sp(V, ω) tal que g(L0) = L1. Dado L0 ∈ L(V ) consideremos
el subgrupo de isotroṕıa

G0 = {g ∈ Sp(W,ω) : g(L0) = L0}

con el cual establecemos la identificación Sp(V, ω)/G0
∼= L(V ).

Consideremos el subespacio lagrangiano L0 = Rm × {0} de R2m,

entonces g =

[
A B
C D

]
∈ Sp(m) pertenece a G0 si y sólo si C = 0. Aśı

G0 = {
[
A B
0 (A−1)T

]
: A−1B es simétrica}.

Consideremos R2m con la estructura simpléctica canónica

ω0(x, y) = x · Jmy Jm =

[
0 Em
−Em 0

]
Identificando R2m con Cm escribamos (x, y) = x+ iy. Como i(x+ iy) =
−y + ix tenemos que multiplicar por i corresponde a aplicar −Jm.

Una transformacion lineal T : R2m → R2m es C lineal si y sólo si
T (iz) = iT (z) o sea TJm = JmT . Escribiendo T (x, y) = (Bx+Ey,Cx+
Dy) tenemos que T es C lineal si y sólo si B = D,E = −C y la matriz
compleja de T es D + iC.

Para A matriz real 2m× 2m tenemos que

A ∈ Sp(m) ⇐⇒ ATJmA = JAm

A ∈ O(2m) ⇐⇒ ATA = E2m

A ∈ GL(n,C) ⇐⇒ AJm = JmA, detA 6= 0

Es fácil comprobar que
Sp(m) ∩ O(2m) = Sp(m) ∩ GL(n,C) = GL(n,C) ∩ O(2m).
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Por otra parte

A =

[
D −C
C D

]
∈ O(2m) ⇐⇒ DTD + CTC = Em, C

TD = DTC

⇐⇒ (DT − iCT )(D + iC) = Em.

Por lo tanto podemos escribir GL(n,C) ∩ O(2m) = U(m).
Consideremos ahora un subespacio L ⊂ R2m de dimensión. Con

una base {v1, . . . , vm} de L constrúımos un matriz 2m × m
[
X
Y

]
que

representa una transformación lineal Rm → R2m cuya imagen es L.
Aśı L es un subespacio lagrangiano si y sólo si

[XTY T ]Jm

[
X
Y

]
= Jm

o sea que XTY es simétrica. Si además suponemos que la base es orto-
normal tenemos XTX + Y TY = Em y entonces el subespacio lagran-
giano L es la imagen bajo X + iY ∈ U(m) del subespacio horizontal
H = Rm + i{0}. Por otra parte, una transformación D + iC ∈ U(m)
deja fijo H si y sólo si C = 0 y aśı D ∈ O(m). Tenemos entonces la
representación del conjunto de subespacios lagrangianos de R2m

L(R2m) ∼= U(m)/O(m).

Definición 1.3. Sea V un espacio vectorial sobre R, un isomorfis-
mo J : V → V se llama estructura compleja en V si J2 = I. Cuando
(V, ω) es un espacio simpléctico, decimos que la estructura compleja J
es compatible con ω si J es simpléctica. En tal caso, la forma bilineal

g(v, w) = ω(v, Jw)

satisface

g(Jv, w) = ω(v, w)

g(v, w) = g(w, v)

g(Jv, Jw) = g(v, w).

Si además g(v, v) ≥ 0, decimos que J es una estructura compleja com-
patible positiva.

Teorema 1.4. Todo espacio simpléctico (V, ω) posee una estructura
compleja compatible positiva.

Demostración. Sea γ un producto escalar en V y definamos el
isomorfismo A de V mediante

γ(Av,w) = ω(v, w).
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Por la antisimtŕıa de ω tenemos

γ(Av,w) = −γ(v, Aw)

γ(A2v, w) = −γ(Av,Aw) = γ(v,A2w)

o sea que A2 es autoadjunto y γ(A2v, v) ≤ 0. Por lo tanto V tiene una
base γ ortogonal e formada por eigenvectores de A2 con eigenvalores
−λ2

j , λj > 0. Sea B el isomorfismo de V cuya la matriz en la base e es
diag(λ1, . . . , λn). Entonces B es el único operador positivo autoadjunto
tal que B2 = −A2. Se puede también definir B por

(1.1) B =
1

2πi

∫
α

√
z(zE + A2)−1dz

donde α es una curva cerrada en el semiplano <z > 0 que encierra los
valores λ2

1, . . . , λ
2
n. La exprsión (1.1) implica que AB = BA. Definiendo

J = AB−1 tenemos

J2 = A2B−2 = −E
ω(Jv, Jw) = γ(AJv, Jw) = −γ(Bv, Jw) = −γ(v, Aw) = ω(v, w)

g(v, v) = ω(v, Jv) = γ(Av, Jw) = −γ(v, AJw) = γ(v,Bv) ≥ 0

�





CAṔıTULO 2

Variedades

1. Campos vectoriales y flujos

Definición 2.1. Sea M una variedad diferenciable. Denotaremos
por X(M) el conjunto de campo vectoriales diferenciables en M . Si
α : I ⊂ R→M es una curva diferenciable, definimos el vector tangente
a la curva en α(t) por α′(t) = α∗(d/dt)t.

Observación 2.1. Sea h : M → N un difeomorfismo y sea X ∈
X(M) consideremos el campo vectorial h∗X ∈ X(N) definido por h∗X(y) =
h∗(X(h−1(y))). Sean α : I → M una curva diferenciable y β = h ◦ α.
Entonces β′(t) = h∗ ◦ α∗(d/dt)t = h∗(α

′(t)). Aśı

α′(t) = X(α(t)) ⇐⇒ β′(t) = h∗(X(α(t))) = h∗X(β(t)),

o sea que α es una solución de la ecuación diferencial x′ = X(x) si y solo
si β = h ◦ α es una solución de la ecuación diferencial y′ = h∗(X)(y).
Si F : N → L es otro difeomorfismo (F ◦ h)∗X = F∗(h∗X). En efecto

(F ◦ h)∗X(F (h(x))) = (F ◦ h)∗x(X(x)) = F∗h(x)(h∗x(X(x)))

= F∗h(x)(h∗X(h(x))) = F∗(h∗X)(F (h(x))).

Teorema 2.1. Sea M una variedad diferenciable y sea X ∈ X(M).

Dados p ∈ M , t0 ∈ R, existen ε > 0 y una única solución
α : (t0 − ε, t0 + ε)→M a la ecuación diferencial

(2.1) x′ = X(x)

que satisface α(t0) = p.
Para cada x ∈ M sea J(x) el intervalo maximal donde esta
definida una solución J(x) → U a (2.1) que satisface 0 7→ x.
Escribiendo t 7→ ϕt(x) = ϕ(t, x) tal solución, se tiene que el
conjunto Ω = {(t, x) : x ∈M, t ∈ J(x)} es abierto y la función
ϕ : Ω→M es diferenciable.
Si se satisfacen dos de las condiciones t ∈ J(x), t+ s ∈ J(x),
s ∈ J(ϕt(x)), entonces se satisface la tercera y en tal caso

ϕt+s(x) = ϕs(ϕt(x)).

13
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Observación 2.2. La función ϕ : Ω→M es el flujo local definido
por X ∈ X(M). Se sigue de la Observación 2.1 y del Teorema 2.1 que
si h : M → N es un difeomorfismo X ∈ X(M) entonces el flujo local
de h∗X es (t, y) 7→ h ◦ ϕt ◦ h−1.

Teorema 2.2. Sean M variedad compacta y X ∈ X(M), entonces
Ω = R×M .

Definición 2.2.

Una k-forma diferencial en una variedad M es una función
(diferenciable) ω que a cada p ∈ M le asocia un elemento
ω(p) ∈ ∧k(TpM). Denotamos por Ωk(M) al conjunto de k-
formas diferenciales en M .
Si F : N → M es diferenciable definimos F ∗ : Ωk(M) →
Ωk(N) mediante (F ∗ω)(p) = DF (p)∗ω(F (p))

Ejemplo 2.1.

Sea f : M → R diferenciable. Para cada p ∈ M , la derivada
df(p) es un elemento de T ∗p y aśı df es una 1-forma en M .
Si G : N →M es diferenciable G∗(df)(p) = df(G(p)) ◦DG(p)
y aśı G∗(df) = d(f ◦G).

En cada punto p ∈ Rn, {dxi1p ∧ · · · ∧ dxikp : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}
es base de ∧kRn∗. Aśı, cualquier ω ∈ Ωk(Rn) se escribe

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n

αi1···indx
i1 ∧ · · · ∧ dxik , αi1···in ∈ C∞(Rn).

Por brevedad, para 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n utilizaremos la notación
I = (i1, . . . , in) y escribiremos ω =

∑
I αIdx

I .
Si U ⊂ Rn es abierto F = (F 1, . . . , Fm), F i ∈ C∞(U), g ∈ C∞(Rm),

tenemos

F ∗(g dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk) = g ◦ F F ∗dyj1 ∧ · · · ∧ F ∗dyjk

= g ◦ F d(yj1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(yjk ◦ F ) = g ◦ F dF j1 ∧ · · · ∧ dF jk

= g ◦ F
∑
I

det

(
∂F jr

∂xis

)
dxI .

Definición 2.3. Sean M variedad diferenciable, X ∈ X(M) y ϕt el
flujo local de X. Para f ∈ C∞(M), Y ∈ X(M), R ∈ Ωr(M) definimos
la derivada de Lie LX por

LXf = X(f) = df(X) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tf,

LXY =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t)∗Y,
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LXR =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tR.

Proposición 2.1. Con la notación de la Definición 2.3 y F : M →
N difeomorfismo.

1. LX ◦ F ∗ = F ∗ ◦ LF∗X , F∗(LXY ) = LF∗XF∗Y .
2. LX(fY ) = fLX(Y ) +LX(f)Y , LX(fR) = fLX(Y ) +LX(f)R
3. d(LXf) = LX(df)
4. Si Y1, . . . , Yr ∈ X(M), entonces

LX(R(Y1, . . . , Yr)) = LX(R)(Y1, . . . , Yr)+
r∑
i=1

R(Y1, . . . , LX(Yi), . . . , Yr).

Demostración. (1) El flujo local de F∗X es F ◦ ϕt ◦ F−1. Aśı

LX(F ∗T ) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tF

∗T =
d

dt

∣∣∣
t=0
F ∗(F−1)∗ϕ∗tF

∗(T )

= F ∗(
d

dt

∣∣∣
t=0

(F ◦ ϕt ◦ F−1)∗T ) = F ∗(LF∗XT ).

LF∗XF∗Y =
d

dt

∣∣∣
t=0

(F ◦ ϕ−t ◦ F−1)∗F∗Y =
d

dt

∣∣∣
t=0
F∗(ϕ−t)∗Y

= F∗(
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t)∗Y ) = F∗(LXY ).

Para demostrar (3) sean x ∈M, v ∈ TxM

(LXdf)x(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tdf)x(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(dϕ∗tf)x(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0
v(ϕ∗tf)

= v(
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ∗tf) = v(LXf)) = d(LXf)x(v).

(4) Observemos que

ϕ∗t (R(Y1, . . . , Yr))(x) = R(Y1, . . . , Yr)(ϕt(x))

= R(ϕt(x))(Y1(ϕt(x)), . . . , Yr(ϕt(x)))

= R(ϕt(x))(ϕt∗x((ϕ−t∗Y1)(x)), . . . , ϕt∗x((ϕ−t∗Yr)(x)))

= (ϕ∗tR)(x)((ϕ−t∗Y1)(x), . . . , (ϕ−t∗Yr)(x)).

LX(R(Y1, . . . , Yr))(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ∗tR)(x)((ϕ−t∗Y1)(x), . . . , (ϕ−t∗Yr)(x))

= LXR(x)(Y1(x), . . . , Yr(x))+
r∑
i=1

R(x)(Y1(x), . . . , LXYi(x), . . . , Yr(x)).

La demostración de (2) es similar y más sencilla. �
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Proposición 2.2. Sean X, Y ∈ X(M), f ∈ C∞(M). Entonces

(LXY )(f) = [X, Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f)).

Demostración. f ◦ ϕ(t, x) = f(x) + tg(t, x), donde

g(t, x) =

∫ 1

0

D1(f ◦ ϕ)(ts, x), g(0, x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
f ◦ ϕ(t, x) = X(f)(x).

(LXY )(f)(x) = (LXY )(x)(f) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ϕ−t∗Y (x)(f), pero

(ϕ−t∗Y )(x)(f) = [ϕ−t∗(Y (ϕt(x)))](f) = Y (ϕt(x))(f ◦ ϕ−t)
= Y (ϕt(x))(f − tg(−t, ·)) = (Y (f))(ϕt(x))− tY (g(−t, ·))(ϕt(x)).

d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ−t∗Y )(x)(f) = X(Y (f))(x)− Y (g(0, ·))(x)

= (X(Y (f))− Y (X(f)))(x).

�

Corolario 2.3. Identidad de Jacobi
Si X, Y, Z ∈ X(M), [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.
Esta igualdad se puede escribir L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX .

Proposición 2.3. Sean X, Y ∈ X(M) con flujos locales ϕt, ψt.
Entonces

[X, Y ] = 0 ⇐⇒ ϕt ◦ ψs = ψs ◦ ϕt
Demostración. El flujo local de (ψ−s)∗X es ψ−s ◦ ϕt ◦ ψs y

d

ds

∣∣
s=t

(ψ−s)∗X =
d

ds

∣∣∣
s=0

(ψ−(t+s))∗X =
d

ds

∣∣∣
s=0

(ψ−t)∗((ψ−s) ∗X)

= (ψ−t)∗(LYX).

Si LYX = 0 entonces (ψ−s)∗X = ψ0∗X = X y aśı ψ−s ◦ ϕt ◦ ψs = ϕt.
Reciprocamente si ϕt ◦ψs = ψs ◦ϕt, el flujo local de (ψ−s)∗X es ϕt,

o sea (ψ−s)∗X = X y entonces LYX = (d(ψ−s)∗X/ds)s=0 = 0. �

Definición 2.4. Sea U ⊂ Rn abierto. Definimos la derivada exte-
rior d : Ωk(U)→ Ωk+1(U) para todo k ≥ 0 por

d(
∑
I

fIdx
I) =

∑
I

dfI ∧ dxI .

Proposición 2.4. La derivada exterior tiene las siguientes propie-
dades

1. d es lineal
2. Si ω ∈ Ωk(U), η ∈ Ωl(U), d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
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3. Si f ∈ C∞(U), d(df) = 0.

Demostración. (1) es obvia.
(2) Si ω = fdxI , η = gdxJ , ω ∧ η = fgdxI ∧ dxJ

d(ω∧η) = (gdf+fdg)∧dxI∧dxJ = df∧dxI∧(gdxJ)+fdg∧dxI∧dxJ

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
(3)

d(df) = d(
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi) =

n∑
i=1

d(
∂f

∂xi
) ∧ dxi =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
∑
j<i

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi −

n∑
j<i

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi = 0

�

Corolario 2.4. Si ω ∈ Ωk(U), entonces d(dω) = 0

Demostración. Por inducción. El caso k = 0 es (3) de la Pro-
posición 2.4. Suponiendo que el resultado vale para k − 1,

d(d(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik)) = d(df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =

d(df) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik − df ∧ d(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)
= −df ∧ d(d(xi1dxi2 ∧ · · · ∧ dxik)) = 0.

�

Proposición 2.5. Sea d′ : Ωk(U) → Ωk+1(U) un operador lineal
para todo k ≥ 0. Si d′ satisface las propiedades de la Proposición 2.4 y
d′f = df para f ∈ C∞(U), entonces d = d′.

Demostración.

d′(fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = d′f ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik + f ∧ d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik).
Demostraremos que d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0 por inducción sobre k.
Para k = 1, d′dxi = d′d′xi = 0.

d′(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = d′dxi1 ∧ (dxi2 ∧ · · · ∧ dxik)
− dxi1 ∧ d′(dxi2 ∧ · · · ∧ dxik) = 0.

�

Definición 2.5. Para M variedad diferenciable y todo k ≥ 0,
definimos d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) tal que en cada carta (Uα, ϕα)

ω|Uα =
∑
I

fα,Idx
I
α ⇒ dω|Uα =

∑
I

dfα,I ∧ dxIα.
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Por la Proposición 2.5, la definición no depende de la carta.

Teorema 2.5. Sean ω ∈ Ωr(M), X1, . . . , Xr+1 ∈ X(M), entonces

dω(X1, . . . , Xr+1) =
r+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

Demostración. Sean Σ1,Σ2 : X(M)r+1 → C∞(M) las sumas en el
miembro derecho y sea d′ω = Σ1 + Σ2. Probaremos que d′ω es C∞(M)
lineal.

Σ1(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = (−1)l+1fXl(ω(X1, . . . , X̂l, . . . , Xr+1))

+
∑
l<i

(−1)i+1Xi(fω(X1, . . . , Xl, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

+
∑
i<l

(−1)i+1Xi(fω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xl, . . . , Xr+1))

= fΣ1(X1, . . . , Xr+1) +
∑
i 6=l

(−1)i+1(Xif)(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1))

Como

[Xi, fXl] = f [Xi, Xl] + (Xif)Xl

[fXl, Xj] = f [Xl, Xj]− (Xjf)Xl

Σ2(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = fΣ2(X1, . . . , . . . , Xr+1)

−
∑
l<j

(−1)l+j(Xjf)ω(Xl, . . . , X̂l, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

+
∑
i<l

(−1)i+l(Xif)ω(Xl, . . . , X̂i, . . . , X̂l, . . . , Xr+1)

= fΣ2(X1, . . . , . . . , Xr+1) +
∑
l<j

(−1)j(Xjf)ω(X1, . . . , X̂j, . . . , Xr+1)

+
∑
i<l

(−1)i(Xif)ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xr+1)
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Aśı d′ω(X1, . . . , fXl, . . . , Xr+1) = fd′ω(X1, . . . , Xr+1).

d′ω =
∑

i1<···<ir+1

d′ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir+1
) dxi1 ∧ · · · ∧ dxir+1 ,

d′ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xir+1
) =

r+1∑
s=1

(−1)s+1 ∂

∂xis
ω(

∂

∂xi1
, . . . ,

∂̂

∂xis
, . . . ,

∂

∂xir+1
)

Para ω = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjr , j1 < · · · < jr, tenemos que

ω(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂̂

∂xis
, . . . ,

∂

∂xir+1
) =

{
g (i1, . . . , ir+1) = (j1, . . . , is, . . . , jr)

0 {j1, . . . , jr} 6⊂ {i1, . . . , ir+1}

Aśı

d′ω =
∑

s/∈{j1,...,jr}

(−1)s+1 ∂g

∂xs
dxj1 ∧ · · · ∧ dxs ∧ · · · ∧ dxjr = dω.

�

2. Integración en cadenas

Definición 2.6. Un k-cubo singular en M es una función diferen-
ciable c : [0, 1]k →M . Si ω es una k-forma en M , c∗ω = gdx1∧· · ·∧dxk
y definimos ∫

c

ω =

∫
[0,1]k

c∗ω =

∫
[0,1]k

g.

Proposición 2.6. Sean ω una k-forma en Rk y c un k-cubo sin-
gular con det c ≥ 0. Entonces∫

[0,1]k
c∗ω =

∫
c([0,1]k)

ω.

Demostración.

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxk

c∗ω = c ◦ f detDc dx1 ∧ · · · ∧ dxk∫
[0,1]k

c∗ω =

∫
[0,1]k

c ◦ f detDc =

∫
c([0,1]k)

f =

∫
c([0,1]k)

ω.

Proposición 2.7. Sean c un k-cubo singular en M y p : [0, 1]k →
[0, 1]k suprayectiva con detDp ≥ 0. Entonces∫

c◦p
ω =

∫
c

ω.
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Demostración.∫
c◦p
ω =

∫
[0,1]k

(c ◦ p)∗ω =

∫
[0,1]k

p∗(c∗ω) =

∫
p([0,1]k)

c∗ω =

∫
c

ω.

Definición 2.7. Una k-cadena en M es una combinación formal
entera de k-cubos singulares c =

∑r
i=1 aici, ai ∈ Z.

Sea In : [0, 1]n → Rn la inclusión. Para α = 0, 1 definimos Ini,α :

[0, 1]n−1 → Rn por Ini,α(x1, . . . , xn−1) = (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1).

∂In =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αIni,α

Para c un n-cubo singular en M , definimos ci,α = c ◦ Ini,α y

∂c =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αci,α

Proposición 2.8. Si c es un cubo singular en M , ∂(∂c) = 0.

Demostración.

∂(∂c) =
∑
i,α

(−1)i+α∂ci,α,

∂ci,α =
n−1∑
j=1

β=0,1

(−1)j+βci,α ◦ In−1
j,β =

n−1∑
j=1

β=0,1

(−1)j+βc ◦ Ini,α ◦ In−1
j,β

Si i ≤ j ≤ n− 1

Ini,α ◦ In−1
j,β (x1, . . . , xn−2) = Ini,α(x1, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2)

= (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2)

Inj+1,β ◦ In−1
i,α (x1, . . . , xn−2) = Inj+1,β(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−2)

= (x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xj−1, β, xj, . . . , xn−2).

∂(∂c) =
∑

i≤j≤n−1

α,β=0,1

(−1)i+j+α+βc ◦ Ini,α ◦ In−1
j,β

+
∑

i≤j≤n−1

α,β=0,1

(−1)i+j+1+α+βc ◦ Inj+1,β ◦ In−1
i,α = 0
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Teorema 2.6. Stokes Sean M una variedad diferenciable, c una
k-cadena en M y ω una k − 1 forma en M . Entonces∫

c

dω =

∫
∂c

ω.

Demostración. (1). Sea ω una k − 1 forma en Rk y c = Ik.

ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxk

∂Ik =
k∑
j=1
α=0,1

(−1)j+αIkj,α

∫
∂Ik

ω =
k∑
j=1
α=0,1

(−1)j+α
∫

[0,1]k−1

Ik∗j,αω

Ik∗j,αω = f◦Ikj,α d(x1◦Ikj,α)∧· · ·∧d(xi−1◦Ikj,α)∧d(xi+1◦Ikj,α)∧· · ·∧d(xk◦Ikj,α)

xl ◦ Ikj,α(t1, . . . , tk−1) = xl(t1, . . . , α, tj, . . . , tk−1) =


tl l < j

α l = j

tl−1 l > j

d(xl ◦ Ikj,α) =


dtl l < j

0 l = j

dtl−1 l > j

Ik∗j,αω =

{
0 j 6= i

f ◦ Ikj,α dt1 ∧ · · · ∧ dtk−1 j = i∫
∂Ik

ω =

∫
(−1)i

[0,1]k−1

[f(t1, . . . , 0, tj, . . . , tk−1)−f(t1, . . . , 1, tj, . . . , tk−1)]dt1 · · · dtk−1

dω = (−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 ∧ · · · ∧ dxk

∫
dω

Ik

=

∫
[0,1]k

(−1)i−1 ∂f

∂xi
dx1 · · · dxk

=

∫
(−1)i

[0,1]k−1

[f(x1, . . . , 0, xj, . . . , xk−1)−f(x1, . . . , 1, xj, . . . , xk−1)]dx1 · · · dxk−1.
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(2) Sea ω una k − 1 forma en M y c un k-cubo singular.∫
c

dω =

∫
[0,1]k

c∗(dω) =

∫
[0,1]k

d(c∗ω) =

∫
∂[0,1]k

c∗ω =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]k−1

Ik∗j,αc
∗ω

=
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫

[0,1]k−1

c∗j,αω =
n∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α
∫
cj,α

ω =

∫
∂c

ω.

�

Ejemplo 2.2. Sea A un campo vectorial en R3. Si c : [0, 1]2 → R3

es un cubo singular∫
c

ω2
A =

∫
[0,1]2

ω2
A(
∂c

∂u
,
∂c

∂v
) =

∫
[0,1]2
〈A ◦ c, ∂c

∂u
× ∂c

∂v
〉 =

∫
c

〈A, n〉dS.

Si c es una 2-cadena en R3, el Teorema de Stokes da∫
c

〈rotA, n〉dS =

∫
c

ω2
rotA =

∫
c

dω1
A =

∫
∂c

ω1
A =

∫
∂c

〈A, dr〉.

Si c es una 3-cadena en R3, el Teorema de Stokes da∫
c

divAdx ∧ dy ∧ dz =

∫
c

dω2
A =

∫
∂c

ω2
A =

∫
∂c

〈A, n〉dS.

Ejemplo 2.3. Sea c un k-cubo. Consideremos el cono pc sobre c
con vertice en cero o sea el el k + 1 cubo pc(t, x) = tc(x). Extendemos
la definición del cono a cualquier cadena por linealidad.

∂c =
k∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αci,α

donde ci,α(x1, . . . , xn−1) = c(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1). Probemos que

p∂ + ∂p = id

p(ci,α)(t, x1, . . . , xn−1) = tc(x1, . . . , xi−1, α, xi, . . . , xn−1),

(pc)1,α(t, x1, . . . , xn−1) = pc(α, t, x1, . . . , xn−1) = αc(t, x1, . . . , xn−1)

(pc)i,α(t, x1, . . . , xn−1) = (pc)(t, x1, . . . , xi−2, α, xi−1, . . . , xn−1)

= tc(t, x1, . . . , xi−2, α, xi−1, . . . , xn−1), i > 1
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Aśı

(pc)i,α =


0 i = 1, α = 0

c i = 1, α = 1

p(ci−1,α) i > 1

,

p∂c+ ∂pc =
k∑
i=1
α=0,1

(−1)i+αp(ci,α) +
k+1∑
i=1
α=0,1

(−1)i+α(pc)i,α = c− 0.

Si dω = 0 y ∂c = 0, entonces∫
c

ω =

∫
∂pc

ω =

∫
pc

dω = 0

Ejemplo 2.4. Para ω k forma diferencial en Rn definimos la k− 1
forma pω por ∫

c

pω =

∫
pc

ω.

Entonces∫
c

pdω + dpω =

∫
pc

dω +

∫
∂c

pω =

∫
∂pc

ω +

∫
p∂c

ω =

∫
c

ω,

pdω + dpω = ω.

Si dω = 0, entonces ω = dpω.
Para dar una fórmula para pω sean v1, . . . , vk−1 ∈ Rn y considere-

mos el paralelogramo

cε(s1, . . . , sk−1) = x+ s1v1 + · · ·+ sk−1vk−1, si ∈ [0, ε]

pωx(v1, . . . , vk−1) = ĺım
ε→0

ε1−k
∫

[0,ε]k−1

ωcε(s)(v1, . . . , vk−1)ds = ĺım
ε→0

ε1−k
∫
cε

pω

∫
cε

pω =

∫
pcε

ω =

∫
[0,ε]k−1

∫ 1

0

ωtcε(s)(cε(s), tv1, . . . , tvk−1)ds dt

pωx(v1, . . . , vk−1) =

∫ 1

0

ωtx(x, tv1, . . . , tvk−1)dt.

Proposición 2.9. Sean X ∈ X(M), ω ∈ Ωr(M), entonces

LXω = i(X)dω + d(i(X)ω).
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Sea gt el flujo definido por el campo X. Para c una l cadena defi-
namos la l + 1 cadena Hc mediante Hc(t, x) = gtc(x). Entonces

g1c− c = ∂Hc+H∂c.∫
Hc

η =

∫
[0,1]l

η(X(gtc), gt∗D1c, . . . , gt∗Dk−1c)

=

∫
[0,1]l

g∗t (iXη)(D1c, . . . , Dk−1c) =

∫ 1

0

(∫
c

g∗t (iXη)
)
dt

Como g∗tLXω =
dg∗tω

dt
,∫ 1

0

(∫
c

g∗tLXω
)
dt =

∫
c

g∗1ω − ω =

∫
g1c−c

ω =

∫
∂Hc+H∂c

ω =∫
Hc

dω +

∫ 1

0

(∫
∂c

g∗t (iXω)
)
dt =

∫ 1

0

(∫
c

g∗t (iXdω) + g∗t d(iXω)
)
dt

Aśı ∫
c

LXω =
d

ds

∣∣∣
s=0

∫ s

0

(∫
c

g∗tLXω
)
dt =

∫
c

iXdω + diXω

3. Conexiones y geodésicas

Definición 2.8. Una conexión en la variedad M , es una función
bilineal ∇ : X(M)×X(M)→ X(M) que denotaremos ∇(X, s) = ∇Xs,
tal que para f ∈ C∞(M), X, s ∈ X(M)

∇X(fs) = f∇Xs+X(f)s.

Observación 2.3. Sea {s1, . . . , sn} ⊂ X(M) una base local en U .
Definimos la matriz ω de la conexión para esa base local por

∇Xsi =
n∑
j=1

ωij(X)sj, ωij ∈ Ω1(M).

Si {s′1, . . . , s′n} ⊂ X(M) es otra base local en U ,

s′i =
n∑
j=1

aijsj, sk =
n∑
l=1

a−1
kl s
′
l

∇Xs
′
i =

n∑
j=1

aij∇Xsj + daij(X)sj =
n∑
j=1

aij

n∑
k=1

ωjk(X)sk +
n∑
k=1

daik(X)ssk

=
n∑
k=1

(
n∑
j=1

aijωjk(X) + daik(X))sk =
n∑

k,l=1

(daik(X)a−1
kl +

n∑
j=1

aijωjk(X)a−1
kl )s′l
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O sea que la matriz de la conexión para la nueva base local es

ω′ = da · a−1 + a · ω · a−1.

Definición 2.9. Sea ∇ una conexión en π : E →M

Si ω es la matriz de la conexión en una base, es costumbre
escribir

Γkij = ωjk(
∂

∂xi
).

Si 〈, 〉 es una métrica riemanniana en M , la conexión ∇ se
llama compatible con 〈, 〉 si para todo X, s, r ∈ X(M)

X〈s, r〉 = 〈s,∇Xr〉+ 〈∇Xs, r〉.
Definimos la torsion de la conexión como

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

y la conexión se llama simétrica si T = 0.

Observación 2.4. Si X ∈ X(M), {s1, . . . , sn} ⊂ X(M) es una base
local, para cualquier s ∈ X(M) tenemos s =

∑
i fisi y aśı

∇Xs =
n∑
i=1

(
X(fi)si+fi

n∑
j=1

ωij(X)sj

)
=

n∑
j=1

(
X(fj)+

n∑
i=1

fi ωij(X)
)
sj.

Por lo tanto para calcular ∇s(X) en q solo hay que conocer X(q), las
componentes de s en q y sus derivadas en la dirección de X(q). Sea
γ : I → M una curva diferenciable y sea s : I → TM una función
diferenciable tal que s(t) ∈ Tγ(t)M,∀t ∈ I. Decimos que s es un campo
a lo largo de γ. Escribiendo s(t) =

∑
i fi(t)si(γ(t)) definimos la derivada

covariante de s a lo largo de la curva mediante

(2.2)
Ds

dt
(t) =

n∑
j=1

(
f ′j(t) +

n∑
i=1

fi(t)ωij(γ
′(t))

)
sj(γ(t)).

Decimos que el campo s es paralelo a lo largo de γ si Ds/dt ≡ 0

Teorema 2.7. Sean ∇ una conexión en M y γ : [a, b] → M una
curva diferenciable. Para todo v ∈ Tγ(a)M hay un único campo s pa-
ralelo a lo largo de γ tal que s(a) = v. Escribiendo s(b) = Tγ(v), la
transformación Tγ : Tγ(a)M → Tγ(b)M es lineal.

Demostración. Dividamos el intervalo [a, b] en subintervalos [tk, tk+1],
k = 0, . . . l − 1 tales que γ([tk, tk+1]) ⊂ Uk y hay una base local {ski }
en Uk. Sea ωk la matriz de la conexión para esa base local. Para todo
w ∈ Rn, el sistema lineal en [tk, tk+1]× Rn

(2.3) f ′ = −f ωkγ(t)(γ
′(t))
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tiene una única solución en f : [tk, tk+1]→ Rn que satisface f(tk) = w.
Sea f 0 : [a, t1] → Rn la solución del sistema (2.3) k = 0, que satisface
(γ(a), f 0(a)) = ψ0(v). Definimos

s(t) =
∑
i

f 0
i (t)s0

i (γ(t)), t ∈ [a, t1].

Inductivamente, sea fk : [tk, tk+1] → Rn la solución del sistema (2.3)
que satisface (γ(tk), f

k(tk)) = ψk(s(tk)) y definamos

s(t) =
∑
i

fki (t)ski (γ(t)), t ∈ [tk, tk+1].

Que la transformación Tγ es lineal se sigue del hecho de que el conjunto
de soluciones de un sistema lineal es un espacio vectorial. �

Observación 2.5. Supongamos que la conexión ∇ es compatible
con una métrica 〈, 〉. Si s, r son secciones paralelas a lo largo de γ

d

dt
〈s(t), r(t)〉 =

〈Ds
dt

(t), r(t)〉+ 〈s(t), Dr
dt

(t)
〉

= 0.

Aśı 〈s(t), r(t)〉 es constante y la transformación Tγ preserva la métrica.
Si {s1, . . . , sn} ⊂ X(M) es una base local ortonormal, entonces

0 = 〈si,∇sj〉+ 〈∇si, sj〉 = ωji + ωij

o sea que ω es antisimétrica.

Teorema 2.8. Levi Civita.
Sea 〈, 〉 una métrica riemanniana en la variedad diferenciable M .

Existe una única conexión en M compatible con la métrica y simétrica.

Demostración. Supongasé que ∇ es compatible con la métrica y
simétrica. Para X, Y, Z ∈ X(M)

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉
Y 〈Z,X〉 = 〈∇YZ,X〉+ 〈Z,∇YX〉
Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉

Entonces

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 =

〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y, Z], X〉+ 〈[X, Y ], Z〉+ 2〈∇YX,Z〉

(2.4) 2〈∇YX,Z〉 =

X〈Y, Z〉+Y 〈Z,X〉−Z〈X, Y 〉−〈[X,Z], Y 〉−〈[Y, Z], X〉−〈[X, Y ], Z〉.
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Lo que demuestra la unicidad. Por otra parte la ecuación (2.4) define
una conexión y se comprueba facilmente que es simétrica y compatible
con la métrica. �

Definición 2.10. Sea 〈, 〉 una métrica riemanniana en la variedad
M y sea ∇ la conexión de Levi-Civita. Una curva γ : I → M se llama
geodésica si Dγ′/dt = 0.

Si en coordenadas locales ϕ(γ(t)) = (a1(t), . . . , an(t)), entonces

γ′(t) =
n∑
i=1

a′i(t)
( ∂

∂xi

)
γ(t)

y se sigue de la ecuación (2.2) que γ es una geodésica si y sólo si

(2.5) a′′k(t) +
n∑
i=1

Γkij(γ(t))a′i(t)a
′
j(t) = 0, k = 1, . . . n.

Sean p ∈M , r > 0. Por la teoŕıa de ecuaciones diferenciales, existe ε >
0 tal que para cualquier v ∈ TpM con |v| ≤ r hay una única geodésica
αv : (−ε, ε)→M tal que αv(0) = p, α′v(0) = v. Es fácil comprobar que
αδv(t) = αv(δt). Por consiguiente, para δ > 0 suficientemente pequenó,
si |v| ≤ δ hay una geodésica αv : (−2, 2) → M con las condiciones
iniciales mencionadas.

La transformación exponencial expp : Bδ(0) ⊂ TpM → M se defi-
ne por expp(v) = αv(1) y para δ > 0 suficientemente pequenó es un
difeomorfismo sobre su imagen.





CAṔıTULO 3

Variedades Simplécticas

1. Variedades Simplécticas

Definición 3.1. Sea M una variedad, una estructura simplécti-
ca en M es una 2-forma que no es degenerada (en ningún punto) y
que es cerrada o sea dω = 0. En tal caso decimos que (M,ω) es una
variedad simpléctica. Si (M,ω) una variedad simpléctica, la transfor-
mación diferenciable ϕ : M → M se llama simpléctica si ϕ∗ω = ω.
El campo X ∈ X(M) es simpléctico si su flujo consiste de transforma-
ciones simplécticas o equivalentemente LXω = 0 o lo que es lo mismo
d(i(X)ω) = 0.

Definición 3.2. Sea ω una 2-forma no degenerada en la variedad
M . Dada H : M → R hay un único XH ∈ X(M) tal que i(XH)ω = dH
y se conoce como el campo hamiltoniano correspondiente a H. Para
H,K : M → R diferenciables definimos el corchete de Poisson

{H,K} = ω(XK , XH) = dK(XH) = XH(K)

Proposición 3.1. Si X, Y ∈ X(M) son simplécticos entonces [X, Y ]
es el campo hamiltoniano correspondiente a ω(Y,X). En particular
X{H,K} = [XH , XK ].

Demostración.

X(i(Y )ω(Z)) = LX(i(Y )ω)(Z) + i(Y )ω(LXZ)

= d(ω(Y,X))(Z) + i(X)d(i(Y )ω)(Z) + ω(Y, LXZ)

= d(ω(Y,X))(Z) + ω(Y, LXZ)

X(ω(Y, Z)) = LXω(Y, Z) + ω(LXY, Z) + ω(Y, LXZ)

= ω([X, Y ], Z) + ω(Y, LXZ).

Entonces d(ω(Y,X))(Z) = ω([X, Y ], Z). �

Proposición 3.2. Sea ω una 2-forma no degenerada en la varie-
dad M . Sean A,B,C : M → R diferenciables y sean XA, XB, XC los
campos hamiltonianos correspondientes. Entonces

dω(XA, XB, XC) = {A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}}
Aśı, ω es cerrada si y só;o si {, } satisface la identidad de Jacobi.

29
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Demostración.

{{A,B}, C}+ {{C,A}, B} = XC(XB(A))−XB(XC(A)) = [XC , XB](A)

{{C,A}, B}+ {{B,C}, A} = [XB, XA](C)

{{B,C}, A}+ {{A,B}, C} = [XA, XC ](B),

Aśı

dω(XA, XB, XC) = XA(ω(XB, XC))−XB(ω(XA, XC))+XC(ω(XA, XB))

− ω([XA, XB], XC) + ω([XA, XC ], XB)− ω([XB, XC ], XA)

= {A, {C,B}} − {B, {C,A}}+ {C, {B,A}}
+ [XA, XB](C)− [XA, XC ](B) + [XB, XC ](A)

= {A, {C,B}}−{B, {C,A}}+{C, {B,A}}+{B, {C,A}}+{A, {B,C}}
+ {A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}}

= {A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}}

Ejemplo 3.1. R2m con la estructura canónica ω0(x, y) = x · Jmy,
x, y ∈ TpR2m ∼= R2m, es una variedad simpléctica

Ejemplo 3.2. El haz cotangente de una variedad es el conjunto

T ∗M =
⋃
q∈M

TqM
∗ = {(q, p) : q ∈M, p ∈ TqM∗}

con la proyeccion π : TM →M , π(q, p) = q.
Dada una carta de coordenadas ϕ : U ⊂M → Rm , ϕ = (x1, . . . , xm),

para cada q ∈ U , dx1
q, . . . , dx

m
q es una base de TqM

∗. Aśı cualquier

p ∈ TqM∗ se esccribe p =
∑

i yidx
i
q y entonces (x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) :

T ∗U → R2m es una carta de coordenadas.
La 1-forma natural de η : T ∗M → T ∗(T ∗M) se define por η(q,p) =

p ◦Dπ(q,p). Definimos ω = −dη.
Escribiendo w ∈ T(q,p)(T

∗M) en coordenadas locales

w =
m∑
i=1

ai
( ∂
∂xi

)
(q,p)

+ bi
( ∂
∂yi

)
(q,p)

,(3.1)

Dπ(q,p)w =
m∑
i=1

ai
( ∂
∂xi

)
q

(3.2)

η(q,p)(w) =
m∑
i=1

yiai = (
∑
i=1

yidx
i
(q,p))(w)(3.3)

ω =
m∑
i=1

dxi ∧ dyi.(3.4)
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Por lo tanto ω es simpléctica.
Sean H,K : T ∗M → R diferenciables. Escribiendo

XH =
m∑
j=1

Aj
∂

∂xj
+Bj

∂

∂yj
;

dH = i(XH)ω =
m∑
i=1

dxi ∧ dyi(
m∑
j=1

Aj
∂

∂xj
+Bj

∂

∂yj
, ·)

m∑
i=1

∂H

∂xi

∂

∂xi
+
∂H

∂yi

∂

∂yi
=

m∑
i=1

Aidy
i −Bdxi;

XH =
m∑
i=1

∂H

∂yi

∂

∂xi
− ∂H

∂xi

∂

∂yi
;

{H,K} =
m∑
i=1

∂H

∂yi

∂K

∂xi
− ∂H

∂xi

∂K

∂yi

2. Grupos de Lie

Definición 3.3. Un grupo (G, ·) es un grupo de Lie si es una
variedad diferenciable y la transformación µ : G × G → G dada por
µ(g, h) = g · h−1 es diferenciable.

Sea G un grupo de Lie. Denotaremos por e la identidad de G. Para
cada a ∈ G definimos las traslaciones izquierda y derecha La, Ra :
G→ G y el automorfismo interior Ia mediante La(g) = a · g, Ra(g) =
g · a, Ia(g) = aga−1. Un campo X ∈ X(G) se llama invariante por la
izquierda si La∗X = X para todo a ∈ G. Denotaremos por g el conjunto
de campos invariantes por la izquierda.

Observaciones 3.1. Si X, Y ∈ g entonces [X, Y ] ∈ g ya que

La∗[X, Y ] = [La∗X,La∗Y ] = [X, Y ] ∀a ∈ G.

Si X ∈ g, entonces X(g) = (Lg∗X)(g) = Lg∗e(X(g−1g)) = Lg∗e(X(e)).
Aśı hay un isomorfismo TeG ∼= g, x 7→ X donde X(g) = Lg∗e(x).
Si X ∈ g con X(e) = x, denotaremos por t 7→ etx = exp(tx) a la
solución de g′ = X(g) con 0 7→ e. Entonces el flujo de X esta dado por
ϕt(g) = g · etx = Rexp(tx)(g) ya que

d

dt

∣∣∣
t=0
g · etx = Lg∗e(x) = X(g).
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Definimos Ad(a) = D(Ia)e y adx = d
dt

∣∣∣
t=0
Adexp(tx). Si X, Y ∈ g con

X(e) = x, Y (e) = y definiremos [x, y] = [X, Y ](e). Aśı

[x, y] =
d

dt

∣∣∣
t=0

(Rexp(−tx)∗Y )(e) =
d

dt

∣∣∣
t=0
DRexp(−tx)(Y (etx))

=
d

dt

∣∣∣
t=0
DRexp(−tx)DLexp(tx)(y) =

d

dt

∣∣∣
t=0

(D(Iexp(tx))e(y) = adxy.

Como h∗e(y) = d/ds|s=0h(esy) para h ∈ C∞(G,G), tenemos

[x, y] =
∂2

∂t∂s

∣∣
(0,0)

etxesye−tx = −[y, x] =
∂2

∂t∂s

∣∣
(0,0)

e−syetxesy.

La aparente diferencia entre las dos derivadas se explica con

[x, y] =
∂2

∂t∂s

∣∣
(0,0)

e−syetxesye−tx

Definición 3.4. Sea G un grupo de Lie. Cualquiera de g ó TeG
con la correspondiente operación [, ] se llama el álgebra de Lie de G y
la tansformación TeG→ G, x 7→ ex se conoce como la transformación
exponencial.

Observaciones 3.2. Si x1, . . . , xk es una base de TeG, entonces
los campos X1, . . . , Xk ∈ g con Xi(e) = xi, forman una base de TgG
en cada punto g ∈ G. Por lo tanto G es paralelizable mediante el
difeomeorfismo G× g ∼= TG, (g,X)→ X(g).

Siempre podemos definir en G una métrica riemanniana invariante
por la izquierda. De hecho sea 〈, 〉e cualquier métrica en TeG y defina-
mos ∀g ∈ G

〈, 〉g = (L∗g−1)g(〈, 〉e).
Para 〈, 〉 invariante por la derecha y por la izquierda y X, Y ∈ g,
tenemos que LX〈, 〉 = 0 y 〈X, Y 〉 es constante. Por (4) de la Proposición
2.1

Z〈X, Y 〉 = LZ〈, 〉(X, Y ) + 〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉(3.5)

〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉 = 0.(3.6)

Ejemplo 3.3. Consideremos el grupo SO(3) de las matrices or-
togonales 3 × 3 con determinante 1. Sea A : (−ε, ε) →SO(3) una
curva difrenciable con A(0) = E3. Aśı A(t)A(t)T = E3 y derivando
A′(0)+A′(0)T = 0. Por lo tanto el algebra de Lie correspondiente so(3)
es el conjunto de matrices antisimétricas 3 × 3. Hay un isomorfismo
F : R3 →so(3) dado por

F

x1

x2

x3

 ==

 0 −x3 x1

x3 0 −x1

−x2 x1 0


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el cual satisface

F (x)a = x× a,∀a ∈ R3

Sea g =

g1

g2

g3

 ∈SO(3), entonces

Ad(g)X = gXgt = g(x× gT1 , x× gT2 , x× gT3 )

= (gx× ggT1 , gx× ggT2 , gx× ggT3 )

= F (gx)(ggT1 , gg
T
2 , gg

T
3 ) = gXggT = F (gx).

Aśı, para Y = F (y) ∈so(3)

[Y,X] = Y X −XY = F (Y x) = F (y × x).

Por lo tanto F : (R3,×) →(so(3),[ , ]) es unisomorfismo de algebras
de Lie y la acción Ad de SO(3) en su algebra de Lie corresponde a la
acción natural en R3. Las órbitas de la acción son esferas centradas en
el origen (o el propio origen).

Para un grupo de Lie G consideremos la acción Ad∗ de G en g∗

definida por Ad∗(g) = Ad(g−1)∗. Para ξ ∈ g∗ consideremos su órbita

Oξ = {Ad(g)∗ξ : g ∈ G}

para la cual el espacio tangente TξOξ consiste de los vectores

adx(ξ) =
d

dt

∣∣∣
t=0
Ad(e−tx)∗ξ, x ∈ g.

En Oξ definimos la 2-forma ω mediante

ωξ(ad
∗
x(ξ), ad

∗
y(ξ)) = ξ([x, y]).

Para probar que ω es cerrada consideremos x, y, z ∈ g. Como

ad∗x(ω(ad∗y, ad
∗
z))(ξ) =

d

dt

∣∣∣
t=0
ωAd(e−tx)∗ξ(ad

∗
y(Ad(e−tx)∗ξ), ad∗z(Ad(e−tx)∗ξ))

=
d

dt

∣∣∣
t=0
Ad(e−tx)∗ξ)([y, z])

=
d

dt

∣∣∣
t=0
ξ(Ad(e−tx)[x, y]) = −ξ([x, [y, z]])

dω(ad∗x, ad
∗
y, ad

∗
z)(ξ) = −2ξ([x, [y, z]])−2ξ([y, [z, x]])−2ξ([z, [x, y]]) = 0

Observación 3.3. Cuando el algebra de lie g posee una forma
bilineal no degenerada 〈, 〉 que satisface (3.6), 〈, rip permite identificar
g con su dual y definir una estructura simpléctica en las órbitas de la
acción adjunta mediante ωx(adxy, adxz = 〈x, [y, z]〉.
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Ejemplo 3.4. Por medio del producto escalar usual de R3 iden-
tificamos el algebra de Lie so(3) con su dual. Dicho producto escalar
satisface (3.6) ya que x · (y × z) = y · (z × x). Como observamos, las
órbitas O de la acción adjunta son esferas. Además

TwO = {adxw = x× w : x ∈ R3},
como todo mundo sabe. La forma simpléctica en O esta dada por

ω(x× w, z × w) = w · (x× y)

Ejemplo 3.5. Consideremos ahora el grupo euclidiano E(3) que es
el producto semidirecto de SO(3) y R3, a saber si A,B ∈SO(3) a, b ∈ R3

la operacion está definida por

(3.7) (A, a)(B, b) = (AB,Ab+ a)

y aśı

(A, a)−1 = (AT ,−ATa)(3.8)

I(A,a)(B, b) = (ABAT ,−ABTa+ Ab+ a)(3.9)

Identificando el álgebra de Lie e(3) con R3×R3, considerando una curva
(B(t), b(t)) ∈E(3) y calculando la derivada de (3.9) en t = 0 tenemos

(3.10) Ad(A, a)(X, x) = (AX,−(AX)× a+ Ax).

Como |AX| = |X| y AX · (Ax− (AX)×a) = X ·x, las órbitas adjuntas
son de la forma

O = {(Y, y) : |Y | = c1, Y · y = c2}
Considerando ahora una curva (A(t), a(t)) ∈E(3) y calculando la deri-
vada de (3.10) en t = 0

(3.11) ad(Y,y)(X, x) = [(Y, y), (X, x)] = (Y ×X,−X × y + Y × x)

La función bilineal no degenerada en e(3) definida por

〈(X, x), (Y, y)〉 = X · y + x · Y
satisface (3.6) y entonces permite definir una estructura simpléctica en
las órbitas adjuntas.

Consideremos el movimiento de un cuerpo ŕıgido en el campo gra-
vitacional. En el sistema de coordenadas fijo al cuerpo, la ecuaciones
de movimiento son las ecuaciones de Euler

Aω̇ = (Aω + λ)× ω + ν × C(3.12)

ν̇ = ν × ω(3.13)

donde A es la matriz de inercia, C es el centro de masa, ν es el vector
unitario vertical visto desde el cuerpo. Las función f1 = |ν|2, la com-
ponente vertical del momento angular f2 = (Aω + λ) · ν, y la enerǵıa
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H = 1
2
Aω · ω + ν · C son primeras integrales de movimiento, o sea que

a lo largo de soluciones de (3.12), (3.13), ḟ1 = ḟ2 = Ḣ = 0 y por con-
siguiente para cualquier solución (ν(t), ω(t)) de (3.12) (3.13), la curva
(Y (t), y(t)) = (ν(t), Aω(t) + λ) permanece en la misma órbita adjunta
en e(3). Tenemos

ẏ = y × A−1(y − λ) + Y × C(3.14)

H =
1

2
(y − λ) · A−1(y − λ) + Y · C(3.15)

El campo vectorial XH correspondiente a la restriccion de H a una
órbita adjunta está dado por XH(ξ) = [v(ξ), ξ] donde

dH(ξ)(adηξ) = 〈ξ, [v(ξ), y]〉 = 〈v(ξ), adηξ〉

Como

dH(ξ)(Z, z) =
∂H

∂Y
Z +

∂H

∂x
z = 〈(∂H

∂y
,
∂H

∂Y
), (Z, z)〉

Aśı

XH(Y, y) =
[
(
∂H

∂y
,
∂H

∂Y
), (Y, y)

]
= (Y × ∂H

∂y
, y × ∂H

∂y
+ Y × ∂H

∂Y
)

Como

∂H

∂y
= A−1(y − λ),

∂H

∂Y
= C,

ξ̇ = XH(ξ)

resulta ser (3.13), (3.14)

Ejemplo 3.6. Sean G un grupo de Lie y 〈, 〉 una métrica rie-
manniana en G invariante por la izquierda. La conexión definida por
∇XY = [X, Y ]/2 para X, Y ∈ g, es la conexión de Levi-Civita ya que
es compatible con la métrica por (3.6) y

∇XY −∇YX =
1

2
[X, Y ]− 1

2
[Y,X] = [X, Y ].

Como ∇XX = 0 para X ∈ g, tenemos que las curvas t 7→ etx son
geodésicas.
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3. El teorema de Darboux

Teorema 3.1. Sean (M,ω) variedad simpléctica y p ∈M . Enton-
ces existe una vecindad coordenada (U, φ), φ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
tal que

ω|U =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi

Demostración. Consideremos ωp : TpM × TpM → R. Escojamos
una base simpléctica {f1, . . . , f2n} de TpM .

Sea (V, ψ̃) vecindad coordenada alrededor de p. Sea L el automorfis-

mo lineal de R2n que manda la base {dψ̃p(fi)} en la base canónica y sea

ψ = L ◦ ψ̃. Entonces la transformación dψp manda la forma simplécti-
ca ωp en la forma simpléctica canónica Ω de R2n. En V tenemos dos
formas simplécticas ω y ω0 = ψ∗Ω. Vamos a demostrar que hay una
deformación diferenciable ϕt, t ∈ [0, 1] de una vecindad U de p tal que
ϕ0 = id y ϕ∗1ω = ω0. Entonces la transformación φ = ψ◦ϕ−1

1 satisfacera
φ∗Ω = ω y aśı (U, φ) es la vecindad coordenada buscada. Definamos la
familia de 2-formas cerradas

ωt = ω0 + t(ω − ω0) t ∈ [0, 1],

Como (ωt)p = ωp para todo t ∈ [0, 1], hay una vecindad U ′ de p donde
ωt no es degeneradad para ningún t ∈ [0, 1].

Obtendremos la deformación ϕt como la solución de una ecuación
diferencial

ẋ = Xt(x).

Ya que

ϕ∗1ω − ω0 =

∫ 1

0

d

dt
(ϕ∗tω

t)dt,

queremos que
d

dt
(ϕ∗tω

t) se anule, pero como

d

dt
(ϕ∗tω

t) = ϕ∗t (i(Xt)dω
t + d(i(Xt)ω

t) +
dωt

dt
),

y dωt = 0, queremos d(i(Xt)ω
t) = ω0−ω. Por el Lema de Poincaré 3.1,

hay una vecindad U ⊂ U ′ de p donde existe una 1-forma β tal que
dβ = ω0 − ω. Luego, podemos escoger Xt t ∈ [0, 1] tal que i(Xt)ω

t =
β. �

Lema 3.1. Poincaré. Sea A una r-forma cerrada en un convexo
W ⊂ Rm. Entonces existe una r − 1-forma en W tal que A = dB.
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Demostración. Fijemos q ∈ W y definamos

ht(x) = q + t(x− q), Y (x) = x− q, x ∈ W.
Entonces h0(x) = q, h1(x) = x y aśı h∗0A = 0, h∗1A = A,

A =

∫ 1

0

h∗t (i(Y )dA+ d(i(Y )A))dt = d

∫ 1

0

h∗t i((Y )A)dt

�
A continuación presentamos generalizaciones del Lema de Poin-

caré y el Teorema de Darboux.
Sea M una variedad riemanniana y sea P ⊂ M una subvariedad

compacta. Consideremos el haz normal de P

N(P ) = {(x, v) ∈ TM : v ⊥ TxN}.
Hay una ε > 0 tal que

φ : {(x, v) ∈ N(P ) : |v| < ε} →M, φ(x, v) = expx(v)

es un difeomorfismo sobre su imagen V (P ) a la que llamaremos vecin-
dad tubular.

Proposición 3.3. Sea ω una r-forma cerrada en la vecindad tubu-
lar V (P ) tal que ω|P = 0. Entonces existe una r− 1-forma η en V (P )
tal que η|P = 0 y ω = dη.

Demostración. Para t ∈ [0, 1] consideremos la deformación

ht : N(P )→ N(P ), ht(expx(v)) = expx(tv)

y para t > 0 definamos

Xt = (
dht
dt

) ◦ h−1
t .

Entonces

h∗tω = 0, h∗tω = ω, ht|P = idQ,

d

dt
h∗tω = d(h∗t i(Xt)ω) = dσt

donde la familia de r − 1 formas σt dada por

σtq(v1, . . . , vr−1) = ωht(q)(
d

dt
ht(q), dht(q)v1, . . . , dht(q)vr−1)

es diferenciable para t ≥ 0 y se anula en P . Entonces

ω =

∫ 1

0

d

dt
(h∗tω)dt = d

∫ 1

0

σtdt

�
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Observación 3.4. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Por el
Teorema 1.4, para cada p ∈M hay una estructura compleja Jp de TpM
compatible con ωp y posotiva. De la demostración de dicho Teorema
se sigue que Jp varia diferenciablemente con p. Sea g la métrica rie-
manniana dada por gp(v, w) = ωp(v, Jpw). Sea L ⊂ TpM subespacio
lagrangiano, entonces

L = {v ∈ TpM : ωp(v, w) = 0,∀w ∈ L}
= {v ∈ TpM : gp(v, Jpw) = 0, ∀w ∈ L}

L⊥g = J(L)

Teorema 3.2. Sea N una subvariedad lagrangiana de la variedad
simpléctica (M,ω). Hay vecindades U ⊂ T ∗N y V ⊂ M de N y una
transformación U → V tales que ψ(x, 0) = x ∀x ∈ N y ψ∗ω = −dη es
la estructura simpléctica natural de T ∗n

Demostración. De acuerdo con la observación 3.4 tenemos un di-
feomorfismo α : TN⊥ → T ∗N dada por

α(x, z) = (x, z∗) = (x, gx(Jxz, ·))
Entonces Dα(x,0)(v, 0) = (v, 0) y Dα(x,0)(0, z) = (0, z∗). Por lo tanto

−(α∗dη)(x,0)((v, z), (w, y)) = y∗(v)− z∗(w) = gx(Jxy, v)− gx(Jxz, w)

= ωx(v, y)− ωx(w, z)
Consideremos también una vecindad tubular

ϕ : {(x, v) : x ∈ N, v ∈ Jx(TxN), |v| < ε} → V (N), ϕ(x, v) = expx(v).

Entonces Dϕ(x,0)(v, z) = v + z y aśı

(ϕ∗ω)(x,0)((v, z), (w, y)) = ωx(v + z, w + y) = ωx(v, y) + ωx(z, w)

ya que v, w ∈ TxN , z, y ∈ Jx(TxN).
Aśı −[(α ◦ϕ−1)∗dη]x = ωx para x ∈ N . Por lo tanto hay vecindades

W,V de N y un difeomorfismo φ : W → V tales que

φ∗ω = −(α ◦ ϕ−1)∗dη.

Sea ψ = φ ◦ ϕ ◦ α−1. �

Ejemplo 3.7. Sea (M,ω) variedad simpléctica y sea φ : M → M .
Consideremos M × M con la estructura simpléctica −ω ⊕ ω. Como
φ∗ω = ω si y sólo si (I, φ)∗(−ω⊕ ω) = 0, tenemos que φ es simpléctica
si y sólo si graf φ es una subvariedad lagrangiana de M ×M .

La diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ M} es una subvariedad lagrangiana
de M ×M difeomorfaa M . Por el Teorema 3.2 hay vecindades U de ∆
en M ×M , V de M en T ∗M y un difeomorfismo ψ : V → U tal que
ψ∗(−ω ⊕ ω) = −dλ.
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Si φ : M → M es un simplectomorfismo C1 cercano a la identi-
dad, hay una 1-forma λ en M tal que ψ−1(x, φ(x)) = λ(x) y graf φ es
una subvariedad lagrangian si y sólo si dλ = 0. Los puntos fijos de φ
corresponden a las intersecciones de ∆ con graf φ y aśı, a los ceros de
λ.

4. Acciones simplécticas

Sean (M,ω) variedad simpléctica y G un grupo de Lie. Una acción
Φ : G ×M → M , Φg(x) = Φ(g, x) se llama simpléctica si para todo
g ∈ G, Φg es simpléctica. La órbita de x ∈M es

G · x = {Φg(x) : g ∈ G}.
Cada ξ ∈ g genera un campo vectorial simpléctico Xξ tangente a las
órbitas

Xξ =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φetξ.

Tenemos que d(iXξω) = LXξω = 0 y nos restrigiremos a acciones donde
cada Xξ es hamiltoniano es decir que iXξω = dHξ para una funcion
difrenciable Hξ : M → R. Fijando una base ξ1, . . . , ξn y escogiendo
Hξ1 , . . . Hξn por linealidad extendemos la definición de Hξ para todo
ξ ∈ g. Como exp(tAd(g)ξ) = getξg−1,

XAd(g)ξ(x) =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φ(getξg−1, x) = DΦgXξ(Φ
−1
g (x)) = (Φg∗Xξ)(x)(3.16)

[Xη, Xξ] =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φexp(−tη)∗Xξ =
d

dt

∣∣∣
t=0
XAd(exp(−tη)ξ) = −X[η,ξ]

(3.17)

Por la Proposición 3.1 si X, Y son campos vectoriales simplécticos,

i([X, Y ])ω = d(ω(Y,X))

Aśı
dH[η,ξ] = i(X[η,ξ])ω = i([Xξ, Xη])ω = d{Hξ, Hη}

y entonces hay un número real c(ξ, η) tal que

H[η,ξ] = {Hξ, Hη}+ c(ξ, η)

Definición 3.5. Una acción simplectica se llama acción de Poisson
si para cada ξ ∈ g el campo Xξ es hamiltoniano y es posible escoger el
hamiltoniano Hξ de tal forma que

H[η,ξ] = {Hξ, Hη}.
Para una acción de Poisson definimos la transformación de momento
Ψ : M → g∗ mediante 〈Ψ(x), ξ〉 = Hξ(x).
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Ejemplo 3.8. Sea N una variedad y sea φ : G×N → N una acción
suave del grupo de Lie G. Extendemos la acción a M = T ∗N mediante

Φg(x, p) = (φg(x), Dφ∗g−1p)

Recordemos que la 1-forma natural λ de M esta dada por

λ(x,p)(v, w) = p(v)

y aśı

Φ∗gλ(x, p)(v, w) = λΦg(x,p)(DΦg(x, p)(v, w)) = Dφ∗g−1p(Dφg(x)v) = p(v)

o sea que Φ∗gλ = λ. Por lo tanto

LXξλ =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φ∗exp(tξ)λ = 0

y entonces

d(λ(Xξ)) = −i(Xξ)dλ = i(Xξ)ω.

Aśı, el campo

Xξ(x, p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

Φexp(tξ)(x, p) = (
d

dt

∣∣∣
t=0
φexp(tξ)(x),−) = (Yξ(x),−)

tiene hamiltoniano

Hξ(x, p) = λ(x,p)(Xξ(x, p)) = p(Yξ(x))

Por ejemplo, consideremos la acción natural del grupo euclidiano E(3)
sobre un sistema de n part́ıculas φ : E(3)× R3n → R3n

φ(A,a)(x1, . . . , xn) = (Ax1 + a, . . . , Axn + a)

Y(Z,z)(x) = (Z × x1 + z, . . . , Z × xn + z)

H(Z,z)(x, p) = p1 · (Z × x1 + z) + · · ·+ pn · (Z × x1 + z)

= Z · (x1 × p1 + · · ·+ xn × pn) + z · (p1 + · · ·+ pn)

y aśı la transformacion de momento

Ψ(x, p) = (x1 × p1 + · · ·+ xn × pn, p1 + · · ·+ pn)

consiste del momento angular y lineal totales del sistema.

Proposición 3.4. La transformación momento es equivariante, es
decir

Ψ ◦ Φg = Ad∗(g) ◦Ψ

para todo g ∈ G
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Por (3.16)

dHAd(g)−1ξ(x)v = ω(XAd(g)−1ξ(x), v) = ω(Φg−1∗Xξ(x), v)

= ω(Xξ(Φg(x)), DΦg(x)v) = dHξ(Φg(x))(DΦg(x)v)

= d(Hξ ◦ Φg)(x)v(3.18)

Aśı

Hξ(Φg(x)) = HAd(g)−1ξ(x) = 〈Ψ(x), Ad(g−1)ξ〉(3.19)

〈Ψ(Φg(x)), ξ〉 = 〈Ad∗(g)(Ψ(x)), ξ〉(3.20)

Sea η un valor regular de la transformación de momento. Consideremos
el subgrupo de isotroṕıa

Gη = {g ∈ G : Ad(g)∗η = η}

Si x ∈ Ψ−1(η) y g ∈ Gη, se sigue de la Proposición 3.4 que Ψ(Φg(x)) =
Ad(g−1)∗η = η y aśı, el subgrupo Gη actúa en Ψ−1(η). Haremos alguna
suposición técnica que asegure que Mη = Ψ−1(η)/Gη es una variedad,
por ejemplo

Gη es compacto
Para g ∈ Gη, Φg no tiene puntos fijos

Lema 3.2. Para x ∈ Ψ−1(η) el espacio ortogonal simpléctico a TxG·
x es precisamente TxΨ

−1(η)

Demostración. Como

TxG · x = {Xξ(x) : ξ ∈ g},

tenemos que v es ortogonal a TxG·x si y sólo si para todo g ∈ g tenemos

〈dΨ(x)v, ξ〉 = dHξ(x)v = ω(v,Xξ(x)) = 0,

o sea v ∈ ker dΨ(x) = TxΨ
−1(η). �

Para x ∈ Ψ−1(η) denotemos por [x] su imagén bajo la proyección
canónica Ψ−1(η)→Mη.

T[x]Mη = TxΨ
−1(η)/TxΨ

−1(η) ∩ TxG · x

Para ū, v̄ ∈ T[x]Mη, escojamos u, v ∈ TxΨ−1(η) que proyecten en ū, v̄
respectivamente y definamos

ω̄[x] = ωx(u, v).

La definición no depende de la elección de los vectores u, v porque si
α, β ∈ TxΨ−1(η) ∩ TxG · x entonces

ωx(α, v) = ωx(u, v) = ωx(α, β) = 0.
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Tampoco depende del representante x ∈ Ψ−1(η), porque si y = Φg(x)
con g ∈ Gη entonces dΦg(u), dΦg(v) ∈ dΦg(TxΨ

−1(η)) = TyΨ
−1(η) y

ωy(dΦg(u), dΦg(v)) = ωx(u, v).

Tenemos que ω̄ no es degenerada porque si u ∈ TxΨ−1(η) es tal que
ωx(u, v) = 0 para todo v ∈ TxΨ

−1(η) tenemos que u ∈ TxG · x y asi
ū = 0. Por lo tanto Mη es una variedad simpléctica llamada el cociente
simpléctico definido por la acción hamiltoniana Φ.

Ejemplo 3.9. Consideremos la acción de S1 sobre Cn = R2n dada
por w · (z1, . . . , zn) = (wz1, . . . , wzn). El campo

X(z1, . . . , zn) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(eitz1, . . . , e
itzn) = (iz1, . . . , izn)

es hamiltoniano con función hamiltoniana H = 1
2
(|z1|2 + · · · |zn|2) y

H−2 es la esfera unitaria. El cociente simpléctico

H−2/S−1 = Cn/C− {0}
es el espacio proyectivo.



CAṔıTULO 4

El formalismo canónico

1. Las ecuaciones de Hamilton

Lema 4.1. Sea A un campo vectorial en R3. Las curvas solución
de rotA se laman las ĺıneas de vorticidad de A. Si γ1 es una curva
cerrada, las ĺıneas de vorticidad que pasan por γ1 forman un tubo σ
llamado de vorticidad. Sea γ2 otra curva cerrada en el mismo tubo de
vorticidad, entonces ∫

γ1

〈A, dr〉 =

∫
γ2

〈A, dr〉

Demostración. Por el teorema de Stokes∫
γ2

〈A, dr〉 −
∫
γ1

〈A, dr〉 =

∫
σ

〈rotA, n〉dS = 0

ya que rotA es tangente a σ. �

Lema 4.2. Sea Ω una forma bilineal antisimétrica en R2n+1. En-
tonces ∃X 6= 0 tal que ∀Y ∈ R2n+1,Ω(X, Y ) = 0.

Demostración. Hay una matriz antisimétrica Q tal que

Ω(X, Y ) = 〈QX, Y 〉.
det Q = det Qt = det(−Q) = (−1)2n+1 det Q⇒ det Q = 0.

Por lo tanto ∃X 6= 0 tal que QX = 0. �

Observación 4.1. Si ker Ω := ker Q es unidimensional, decimos
que Ω no es singular.

Definición 4.1. Sea ω una 1-forma diferencial en R2n+1. Si dω no
es singular, ker dω se llama dirección caracteŕıstica de ω y las curvas
integrales del campo de direcciones caracteŕısticas se llaman ĺıneas de
vorticidad. Sea γ1 una curva cerrada, las ĺıneas de vorticidad que pasan
por γ1 forman un tubo σ llamado de vorticidad.

Lema 4.3. Si las curvas cerradas γ1, γ2 encierran el mismo tubo de
vorticidad para la 1-forma diferencial ω en R2n+1, entonces∫

γ1

ω =

∫
γ2

ω.

43
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Demostración. Podemos parametrizar el tubo de vorticidad me-
diante c : [0, 1]2 → R de tal manera que c([0, 1]×{i− 1}) = γi, i = 1, 2

y
∂c

∂v
es una dirección de vorticidad. Por el teorema de Stokes∫

γ2

ω −
∫
γ1

ω =

∫
c

dω =

∫
[0,1]2

ω(
∂c

∂u
,
∂c

∂v
) = 0

�
Consideremos ahora una función diferenciable real

H(q, p, t) = H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)

y la 1-forma diferencial

ω = pdq −Hdt = p1dq1 + · · ·+ pndqn −Hdt,
de tal manera que

dω = dp ∧ dq − dH ∧ dt = dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn − dH ∧ dt,

dH =
n∑
i=1

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂t
dt = Hp dp+Hq dq +

∂H

∂t
dt

Teorema 4.1. Las ĺıneas de vorticidad de ω = pdq −Hdt son las
curvas integrales del sistema de ecuaciones diferenciales de Hamilton

(4.1)
q̇ = Hp

ṗ = −Hq

Demostración.

dω(X, Y ) = 〈QX, Y 〉, Q =

 0 I Hq

−I 0 Hp

−H t
q −H t

p 0


El rango de la matriz Q es 2n ya que J =

(
0 −I
I 0

)
es invertible y

Q

 Hp

−Hq

1

 =

0
0
0


Aśı, (X t

H , 1) = (H t
p,−H t

q, 1) genera la dirección de vorticidad de ω. Pero
(H t

p,−H t
q, 1) es tangente a las curvas integrales del sistema (4.1). �

Corolario 4.2. Si las curvas cerradas γ1, γ2 encierran el mismo
tubo formado por (segmentos de) curvas integrales del sistema (4.1)
entonces ∫

γ1

pdq −Hdt =

∫
γ2

pdq −Hdt.
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En particular, si gt(q, p) = ϕtt1(q, p) denota la solución a (4.1) que
satisface gt1 = I, entonces para cualquier curva cerrada α en R2n se
tiene ∫

α

pdq =

∫
gt◦α

pdq =

∫
α

g∗t (pdq) =

∫
α

PtdQt

donde gt = (Qt, Pt).

De acuerdo al Corolario 4.2 si σ es una superficie bidimensional con
frontera, por el Teorema de Stokes tenemos∫

σ

dp ∧ dq =

∫
σ

g∗t (dp ∧ dq) =

∫
α

dPt ∧ dQt,

es decir que gt preserva la forma Ω = dp ∧ dq.

Definición 4.2. Una transformación g : U ⊂ R2n → R2n se llama
simpléctica o canónica si preserva la forma Ω = dp ∧ dq o sea si

Dg(x)t JDg(x) = J ∀x ∈ R2n.

Aśı, la transformación g = (Q,P ) es canónica si y sólo si la forma
PdQ−pdq es cerrada. En el caso en que U es simplemente conexa, esta
condición es equivalente a que PdQ− pdq sea exacta o a que∫

γ

pdq =

∫
g◦γ

pdq

para cualquier curva cerrada γ en U .

Una transformación canónica preserva las formas Ωk, k ∈ N. Como
Ωn es un múltiplo de la forma de volumen dp1 ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dqn,
tenemos

Corolario 4.3. Las transformaciones canónicas presevan el vo-
lumen.

Teorema 4.4. Sean U ⊂ R2n abierto y H : U ×R→ R diferencia-
ble. Una transformación canonica g = (Q,P ) : U → R2n transforma el
sistema hamiltoniano (4.1) en el sistema

Q̇ = KP

Ṗ = −KQ

(4.2)

donde K(g(q, p), t) = H(q, p, t). Más generalmente si U es simplemente
conexo, una familia diferenciable

gt(q, p) = (Q(q, p, t), P (q, p, t)), t ∈ R
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de transformaciones canónicas, transforma el sistema (4.1) en el sis-
tema (4.2) donde

K(gt(q, p), t) = H(q, p, t)− ∂S

∂t
y S : U × R→ R es diferenciable.

Demostración. Como g = (Q,P ) es canónica, d(PdQ− pdq) = 0.
Por lo tanto

d(pdq −Hdt) = d(PdQ−K(Q,P, t)dt) = G∗d(pdq −Kdt).
donde G(q, p, t) = (g(q, p), t). Aśı, G transforma las ĺıneas de vorticidad
de pdq −Hdt en las ĺıneas de vorticidad de pdq −Kdt. �

2. Hamiltoninos Autónomos

Supongamos que la función H(q, p) no depende de t. Si α(t) =
(q(t), p(t)) es una solucion del sistema (4.1) entonces

d

dt
H(α(t)) = 〈Hp, ṗ〉+ 〈Hq, q̇〉 = −〈Hp, Hq〉+ 〈Hq, Hp〉 = 0

y aśı α yace en una superficie de nivel Mh = {(q, p) : H(q, p) = h}.
Sea γ(t) = (α(t), t) una curva integral del sistema (4.1). Entonces

γ es una ĺınea de vorticidad de

ω = pdq −Hdt.
Como dH(γ̇) = dH(α̇) = 0,

0 = dω(γ̇, ·) = dp ∧ dq(α̇, ·) + dH.

Luego, la curva α es una ĺınea de vorticidad de pdq sobre Mh.
Supongamos que en alguna región Hp1 6= 0 y que podemos resolver

la ecuación H(q, p) = h para p1:

p1 = K(q2, . . . , qn, p2, . . . , pn,−q1) = K(Q,P, T )

de tal forma que en dicha región, Q,P, T es un sistema de coordena-
das para Mh y pdq = PdQ − KdT . Como q̇1 = Hp1 6= 0, podemos
parametrizar las ĺıneas de vorticidad de pdq por T . Aśı

Teorema 4.5. Las soluciones del sistema (4.1) satisfacen en Mh

el sistema
dQ

dT
= KP

dP

dT
= −KQ

(4.3)

donde P = (p2, . . . , pn), Q = (q2, . . . , qn) y la función K(Q,P, T )
está definida por la ecuación H(−T,Q,K, P ) = h.
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3. Principios variacionales

Para q,Q ∈ Rn y a, b ∈ R consideremos

Ω(q,Q, a, b) = {α ∈ C2([a, b],R2n) : α(a) ∈ {q}×Rn, α(b) = {Q}×Rn}
y definimos la funcional de acción A : Ω(q,Q, a, b)→ R mediante

A(α) =

∫ b

a

(p(t)q̇(t)−H(α(t), t))dt

donde α(t) = (q(t), p(t)).

Teorema 4.6. La curva α es un punto cŕıtico de A si y sólo si es
una solución de las ecuaciones de Hamilton (4.1)

Demostración. Sea s 7→ αs, |s| < ε una curva diferenciable en
Ω(q,Q, a, b) con α0 = α.

dA(αs)

ds
=

∫ b

a

(dp
ds
q̇ + p

dq̇

ds
−Hp

dp

ds
−Hq

dq

ds

)
dt

=
[
p
dq

ds

]b
a

+

∫ b

a

(
q̇
dp

ds
− ṗdq

ds
−Hp

dp

ds
−Hq

dq

ds

)
dt

d

ds

∣∣∣
s=0

A(αs) =

∫ b

a

(
(q̇ −Hp)

d

ds

∣∣∣
s=0

p− (ṗ+Hq)
d

ds

∣∣∣
s=0

q
)
dt

Por lo tanto α es un punto cŕıtico de A si y sólo si es una solución de
las ecuaciones de Hamilton (4.1). �

Sea L : R2n → R un lagrangiano tal que Lvv(q, v) es positivo defi-
nido para todo (x, v). La función de enerǵıa se define por

E(q, v) = Lv(q, v) v − L(q, v)

La transformación de Legendre asociada está definida por

L(q, v) = (q, Lv(q, v)).

Por la hipótesis de convexidad, L es invertible. La transformada de
Legendre de L es H = E ◦ L−1. Las ecuaciones de Euler- Lagrange

(4.4)
d

dt
Lv(q, q̇) = Lx(q, q̇)

se transforman mediante L en el sistema hamiltoniano (4.1), y por
consiguiente E es constante a lo largo de soluciones de (4.4)

Teorema 4.7. Principio de Maupertuis.
Sean e un valor regular de E. Para q,Q ∈ Rn, a, b ∈ R, sea

Ω(q,Q, a, b : e) el conjunto de parejas de funciones C2, τ : [a, b] → R,
α : [τ(a), τ(b)]→ Rn tales que

τ ′ > 0, E(α(τ(t)), α′(τ(t))) = e, α(τ(a)) = q, α(τ(b)) = Q.
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Definimos la funcional de acción reducida Ah : Ω(q,Q, a, b : e)→ R

Ae(τ, α) =

∫ τ(b)

τ(a)

Lv(α, α
′)α′

Entonces (τ, α) es un valor cŕıtico de Ae si y sólo si α es una solución
de las ecuaciones de Euler - Lagrange (4.4)

Demostración. Dado que todas las curvas α tienen enerǵıa e

Lv(α, α
′)α′ = L(α, α′) + e

Sea s 7→ (τs, αs), |s| < ε, una curva diferenciable en Ω(q,Q, a, b : e)
Siguiendo el procedimiento en la demostración del Teorema 4.6

dAe(τs, αs)

ds
=

[dτs
ds

(L(αs ◦ τs, α′s ◦ τs) + e)
]b
a

+

∫ τs(b)

τs(a)

dL(αs, α
′
s)

ds∫ τs(b)

τs(a)

dL(αs, α
′
s)

ds
=

[
Lv(αs, α

′
s)
dαs
ds

]τs(b)
τs(a)

+

∫ τs(b)

τs(a)

(
Lq(αs, α

′
s)−

dLv(αs, α
′
s)

dt

)dαs
ds

Como αs(τs(a)) = q, αs(τs(b)) = Q y E(αs ◦ τs, α′s ◦ τ) = e,

dαs(τs(a))

ds
=
dαs(τs(a))

ds
= 0

[dτs
ds
◦ τ−1

s (L(αs, α
′
s) + e) + Lv(αs, α

′
s)
dαs
ds

]τs(b)
τs(a)

=
[
Lv(αs ◦ τs, α′s ◦ τs)

d(αs ◦ τs)
ds

]b
a

= 0

Aśı,

d

ds

∣∣∣
s=0

Ae(τs, αs) =

∫ τ0(b)

τ0(a)

(
Lq(α0, α

′
0)− dLv(α0, α

′
0)

dt

) d
ds

∣∣∣
s=0

αs.

Por lo tanto (τ0, α0) es un punto cŕıtico de Ae si y sólo si α0 es una
solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4). �

Ejemplo 4.1. Una función q 7→ G(q) que ascocia a cada punto de
Rn una matriz simétrica positiva definida, define una métrica. Consi-
deremos el lagrangiano mecánico

L(q, v) =
1

2
〈G(q)v, v〉 − V (q),
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con enerǵıa

E(q, v) =
1

2
〈G(q)v, v〉+ V (q).

Entonces la funcional de acción reducida esta dada por

Ae(τ, α) =

∫ τ(b)

τ(a)

〈G(α)α′, α′〉

La condición E(α, α′) = e implica que

〈G(α)α′, α′〉 = 2(e− V α)

〈G(α)α′, α′〉 =
√

2(e− V α)
√
〈G(α)α′, α′〉.

Considerando para cada q ∈ V −1(−∞, e) la matriz positiva definida
J(q) = 2(e − V (q))G(q), definimos una nueva métrica en esa región,
conocida como la métrica de Jacobi. Entonces la funcional de acción
reducida esta dada por

Ae(τ, α) =

∫ τ(b)

τ(a)

〈G(α)α′, α′〉 =

∫ τ(b)

τ(a)

√
〈J(α)α′, α′〉

=

∫ b

a

√
〈J(α ◦ τ)(α ◦ τ)′, (α ◦ τ)′〉.

Por el principio de Maupertuis, las geodésicas de la métrica J son las
imagenes de las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4)

4. La función de acción. La ecuación de Hamilton-Jacobi

Sea H : R2n+1 → R . Sea gt = (Qt, P t) la solución al sistema (4.1)
tal que g0 = I. Definimos la función de acción

Sτ (x) =

∫ τ

0

(P s(x)
d

ds
Qs(x)−H(gs(x), s))ds =

∫
g[0,τ ](x)

pdq −Hdt

=

∫ τ

0

(P s(x)Hp(g
s(x), s)−H(gs(x), s))ds

Por el teorema fundamental del cálculo

(4.5)
∂St(x)

∂t
= P t(x)Hp(g

t(x), t)−H(gt(x), t).

Consideremos una curva diferenciable c(s) = (p(s), q(s)), |s| < ε y
sea σ(s, t) = gt(c(s)). Por el teorema de Stokes∫
σ

dp ∧ dq − dH ∧ dt = Sτ (c(0))− Sτ (c(s)) +

∫ s

0

c∗(P τdQτ )−
∫ s

0

c∗(pdq)

Sτ (c(s))− Sτ (c(0)) =

∫ s

0

c∗(P τdQτ − pdq).
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Por el teorema fundamental del cálculo

(Sτ ◦ c)′ = c∗(P τdQτ − pdq) = (P τdQτ − pdq) ◦ c′,

o sea

(4.6) dSτ = P τdQτ − pdq.

Supongamos que Hpp es invertible. La linealización Dgt de gt satisface
la ecuación de variaciones

d

dt
Dgt = DXH(gt)Dgt, Dg0 = I

donde

DXH =

(
Hpq Hpp

−Hqq −Hqp

)
, Dgt =

(
Qt
q Qt

p

P t
q P t

p

)
.

Como

P 0
p = I,Q0

p = 0,
d

dt
Qt
p = HppP

t
p +HpqQ

t
p,

para |t| pequeño tenemos

Qt
p = Hpp(I +O(t))t, detQt

p = detHpp(1 +O(t))tn.

Definiendo ψt(q, p) = (q,Qt(q, p)), tenemos que

Dψt =

(
I 0
Qt
q Qt

p

)
.

Por lo que ψt es localmente invertible para 0 < |t| < ε. Notemos que

gt ◦ ψ−1
t (q,Q) = (Q,P (q,Q, t)),

y definamos la función de acción en las variables (q,Q, t)

S(q,Q, t) = St(ψ−1
t (q,Q)).

Por (4.6) tenemos

(4.7) p = −∂S
∂q

(ψt(q, p), t), P =
∂S

∂Q
.

Se sigue de S(ψt(q, p), t) = St(q, p) que

∂S

∂t
(ψt(q, p), t) +

∂S

∂Q
(ψt(q, p), t)

d

dt
Qt(q, p) =

∂St(x)

∂t

que comparando con (4.5) da ∂S/∂t = −H(Q,P, t). Sustituyendo P
de (4.7), tenemos que S satisface la ecuación de Hamilton - Jacobi

(4.8)
∂S

∂t
+H

(
Q,

∂S

∂Q
, t
)

= 0.
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5. El método de Hamilton - Jacobi. Funciones generatrices

La idea del método de Hamilton - Jacobi es la siguiente. Bajo una
transformación canónica, la forma hamiltoniana de las ecuaciones de
movimiento se preserva aśı como el hamiltoniano (Teorema 4.4). Si so-
mos capaces de encontrar una transformación canónica tal que el nuevo
sistema hamiltoniano puede integrarse, entonces habremos integrado el
sistema hamiltoniano original. Resulta que el problema de construir tal
transformación canónica se reduce a encontrar una cantidad suficien-
temente grande de soluciones de la ecuación de Hamilton - Jacobi. Sea
g = (Q,P ) : U → R2n una transformación canónica donde U es una
región simplemente conexa de R2n. Entonces existe S : U → R tal que

(4.9) dS = PdQ− pdq

Decimos que la transformación canónica g es libre en (q0, p0) si hay
una vecindad de (q0, p0) donde la transformación ψ(q, p) = (q,Q(q, p))
es invertible. Es decir, supongamos que

detDψ(q0, p0) = det
∂Q

∂p
(q0, p0) 6= 0.

La función S1 = S ◦ ψ−1 se llama función generatriz de la transfor-
mación canónica g. Se sigue de (4.9) que

(4.10) p = −∂S1

∂q
◦ ψ(q, p), P =

∂S1

∂Q
◦ ψ

Teorema 4.8. Sea S1 una funcion real definida en la vecindad del

punto (q0, Q0) ∈ Rn × Rn. Si det
∂2S1

∂Q∂q
(q0, Q0) 6= 0, entonces S1 es la

función generatriz de una transformación libre en
(
q0,−

∂S1

∂q
(q0, Q0)

)
.

Demostración. Consideremos la transformación

G(q,Q) =
(
q,−∂S1

∂q
(q,Q)

)
.

DG =

I 0

∗ ∂2S1

∂Q∂q

 .
Por el teorema de la función inversa, G es invertible en una vecindad
de (q0, Q0). Definiendo

f(q,Q) =
(
Q,

∂S1

∂Q
(q,Q)

)
, g = f ◦G−1,
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tenemos que

Dg =

 0 I
∂2S1

∂Q∂q
∗

I 0

∗ −
( ∂2S1

∂Q∂q

)−1

◦G−1 =

∗ −( ∂2S1

∂Q∂q

)−1

∗ ∗

◦G−1.

Aśı, g es libre en (p0, q0) y de las definiciones de G y f se sigue que
las ecuaciones (4.10) se satisfacen con ψ = G−1, por lo que S1 es una
función generatriz de g. �

Si el hamiltoniano no depende de la coordenada p, o sea Hp = 0,
entonces el sistema (4.1) resulta

q̇ = 0, ṗ = −Hq

y se integra inmediatamente

q(t) = q(0), p(t) = p(0)−
∫ t

0

Hq(q(0), s)ds.

Buscaremos una transformación canónica que transforma el hamil-
toniano autónomo H(q, p) en uno de la forma K(Q). De hecho bus-
caremos una transformación libre con función generatriz S. De (4.10)
obtenemos la condición

(4.11) H(q,−∂S
∂q

(q,Q)) = K(Q)

Teorema 4.9. (Jacobi) Si se encuentra una solución S(q,Q) de
la ecuación (4.11) dependiendo de n parámetros Q1, . . . , Qn, y tal que

det
∂2S

∂Q∂q
6= 0, entonces el sistema (4.1) puede resolverse expĺıcitamen-

te por cuadraturas. Las funciones Qi(q, p), i = 1, . . . , n determinadas

por
∂S

∂q
(q,Q) = −p, son primeras integrales del sistema.

Ejemplo 4.2. Problema de atracción con dos centros fijos.
Considere el problema plano de atracción hacia dos puntos fijos de igual
masa. Supongamos que la distancia entre los puntos fijos es 2a y que
las distancias de una masa movil hacia esos puntos son r1 y r2.

m

•

r1

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 2aoo // •
r2

~~~~~~~~

Las coordenadas eĺıpticas se definen como ξ = r1 + r2, η = r1− r2.
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Si las coordenadas cartesianas de los puntos fijos son (−a, 0), (a, 0)
y las de la masa movil son (x, y) entonces

r2
1 = (x+ a)2 + y2 , r2

2 = (x− a)2 + y2

ξη = r2
1 − r2

2 = (x+ a)2 + (x− a)2 = 4ax

y2 = r2
1 − (x+ a)2 =

(ξ + η)2

4
−
(ξη

4a
+ a
)2

= −(ξ2 − 4a2)(η2 − 4a2)

24a2

ẋ =
ξη̇ + ηξ̇

4a
, yẏ = −ξξ̇(η

2 − 4a2) + ηη̇(ξ2 − 4a2)

24a2
.

ẋ2 + ẏ2 =
ξ̇2η2 + 2ξ̇ξη̇η + η̇2ξ2

24a2

− ξ2ξ̇2(η2 − 4a2)2 + 2ξ̇ξη̇η(η2 − 4a2)(ξ2 − 4a2) + η̇2η2(ξ2 − 4a2)2

24a2(ξ2 − 4a2)(η2 − 4a2)

=
ξ̇2η2 + η̇2ξ2

24a2
− ξ2ξ̇2(η2 − 4a2)

24a2(ξ2 − 4a2)
− η2η̇2(ξ2 − 4a2)

24a2(η2 − 4a2)

=
ξ2 − η2

4(ξ2 − 4a2)
ξ̇2 +

η2 − ξ2

4(η2 − 4a2)
η̇2.

Por comodidad suponemos que los centros fijos tienen masa unitaria

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +

k

r1

+
k

r2

=
ξ2 − η2

8(ξ2 − 4a2)
ξ̇2 +

η2 − ξ2

8(η2 − 4a2)
η̇2 +

4kξ

ξ2 − η2

pξ = Lξ̇ =
ξ2 − η2

4(ξ2 − 4a2)
ξ̇ , pη = Lη̇ =

η2 − ξ2

8(η2 − 4a2)
η̇

H = pξ ξ̇ + pηη̇ − L = 2p2
ξ

ξ2 − 4a2

ξ2 − η2
+ 2p2

η

4a2 − η2

ξ2 − η2
− 4kξ

ξ2 − η2

La ecuacion de Hamilton-Jacobi (4.11)

H(ξ, η,−∂S
∂ξ
,−∂S

∂η
) = K
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Puede escribirse

2
∂S

∂ξ

2

(ξ2 − 4a2) + 2
∂S

∂η

2

(4a2 − η2)− 4kξ = K(ξ2 − η2)

y por lo tanto podemos separar variables, haciendo K = 2c2 y

∂S

∂ξ

2

(ξ2 − 4a2)− 2kξ − c2ξ
2 = c1

∂S

∂η

2

(4a2 − η2) + c2η
2 = −c1.

Que podemos integrar como

S(ξ, η, c1, c2) =

∫ √
c1 + c2 + 2kξ

ξ2 − 4a2
dξ +

∫ √
−c1 − c2η2

4a2 − η2
dη.



CAṔıTULO 5

Teoŕıa de Aubry-Mather

1. Transformaciones twist del anillo

En este caṕıtulo consideraremos transformaciones del anillo A =
S1 × [a, b] donde S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Más generalmente, dadas
funciones continuas u± : S1 → R podriamos pensar que

A = {(p, z) : u−(z) ≤ p ≤ u+(z)}.

Tenemos la transformación exp : R→ S1 dada por exp(q) = e2πiq y
denotando por A la banda R× [a, b], la transformación cubriente

proj : A → A, proj(q, p) = (exp(q), p).

Dada una transformación continua f : A→ A hay una transformación
continua F : A → A, llamada levantamiento de f tal que

(5.1) f ◦ proj = proj ◦F.

Se sigue de (5.1) que F (q+ 1, p) = F (q, p) + (n, 0) con n entero, el cual
es independiente de (q, p) por la continuidad de F . Si G es otro levan-
tamineto de F se sigue de (5.1) que G(q, p) = F (q, p) + (m, 0) con m
entero, que por la continuidad de F y G no depende de (q, p). Por con-
siguiente el número n no depende del levantamiento y se conoce como
el grado deg f de f . Nosotros supondremos que f es un difeomorfismo
que preserva la orientación y por lo tanto deg f = 1, o sea que para
cualquier levantamiento F de f , F (q+ 1, p) = F (q, p) + (1, 0). Es decir
que si T (q, p) = (q + 1, p) entonces F ◦ T = T ◦ F .

Definición 5.1. Sea F : A → A , F = (Q,P ) un difeomorfismo
que satisface

1. F preserva las fronteras de A: P (q, a) = a, P (q, b) = b.
2. F es canónica, o sea dP ∧ dQ = dp ∧ dq, o bien detDF = 1.
3. La función p→ Q(q0, p) es monótona para cada q0 ∈ R.
4. F ◦ T = T ◦ F .

Entonces F define una transformación twist f : A→ A.

55
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La condición 3 en la definición 5.1 se puede escribir como
∂Q

∂p
6= 0.

Si esta derivada es positiva (negativa) decimos que f es una trans-
formación twist positiva (negativa). Como vimos en la sección 4 del
Caṕıtulo 4, esta forma de la condición 3 implica que la transformación
ψ : A → R2 dada por ψ(q, p) = (q,Q(q, p)) es un difeomorfismo local,
y por la condición 3 misma tenemos que ψ es un encaje.

Observación 5.1. Sea F : R2 → R2 una transformación canónica
tal que F ◦ T = T ◦ F . Existe S : R2 → R tal que dS = PdQ− pdq.

La definición de T dice que p ◦ T = p, q ◦ T = q + 1 y la condicion
4 en la definición 5.1 significa que P ◦ T = P y Q ◦ T = Q+ 1. Aśı

d(S ◦ T ) = P ◦ Td(Q ◦ T )− p ◦ Td(q ◦ T ) = PdQ− pdq = dS

y entonces S ◦ T − S es una constante que denotamos por fluxF . Sea
β : [0, 1] → R2 una curva tal que β(1) = T (β(0)) de tal forma que
proj ◦β es una curva en el cilindro S1 × R que recorre una vez S1.
Entonces

fluxF = S(β(1))− S(β(0)) =

∫
β

PdQ− pdq =

∫
F (β)

pdq −
∫
pdq.

Aśı, fluxF es el área neta, limitada por proj ◦β y su imagen bajo f ,
del cilindro definida por F .

Si F preserva las curvas frontera de algun anillo entonces fluxF = 0.

En virtud de esta observación damos la siguiente

Definición 5.2. Sea F = (Q,P ) un difeomorfismo de R2 tal que

1. F es isotópico a la identidad.
2. ψ : (q, p) 7→ (q,Q(q, p)) es un difeomorfismo de R2.
3. Existe S : R2 → R tal que d(S ◦ ψ) = PdQ− pdq y

S(q + 1, Q+ 1) = S(q,Q).

Entonces F define una transformación twist monótona f del cilindro
con función generatriz S.

Ejemplo 5.1. Consideremos la dinámica de una bola en una me-
sa de billar con frontera convexa C. El movimiento esta sujeto a leyes
simples: entre rebotes sucesivos la bola viaja en ĺınea recta y en un re-
bote los ángulos de incidencia y reflexión son iguales. Sea x la longitud
de arco con respecto a un punto fijo en la frontera, que supondremos
orientada en el sentido antihorario. Sea θ el ángulo de reflexión en un
punto de rebote C(x) ∈ C y sea y = − cos θ. Debido a la convexi-
dad de C, el par (x, y) determina su sucesor (X, Y ) y visceversa. Si
incrementamos y manteniendo x fijo, la convexidad de C implica que
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C(X) se mueve sobre C en la dirección positiva . O sea
∂X

∂y
> 0. Sea

S(x,X) = −‖C(X) − C(x)‖ entonces, ya que C ′(x) es un vector tan-
gente unitario,

∂S

∂x
=
C ′(x) · (C(X)− C(x))

S(x,X)
= −y

∂S

∂X
=
C ′(X) · (C(X)− C(x))

−S(x,X)
= Y

(5.2)

por lo que

(5.3) Y dX − ydx = dS(x,X).

2. Un principio variacional

Una transformación twist da lugar a un sistema dinámico, cuyas
órbitas estan dadas por las imagenes de puntos (z, p) bajo iteraciones
sucesivas de f .

Lema 5.1. Supongamos que F : A → R2 define una transformación
twist monónotona del anillo o el cilindro y sea S su función generatriz.
Entonces hay una correspondencia biuńıvoca entre órbitas {(zk, pk) =
fk(z0, p0) : k ∈ Z} y sucesiones {qk : k ∈ Z} que satisfacen

(5.4) ∂1S(qk, qk+1) + ∂2S(qk−1, qk) = 0 ∀k ∈ Z,

estando la correspondencia dada por zk = exp(qk), pk = −∂1S(qk, qk+1).

Demostración. Si {(zk, pk) : k ∈ Z} es una órbita de f , escojamos
q0 tal que exp(q0) = z0 y ∀k ∈ Z definamos qk por (qk, pk) = F k(q0, p0).
Entonces (qk, pk) = F (qk−1, pk−1) ∀k ∈ Z y de d(S ◦ ψ) = PdQ − pdq
tenemos

pk = −∂1S(qk, qk+1) = ∂2S(qk−1, qk).

Reciprocamente si {qk : k ∈ Z} satisface (5.4), hagamos pk =
−∂1S(qk, qk+1)∀k ∈ Z y aśı (qk, pk) = ψ−1(qk, qk+1). De d(S ◦ ψ) =
PdQ− pdq y (5.4) tenemos

F (qk−1, pk−1) = F ◦ ψ−1(qk−1, qk) = (qk, ∂2S(qk−1, qk))

= (qk,−∂1S(qk, qk+1)) = (qk, pk)

�
Las ecuaciones (5.4) pueden interpretarse como la “ecuaciones de

Euler - Lagrange discretas” para una cierta función de acción. En reali-
dad a un segmento dado de puntos (qN , . . . , qM) podemos asociarle su
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acción definida por

W (qN , . . . , qM) =
M−1∑
k=N

S(qk, qk+1)

Siguiendo la analoǵıa, la “transformación de Legendre discreta” esta
dada por la inversa (q,Q) 7→ (q,−∂1S(q,Q)) de ψ. Definiendo

V (qN , pN , . . . , qM , pM−1) =
M−1∑
k=N

pk(qk+1 − qk)− S(qk, qk+1),

tenemos

∂V

∂pk
= qk+1 − qk, N ≤ k < M

∂V

∂qk
= pk−1 − pk − ∂1S(qk, qk+1)− ∂2S(qk−1, qk), N < k < M.

Por lo tanto las ecuaciones (5.4) son equivalentes a las “ecuaciones de
Hamilton discretas”

qk+1 − qk =
∂V

∂pk

pk − pk+1 =
∂V

∂qk+1

.

(5.5)

Corolario 5.1. El segmento (qN , . . . , qM) es la proyección al eje
horizontal de un segmento de órbita de F si y sólo si es un punto cŕıtico
de la restricción W̃ de W al conjunto de segmentos (xN , . . . , xM) con
puntos fijos xN = qN , xM = qM .

Demostración. Dada (qN , . . . , qM) definamos

pk = −∂1S(qk, qk+1), Pk = ∂2S(qk−1, qk))

de tal forma que F (qk, pk) = (qk+1, Pk+1) . Entonces

dW̃ (qN , . . . , qM) =
M−1∑
k=N+1

(Pk − pk)dqk

Aśı (qN , . . . , qM) es un punto cŕıtico de W̃ si y sólo si Pk = pk que es
otra manera de expresar (5.4) o sea que ((qN , pN), . . . , (qM , pM)) es un
segmento de órbita de F . �

Si existen m,n ∈ N tales que la órbita {(qk, pk) : k ∈ Z} de F
satisface

(5.6) qk+n = qk +m
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es decir F n(qk, pk) = Tm(qk, pk), entonces fn(proj(qk, pk)) = proj(qk, pk),
o sea que la órbita {proj(qk, pk) : k ∈ Z} es periódica. Diremos que una
sucesión {qk}k∈Z es de tipo (m,n) si satisface (5.6) y denotaremos por
Xmn al conjunto de ellas. Podemos identificar a Xmn con el subespacio
af́ın de Rn+1 dado por la ecuación qn+1 = q1 +m. Una órbita de F , cuya
proyección en el eje q es una sucesión de tipo (m,n) se llamará (m,n)
órbita. Después de n iteraciones de F una (m,n) órbita ha sido trasla-
dada un entero m en la dirección q. En el anillo, podemos interpretar
esto diciendo que después de n iteraciones de f , la órbita ha dado m
vueltas.

Proposición 5.1. Una sucesión de tipo (m,n) es la proyecćıon de
una (m,n) orbita si y sólo si es un punto cŕıtico de Wmn : Xmn → R

Wmn(q1, . . . , qn) = S(qn, q1 +m) +
n−1∑
k=1

S(qk, qk+1)

Definición 5.3. Sea {(qk, pk) : k ∈ Z} una órbita de F . En caso
de existir, el ĺımite

ĺım
k→∞

xk
k

se llama número de rotación de la órbita.

Obviamente una (m,n) órbita tiene número de rotación m/n.

3. El teorema de Aubry - Mather

Si G : R → R es el levantamiento de un homeomorfismo de la
circunferencia que preserva orientación, entonces es estrictamente cre-
ciente y G(q + 1) = G(q) + 1. Aśı, si {qk : k ∈ Z} es una órbita de G,
debe satisfacer que

(5.7) ∀k, j,m ∈ Z xk ≤ xj +m⇒ xk+1 ≤ xj+1 +m.

Decimos que una sucesión de números reales {qk : k ∈ Z} está or-
denada ciclicamente si satisface (5.7). Claramente, el conjunto de
sucesiones ordenadas ciclicamente, es un cerrado para la topoloǵıa de
la convergencia puntual en el conjunto RZ. El orden parcial en sucesio-
nes de reales da tres tipos de estricticidad

x ≤ q ⇐⇒ xk ≤ qk∀k ∈ Z
x < q ⇐⇒ x ≤ q ∧ x 6= q

x ≺ q ⇐⇒ xk < qk∀k ∈ Z.
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Definiendo τmn : RZ → RZ por (τmnx)k = xk+n +m, la condición (5.7)
es equivalente a

∀j,m ∈ Z τjmx ≤ x ó x ≤ τjmx.

Sea F : R2 → R2 el levantamiento de una transformación twist
f del cilindro con función generatriz S. Un segmento (qN , . . . , qM) es
minimizante (de la acción) si

W ((qN , . . . , qM) ≤ W (xN , . . . , xM)

para cualquier otro segmento (xN , . . . , xM) con los mismos puntos fijos
xN = qN , xM = qM . Ya que segmentos minimizantes son puntos cŕıticos
de W , ellos corresponden a segmentos de órbita llamados segmentos
de órbita minimizantes. Una sucesión {qk : k ∈ Z} se llama mini-
mizante (global de la acción) si todos sus segmentos son minimizantes.
La órbita correspondiente se llama minimizante. El conjunto de mi-
nimizantes es un cerrado para la topoloǵıa de la convergencia puntual.

Teorema 5.2. Aubry-Mather.
Sea F : R2 → R2 el levantamiento de una transformación twist C2

del cilindro con función generatriz S que satisface

(5.8) ĺım
|Q−q|→∞

S(q,Q) =∞.

Entonces F tiene órbitas de todos los números de rotación. De hecho,
podemos escoger estas órbitas {(qk, pk) : k ∈ Z} de tal forma que

1. La sucesión {qk : k ∈ Z} esta ordenada ciclicamente y es un
minimizante global de la acción.

2. Ellas yacen en conjuntos cerrados Λ invariantes bajo F , llama-
dos conjuntos de Aubry-Mather, los cuales son gráficas Lips-
chitz sobre su proyección π en la recta p = 0, con constante

de Lipschitz que depende solo de a = ı́nf
Λ

∂Q

∂p
.

3. Todas las órbitas en Λ están ordenadas ciclicamente y tienen
el mismo número de rotación.

4. La proyección π es un conjunto invariante del levantamiento
G de un homeomorfismode la circunferencia y por lo tanto F |Λ
es conjugado a G|π.

Lema 5.2. Sea f : A → A una transformación twist Ck, k ≥ 2 del
anillo compacto. Entonces f puede extenderse a una transformación
twist Ck del cilindro, de tal forma que coincide con la transformación
proj(q, p) 7→ proj(q + cp, p) afuera de un compacto. En particular sa-
tisface la condición (5.8)
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Teorema 5.3. Aubry-Mather para el anillo.
Sea F el levantamiento de una transformación twist del anillo y

sean ρ−, ρ+ los numeros de rotación de la restricciónes a las fronteras
inferior y superior respectivamente. Entonces F tiene órbitas con cual-
quier número de rotación en [ρ−, ρ+]. Esas órbitas son minimizantes,
recurrentes, están ordenadas ciclicamente y yacen en conjuntos inva-
riantes compactos que forman gráficas Lipschitz. Esos conjuntos pueden
ser órbitas periódicas, circunferencias invariantes o conjuntos de Can-
tor sobre los cuales la transformación es semiconjugada a rotaciones
irracionales.

Esquema de la demostración. Minimizando Wmn, encontramos
órbitas periódicas para todos los números racionales de rotación. El
lema fundamental de Aubry 5.5 implica que los minimizantes de Wmn

están ordenados ciclicamente, es decir, estan ordenados como órbitas de
homemomorfismos de la circunferencia. Como el conjunto de sucesiones
ordenadas ciclicamente es cerrado, al tomar ĺımites de sucesiones de
órbitas periódicas, obtenemos otras órbitas ordenadas ciclicamente. El
número de rotación de estas órbitas ĺımite existe de acuerdo al siguiente
lema.

Lema 5.3. Supongamos que {qk : k ∈ Z} está ordenada ciclicamen-

te, entonces ρ(q) = ĺım
k→∞

qk
k

existe y de hecho

|qk − q0 − kρ(q)| ≤ 1.

Una sucesión q ∈ RZ es una función q : Z → R. Podemos inter-
polar esta función para obtener una función af́ın a trozos. La gráfica
de esta función se conoce como el diagrama de Aubry de la suce-
sión. Decimos que dos sucesiones q,x se cruzan si sus correspondientes
diagramas de Aubry lo hacen. El cruce pude darse en un entero k en
cuyo caso (qk−1 − xk−1)(qk+1 − xk+1) < 0 ó en un número no entero
t ∈ (k, k + 1) en cuyo caso (qk − xk)(qk+1 − xk+1) < 0. Observe que q
y x nunca se cruzan si y sólo si q ≤ x ó x ≤ q y que por lo tanto una
sucesión q es ordenada ciclicamete si y sólo si no se cruza con ninguno
de sus trasladados τmnq.

Lema 5.4. Supongamos que (q − x)(Q−X) ≤ 0. Entonces

S(q,Q) + S(x,X)− S(q,X)− S(x,Q) ≥ 0,

y la igualdad se da si y sólo si (q − x)(Q−X) = 0.

Lema 5.5. (Fundamental de Aubry) Dos minimizantes distintos se
pueden cruzar sólo una vez.
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Corolario 5.4. Los minimizantes de Wmn están ordenados cicli-
camante y el conjunto de sus trasladados está completamente ordenado
respecto al orden parcial en RZ.

Proposición 5.2. Los minimizantes de Wmn son minimizantes
globales.

Proposición 5.3. Sea F el levantamiento de una transformación
twist del cilindro con función generatriz satisfaciendo (5.8). Entonces
Wmn tiene un minimo para todo par m,n.
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