FUNCIONES ZETA DINAMICAS

HECTOR SANCHEZ MORGADO

1. FUNCIONES ZETA DINAMICAS

X espacio métrico, T : X « continua tal que #Fix(T™) < oo Vn.
La funcién zeta de Artin-Mazur es la serie formal

((z) = exp Z #Fix(T™)2"/n

Problemas basicos.
1. Construir continuacion analitica “6ptima”.
2. Investigar el significado de los ceros, polos y valores especiales.

Ejemplo 1. Sea A matriz k x k de ceros y unos. A se llama aperiddica
si 3m>0VZ~7]~A’{; > 0. Consideremos el espacio

Xo={r=(x;) € {1,...  k}’*: Ay, = 1Vi}.
con la métrica (0 < 6 < 1)

0N si N =min{|n|: z, # yn
P ]

El corrimiento o : X4 < se define por o(z); = x;+1. Remplazando Z
por NU {0} se definen (X7,d;) y ot.
Se tiene que #Fix(c™) = Tr A" y asi

C(z) = det(I — zA)~".

Volviendo al caso general, cada punto z € Fix(7T™) pertenece a la
orbita periddica v = {z, Tx,... ,T" 'a} y I, = #~ es el perfodo mini-
mo de cualquier y € 7. Sea P el conjunto de érbitas periddicas, en-
tonces ((2) = [, ep(1 —2)7"

Definicién 1. Sea ¢; : M « un flujo tal que el conjunto de érbitas
peridédicas P es a lo mas numerable. La funcion zeta de Ruelle es el
producto formal Ry(s) = [, ep(1 —e )"

Comparese con la funcién zeta de Riemann ((s) = [[°2,(1 —p,*)~*

donde {p,} es la sucesién de primos.
1
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Para I" un subgrupo discreto cocompacto de PSL(2,R), Selberg defi-

nié la funcion zeta
SINIEE

k=0[y]ePr

donde Pr es el conjunto de clases de conjugacion de elementos primi-
tivos de I'. Smale extiendi6 la definicion de Selberg para flujos como
en la Definicién 1. Se tiene que R,(2) = Sy,(2)/9,(2 + 1).

Ejemplo 2. Sean T : X < homeomorfismo, r : X — R™ continua.

Sea X" ={(z,7):2 € X,0 <7 <r(zx)}/ ~ donde (z,r(x)) ~ (Tx,0).

El flujo suspension ¢ esta dado por ¢;x,7] = [z,7 + t]. Poniendo
r(z) =r(z)+r(Tz)+ -+ r(T”_lx) tenemos
Ry(s) = = expz Z e~ @),
= zEFlX(T")

Observe que (f(s) = ((e™).

Definicién 2. Sea ¢, : M < flujo suave generado por el campo vecto-
rial Y. Un conjunto compacto invariante sin puntos de equilibrio A se
llama hiperbolico si TaM se descompone continuamente como ThM =
E*®FE"® E° donde E° =RY, E", E® son Dy-invariantes y || Dy E*|],
|| Dyp_¢|E"|| convergen exponencialmente a 0 cuando t — oo. Un con-
junto hiperbdlico A se llama bdsico si

e A contiene una 6rbita densa
e Las oOrbitas periddicas forman un conjunto denso en A
e A es aislado, o sea, JU vecindad de A tal que A = (), @:U.

Fried ha realizado un estudio sistematico de diversas funciones zeta
para flujos, siendo el escenario general el siguiente. Sea A un conjunto
hiperbdlico, aislado para el flujo ¢ en una variedad M. Sea & un haz
vectorial complejo sobre A, sea 1, : £ — £ un levantamiento de ;| A. Si
1 es suficientemente contractivo usamos la traza x, (1) de la holonomia
de ¢ y la linealizacién P, de la transformacién de Poincaré a lo largo
de cualquier 6rbita periddica v para definir la funcién zeta

Xy (¥)
(1) ) = oxp - Z ydetl P

2. DINAMICA SIMBOLICA

Si A es un conjunto bésico, via particiones de Markov, ¢;|A puede
modelarse por la suspension ¢, : X’ <= de un corrimiento o : X4 <
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con A aperiddica. De hecho existe 7 : X’ — A Lipschitz y suprayectiva
tal que ¢, = m¢,. La falta de inyectividad de 7 se debe a las orbitas
que cruzan las fronteras de los rectangulos de la particién. Para evitar
el sobreconteo de érbitas periddicas que cruzan la frontera, Manning y
Bowen idearon argumentos combinatorios utilizando corrimientos aux-
iliares.

Sea Fy el espacio de Banach de funciones Lipschitz f : (Xa,dy) — C
con ||fll, = IIfllo + |fle donde |f|s = Lip(f). Definimos similarmente
el espacio F).

Definicién 3. Dos funciones f,g € Fy se llaman cohomologas y es-
cribimos f ~ g, si 3 h € C(X4) tal que f =g+ hoo —h.

Proposicion 1. Si f € Fy entonces existen g,h € F g5 tales que f =
g+h—hoo yg(x)=g(y) siempre que x, =y, paran > 0. O sea que
g depende solo de las coordenadas en el “futuro”.

Demostracién. Para cada j € [k] escojamos una sucesién del

“pasado” 2(j) = (2u(J))n<o con A )zni(j) = 1, 20(j) = j. Para
cada x € X4 definamos ¢(x) mediante

(z) Tn si n>0
T), = , :
4 zn(zo) si n<0

Definamos h(z) = > .-, f(c"(z)) — f(c"¢(x)). La serie converge ya
que

|[f(0"(x)) = flo"p(x)] < [ £]ly 0"

hiz) = hox) =Y fo" (@) = flo"p(2)) = f(o" ) = f(o"po(z))

n>0
= f(z) = | f(e(@) + D f(0" p(x)) = f(o"po(x))
n>0
= f(z) —g(z)
obviamente g depende solo del futuro. Probando que h € F 5, tenemos

que g € F 5.
Sean x,y € X4 tales que x; = y; para |i| < 2N, entonces

[f(o"x) — f(a"y)], | f(a"x) = f(o"oy)| < |fla 6?7
para0<n<N.Sin>0

|fo"x) — f(o"px)|,|f(c"y) — f(o"py)| < |fle0".
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Asi

N
[h(x) = h(y)] <2|flo D _ "N +2flg D o0
h=0

n>N+1
9N
1—06

1— 9N+1 2

— 0 [T g < Al

]

La Proposicién 1 define una transformacion continua W : Fy — F 5

dada por W(f) = g. Més atn, si d; denota la métrica en X, andloga
a dg, W([f) puede identificarse con un elemento de F\%.

Cuando f € Fy depende unicamente del futuro W(f) = f. El cor-
rimiento o : X4 < (0 : X} <) induce un operador o* : Fy — Fy
(0* : F,” — F,") definido por ¢*f = foo.

Definicién 4. Operador de Perron-Frobenius-Ruelle
Para f € F," definimos L; : F,” — F, mediante

LiW(x) =) expof(y) W(y).

L¢ es un operador lineal acotado. Cuando f esreal y Lyl = 1 decimos
que Ly esta normalizado

Desigualdad bésica. Sea f = u+iv € F,”. Si L, estd normalizado
entonces AC' > 0 tal que

|ILiWp < C W] + 0" [W]o
para todo W € F,, n > 0.
Demostraciéon Primero demostraremos que 3Cy > 0 tal que
LWl < Co [W]).. +61W s

Para z € X, i € [k] tal que A;,, = 1 definimos iz € X} mediante
(ix)o = i, (iT)py1 = z, paran > 0. Si z,y € XL, xg = 4o, entonces
dy (iz,iy) < 0dy (z,y) y asi

LW() = LWl < S (e W (iz) — e W (iy)
Aizg=1
< 371 = SOW )]+ Y W (i) - W)
Aizo=1 Aizog=1

< klexpoflo0dg (z,y) Wil + 0 dy (z,y)
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Procediendo por induccién supongamos |L}W g < Cpoy [W]|  +0" W o
Entonces

L5 Wlo < Coy | LW ]| + 07| Ly W]
< Cot W]l + 0" (Co [ W]l 61W1s)
< (Cmt +0"Co) W[ + 0" W]

16! C
Cry +0"Co = Zekoo Oy < 2.

Teorema 1. Sean A aperiddica y f € F, con f(X}) C R, entonces
(1) 3 X\ eigenvalor mazimal positivo simple de Ly : C(X 1) — C(X}),
con eigenfuncion estrictamente positiva h € F,
(2) El resto del espectro de Ly : Ff — F, estd contenido en un disco

de radio R < \.
(3) 3! e M(X}) tal que Ly = . O sea que i es una probabilidad

tal que
/Lfvdu:)\/vd,u

para toda v € C(X}).
(4) Si h es como en (1) y tal que [ hdp =1 entonces
lim A" L% (v) = h/vdu
para toda v € C(X7})
(5) Si h es como en (4), m = hu es o-invariante.

Demostracion. Sea
0= {oecrxi o o < g () siduto) <o}

Es facil ver que 2 es convexo y cerrado bajo limites uniformes. Si
v,y € X5 x=y il <n,

o(e) =9 < g (e (125 ) =) < ol 105 e (127

Asi, Q C F,;f y Q es una familia equicontinua. Por el teorema de Ascoli,
() es compacto con la norma uniforme.
Para cada IV € N definimos Ly (g) = Lf(g+1/N)/||Ls(g +1/N)| .,

geN. Six,ye X}, x; =y; para |i| < N, entonces

L (g i %) (e) < L (g " %) (4) exp (%)

(!f\
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y por lo tanto Ly (Q2) C Q.

Como {2 es convexo y compacto (con la norma uniforme) podemos
aplicar el teorema de punto fijo de Schauder-Tijonov a cada Ly : {2 —
Q) para ver que Jhy € Q tal que Ly(hy + 1/N) = Ayhy, donde
Av = [|Ly(hy + 1/N)|

Por la compacidad de €) existe una subsucesién hy, — h € Q, y
por continuidad, L;h = Ah donde A\ = || L(h) Para ver que A es
positivo notemos que

Avhy(e) =Y O (hy(y) +1/N) = (inf |hy] + 1/N) exp(— | fl0)-

oYy=x

Tuego Ay (inf i) > (inf hy+1/N) exp(— [ fl..). Asidn > exp(—[I£]..)
y entonces A > exp(— || fl..)-

Supongamos que h no es estrictamente positiva, entonces dz € XX
tal que h(z) = 0. Luego

> expof(y)h(y) = A"h(z) =0

ony=x

para n > 1, donde f"(y) = f(y) + -+ + f(¢" 'y). En particular
h(y) = 0 si 0™y = z para algin n > 0. Como o es transitivo, el
conjunto de tales y es denso en X7, asi h = 0. Pero A = || Lsh|__ > 0,
lo cual da una contradiccién.

Para demostrar que A es simple, sea g € C(X}) otra eigenfuncién
correspondiente a A\ y sea

t:inf{%:xeX;{}:%.

Entonces g(z)—th(x) > 0 = g(z)—th(z) paratodo x € X}. Repitiendo
el razonamiento previo concluimos que g — th = 0.

Con h y A como arriba, sea g = f —loghoo+logh—log \. Entonces
Ly =X"TA(h)"'L;A(h) donde A(h) es el operador multiplicacién por
h. Méas ain Ly,1 = 1y asi L, estd normalizado. Observemos que esto
nos permite deducir las propiedades restantes de L de las propiedades
correspondientes de L.

Como M(X}) es convexo y compacto, el operador L? : M(X}) —
M(XT) tiene un punto fijo m, por el teorema de Schauder-Tijonov.
Demostraremos la unicidad de m y (4) simultaneamente.

Sea v € F(f , entonces {LZ’U} es equicontinua ya que si x; = y; para
1< n.

Liv(z)z — Liv(y) < [Liv]gf* < CO" o] + 0" |v]o.
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Por lo tanto hay una subsucesion convergente Lymv — v*. Ya que
sup L’;Hv < sup Lyv, para todo N € N

supv” = inf(sup L) = sup L;Vv*.
Sea v*(zy) = supv* = LN gv*(zy). Asi

vi(mo) = Y expog(y)v*(y)
oNy=zy

Como L, estd normalizado, ésta es una combinacién convexa y asi v*(y) =
v*(z0) cuando oy = z. Como o es topoldgicamente mezcladora, v*
es constante. Como Lym = m, [ Lyv dm = Jvdm y asi v* = [wvdm.

Como F es uniformemente denso en C'(X}) podemos suponer que
v € C(X}). El argumento anterior puede repetirse a cualquier sub-
sucesion {L’g"v} y ast limy, o Lyv = Jvdm. Esto completa la de-
mostracién de (3) y (4).

Para probar (2) es suficiente demostrar que L, | C* tiene radio
espectral < 1 donde

C’L:{wGF(;L:/wdm:O}.

Ly wly < C HL;wHOO + 0" Lywlp-

lim HL;w”oo = /wdm =0.

Como el conjunto {w € C* : [Jwl, <1} es compacto (con la norma
uniforme), para n,r grandes tenemos £ > 0 tal que HL;””wHQ <e<l1
siw e CH |w|l, < 1.

Para probar (5), sea v € C(X}), entonces Ly(voo) =vyasi [vo
odm = [ L,(voa)dm = [vdm. O

Definicién 5. Sea T : (X, A, 1) < una transformacién que preserva
medida. Sean P particién finita e J o-subdalgebra de A. Se definen
e La informacion condicional de P dada J
I(P|J)==) xprlogEu(xr | J).
PeP
e La entropia condicional de P dada J

H(P 1) = [ 1P| Ddu= [ =S 60 Eilxr | Tin

pPeP
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e La entropia de T" con respecto a P

h(T,P)=H(P | §7 T7'P).

i=1
donde \/;°, T~"P es la o-subdlgebra de A generada por U2, T~“P.
e La entropia de T
h(T) = h,(T) = sup {h(T,P) : Pes particién finita}

Definicién 6. Sea T : (X, A, 1) < una transformacién que preserva
medida. Una particién P con H(P) < oo se llama T-generador si

\/20:0 ™P=A

Ejemplo 3. Sea o : X4 < el corrimiento. Dados j € Z,ig,... iy, €
[k], definimos el cilindro

C(jii0y - yim) ={(zn) € X : 214, = 4,0 <1 <m}.

Sea P = {C(0;0),...,C(0;k — 1)} la particién al tiempo cero. Los
dtomos de \/f;rjm o~ "P son los cilindros C(j; g, . .. ,i,). Por lo tanto P
es un o-generador.

Teorema de Kolmogorov y Sinai. SiP es unT-generador, entonces

h(T,P) = h(T).

Definicién 7. Sean f : X — R, T : X « continuas. La presion
topoldgica de f es la cantidad

P(f) = sup{h,(T) + /fdu : ves T-invariante}

y la probabilidad p se llama estado de equilibrio para f si

P(f) / fd.

La entropia topoldgica de T es htop(T)

La funcién P : C(X) — R tiene las siguientes propiedades

e Es creciente: f < g= P(f) < P(g).

e Es convexa: t € [0,1] = P(tf + (1 —t)g) < tP(f)+ (1 —t)P(g).
e cconstantey f ~g+c= P(f)=P(g) +c

o [P(f) =Pl < If =gl

Proposicion 2. Si f € Fy es real entonces m es el unico estado de
equilibrio para f y A\ = exp P(f).
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Ejemplo 4. En el caso en que f depende de dos coordenadas sola-
mente o sea f(z) = f(xo, z1) se tiene lamatriz k x k M;; = A;; exp f(i, j).
Sea A el eigenvalor dominante positivo. En este caso h(x) = h(xo)
donde > h(i)Mij = h(j).

Definiendo g¢(i,j) = logh(i) — logh(j) — log A + f(i,7) la matriz
correspondiente a L, es

AR(j)

Pz'j = Aij eng(iaj) =

su transpuesta es la matriz correspondiente a L} y es estocastica ya
que

2 Mih(i) _ AR(G) _
D TR U A
Sea tal que Y Pym(j) = m(i) y >, (i) = 1. Sea C' = C (0o, - - . ,in),

entonces

Loxc(X) = Z Pigxcoliz) = P, xo (151, -y in)(2).

Asi

m(C(j;ioy .- yin)) = /XC dm = /Lch dm = P,y m(C(1;d1, ... ,iy,)).
También

LyXc©:i)(X) = Piay = > Piixon ().
l
Asi
m(Cs1) = [ LYo = 3 PomlC(0:).
J

Luego m(C(0;i)) = (i) y entonces
m<C(J’ ig; - - - ’Zn)) = Pigiy -+ Pinflinﬂ-(in)'
Proposicién 3.
1 n
lim — (=)
Jim -~ log Z e P(f)
ve Fiz(om)

Demostraciéon. Dada ¢ > 0, podemos escoger una funcién g con
lg — fll.. < € que depende solo de un nimero finito de coordenadas
Zo, ..., ;. Remplazando luego palabras de longitud [por simbolos, si
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es necesario, podemos suponer que g es funcion de xg, z;. Como en el
Ejemplo 4, sea M,(i,j) = A;;exp g(i,j). Entonces

Z eg”(;t) — Z exp g(l‘o, .1'1) < eXP g($n—1> .1'0)

zeFix(om) Lo+ Tn—1T0
=Tr M) = "N} - A}

donde e X,,--- A son los eigenvalores de M,. Es entonces claro
que

1 n

1 9" (x)

Log Y e Pl

zcFix(om)

Ya que

1 n 1 n
| E M) — 2 § 9" ()| <
nog e nog e £,

zeFix(om) zeFix(om)

1 n
lim sup |— log Z '@ _ P(g)| <e.
n

n—o0 -
xGFlX(a")

Como |P(g9) — P(f)| < |lg — fll, <&, tenemos

1
li - G < %¢.
1£Lrisolip nlog E e P(f)] < 2¢
IEFIX(U”)

]

Corolario 1. Si f € Fy y P(Rf) <0, existe € > 0 tal que La serie

2p=3 = S e

n=1 xGFil’(cr”)
converge absolutamente en B.(f).

Definicién 8. Sea L : B — B operador lineal acotado en el espacio de
Banach B. El radio espectral esencial de L es el minimo p tal que fuera
del disco de radio p el espectro de L consiste de eigenvalores aislados
con multiplicidad finita.

Teorema 2. Para f € Fy el radio espectral de Ly es < PR S A
es aperiddica y Ly tiene un eigenvalor de mdédulo e este eigenvalor
es simple y el resto del espectro estda contenido en un disco de radio
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R < P, El radio espectral esencial de Ly es 0e” RN Todo punto del
disco abzerto de radio e’ R es un eigenvalor de Ly.

Teorema 3. La funcion exp(Z(f)) se extiende a una funcion analitica

en {f € F : PRf) < —log6}.

Sea r € Fy positiva. Si y es una probabilidad o-invariante se define
una probabilidad p, invariante bajo el flujo suspension ¢, : X <
mediante.

r(z)
/ Fdy, — fXA Jo " F(z, t)dt)dp(z )

f X4 rdu
El trabajo de Abramov relaciona las entropias:
hu(o)
Nr (¢1) f Tdﬂ

La funcién ¢ +— P(—tr) es continua, estrictamente decreciente y su
imagen es todo R. Por lo tanto 3h € R tal que P(—hr) = 0. Sea m el
estado de equilibrio para —hr, entonces

hu(a)—h/Tdughm(a)—h/rdsz

para toda probabilidad o-invariante p. Asi

hu(o) ~ hi(o)
by, (01) = Trdy <h—m

con igualdad sélo para = m. Por lo tanto h = htop((;51).

Teorema 4. Sir € Iy, la funcion zeta de Ruelle (*(s) = e es
analitica en Ns > htop(¢1) y admite una extension meromorfa al semi-
plano Rs > 0, donde 2P(—0r) = —log#.

Utilizando el procedimiento combinatorio de Bowen y Manning, ten-
emos

Teorema 5. Sea A un conjunto bdsico de un flujo C* . La funcion
zeta Ry(s) es analitica, nunca 0 en Vs > hyop(1) y tiene extension

meromorfa a Rs > (1 — €)hyqp(p1)conunpolosimpleens = hyqy(1).

3. SISTEMAS ANALITICOS Y SUAVES

Sean M variedad compacta, T : M <« M\-expansiva, f : M — C,
todas analiticas. Sean U una pequena vecindad compleja de M y A
el espacio de funciones holomorfas en U con extensién continua a la
frontera. Podemos extender analiticamente Ty f a U preservando la
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A —expansividad de T'. Denotemos por Si, k= 1,... ,d las ramas de la
inversa de 7', de tal suerte que Ly : A — A esta dado por

Lfg = Z(efg) o Sk;

k

Si 2z es el inico punto fijo de Si tenemos
Z exp(f(zr))
det(1 — DT ()~ 1)
Sea A, el espacio de p-formas en U con coeficientes en A. Definamos

Lip: Ay, — Ay, wi ZS};(efw
!

Asi

Z exp(f(zr))Tr AP DT (2)~!

TrL;, =
PRt det(1 — DT (z)Y)

y utilizando det(l — A) = > (—=1)"Tr AP A, tenemos

2(f) = (=1 S %Tr .

p

Teorema 6. 1) Los operadores Ly, : A, — A, son nucleares 2)

exp Z(f) =11, det(I—Ls,) V""" es el cociente de funciones analticas
en A,.

Resultados analogos valen para difeomorfismos y flujos analiticos de
Anosov, bajo la severa hipdtesis de analiticidad de la foliacién estable,
la cual es satisfecha por los flujos geodésicos de superficies de curvatura
constante negativa.

Supongamos ahora que M es C*°, T'y f son C", T es A-expansiva.
Sea (M) el espacio de Banach de p-formas de clase C" .

Teorema 7. Elradio espectral de Ly, : Q0 (M) — Q7 (M) es < A~ pelP(Rf),
El radio espectral esencial de Ly = Lo es < X"ePR) ¢ det(I — Ly)
es analitica para P(Rf) < rlogA. Para p > 1 el radio espectral

esencial de Ly, es < N7P77eP®D o det(I — Ly,) es analitica para
PRf) < (r+p—1)logA

El hecho de que la foliaciones (in)estables de sistemas dindmicos
hiperbélicos son usualmente sélo Holder continuas, atn para sistemas
analiticos, es un fuerte obstaculo para extender las funciones zeta a
dominios grandes.
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Recientemente Fried, desarrollando una idea de Rugh, ha demostra-
do que si el flujo ¢ es C*; A es un conjunto basico y el haz & es también
C¥, entonces la funcion ((¢)) definida en (1) es una funciéon meromorfa,
que se conjetura analitica, de ;. Cada ejemplo de funcién zeta de la
variable z € C que aparece en la literatura es el cociente de 2 funciones
de la forma especial ((¢**), siendo 1** una curva parametrizada por z,
en el espacio de levantamientos:

) = (= [ atvids) i)

donde a es una funciéon dada en £ constante en las fibras. Para a = 1
escribimos Tq/"j(z) = ((¥?).
Denotando por S, el sumando estable de P, tenemos que
7zl'y

)= exp— Z Vdet(I—S,)

Para escribir S(z) = W(z)/Tz,(z) se requieren £*,¢* tales que

| det(I —P,)| = det(I —S,)(x+(¥") = x,(¥7))-

Se elije por lo tanto £+ = w® ATV E* donde u es el rango de E*, w
su haz de orientaciéon y AT E*, A~ E" la suma de las potencias exteriores
pares e impares respectivamente. Se toma el le- vantamiento natural
N (Dpi|E*) de ¢,|Q a NE™.

Para escribir R(2) = exp—>_, e u(y) = quzﬁ(z)/Ti, (2), se es-
coge £ = w ® ATV (TM/E®), con los levantamientos naturales.

Dado un levantamiento oy de ;|2 a un haz 7 se definen las corres-
pondientes funciones zeta de Ruelle y Selberg

(2) Ra(z) = exp— % -

—zly

><7 ¢
(3) - Z det -8,

Sea n un haz plano de rango d sobre M con levantamiento plano
y holonomia p : mM — GI(d,C). La funcién de torsién de la repre-
sentacion p es

(4) H det(I — x,(w)e 7 p(7)) D"

y:p(y)=1

Aqui elegimos smlplemente & =nAE(TM/E*) con los levantamien-
tos naturales.



