CLASIFICAION BIRRACIONAL DE SUPERFICIES
ALGEBRAICAS

Esta es la bitdcora de ejercicios del curso Clasificacion de superficies algebraicas
impartido en el Instituto de mateméticas de la UNAM en la ciudad de Oaxaca.

Esta bitdcora contiene ejercicio distribuidos en bloques. Todos los temas referentes
a los ejercicios se abordaron en clase.



PRIMER BLOQUE: 7 EJERCICIOS
ENTREGA 28 DE FEBRERO 2019

Ejercicios.
1. Considere el morfismo ¢ : P — P? definido como sigue:
[s:t] = [s3: 8% : 25 : t3].
Describa la imagen de ¢, que denotaremos por C, como los ceros de tres

polinomios cuadraticos @1, @2, Q3. Muestre que no existe un plano H C IP’%
que contenga a C.

2. Sean C y los tres polinomios cuadréticos @1, Q2, Q3 definidos como en el
ejercicio (2) de este bloque. Muestre que olvidando un polinomio Q;, 1 <
¢ < 3, la interseccién Q; N Q, es igual a C'U L, donde L es una linea.

3. Sea A € P!, C'y Q2, Q3 como en el ejercicio anterior. Consideremos

Qx = MQ2 + Q3.

Mostrar que la interseccién @1 NQy = C'U Ly, donde Ly es una linea. ;Qué
superficie barre dicha linea Ly? i.e. ;Qué superficie es S = Uyecpr L7

L

FIGURA 1. Curvas C'U L.

4. Considere el siguiente morfismo f : P2 — P} definido por
riy:z] = [y y?iyz: 2 xz).
Y yr:ry oy

Exhiba 6 polinomios cuadréticos distintos cuyos ceros contengan la imagen
de f.

5. En el plano P? consideremos los 6 puntos
'={[1:0:0],0:1:0,,[0:0:1],[0:1:1],[1:0:1],[1:1:0]}.
Calcular la ecuacion de la explosién
BIrP? c P3,

donde el encaje estd dado por las curvas cubicas que pasan por I
Pista: y*(x — z + w) — r2w.



6. Considérese la explosién encajada S = BIrP? C P? del ejercicio anterior.
Mostrar que S tiene tres puntos singulares, encontrarlos. (Se vale usar la
ecuacion si no la calcularon?)

7. Considerar las curvas cibicas en P2 que pasan por los puntos [1:1:1],[0 :
1: 0] y que ademds son tangentes a las lineas z = 0 y y = 0 en los puntos
[1:0:0],[0:0: 1], respectivamente. Este sistema lfneal para manda P? a
Lqué proyectivo? ;qué euacién tiene? ;es suave?

Pista: parte de la ecuacion se ve como y*(y — w)® + xzw....



SEGUNDO BLOQUE
ENTREGA 6 DE SEPTIEMBRE 2019

Ejercicio 1. Considerar f : S — C un haz de cénicas sobre un campo algebraica-
mente cerrado.

1. Mostrar que cualquier fibra es una cénica suave o un par de lineas que se
intersectan (no una linea doble) y que componentes irreducibles de las fibras
singulares son curvas —1.

2. S se puede obtener de un P'-haz P — C mediante explosiones en un punto
en un nuimero finito de fibras.

3. Mostrar que K2 < 8(1—g(C)) donde g(C) denota el género de C'. La igualdad
se obtiene si y solo si todas las fibras son suaves.

4. Mostrar que f,(O(—Kg)) = E es un haz vectorial de rango 3 sobre C'y que
existe un encaje

S — P(E).

Ejercicio 2. Considerar una curva efectiva C' disconexa en una superficie sua-
ve. Mostar que C' tiene nimero de interseccion cero con todas sus componentes
irreducibles 6 C' tiene nuimero de intersecciéon negativo con al menos una de sus
componentes irreducibles.



TERCER BLOQUE
ENTREGA 20 DE SEPTIEMBRE 2019

Ejercicio 1. (k = C). Considerar una superficie suave S y una curva C' C S, tal
que dim |Og(C)| > 0. Si S se asume regular (i.e., h'(0) = 0),y C.Ks < 0, entonces
S es racional. (Pista: criterio de racionalidad de Castelnuovo.)

Ejercicio 2. Considerar una curva C' reducida geométricamente irreducible conexa
de género aritmético cero en superficie suave Sy, definida sobre un campo perfecto
k. Probar que Cr es irreducible o tiene dos componentes que son conjugadas.



CUARTO BLOQUE
ENTREGA 19 DE NOVIEMBRE 2019

Ejercicio 1. Considerar la envolvente tangente S de una curva C' C P? de grado
d. ;Qué grado tienen la superficie S7 jes suave?

Ejercicio 2. ;Existen superficies regladas suaves de todos los grados en P3 o P4?
En ambos casos, jestd acotada la irregularidad? !

Ejercicio 3. Si consideramos C' C P? una curva suave de grado 5 y género 2,
tenemos una superficie reglada inducida S = P(N¢); la proyectivizacién del haz
normal de C. ;En qué espacio proyectivo se puede encajar S? ;Con qué grado?
[qué invariantes numéricos tiene S7

Ejercicio 4. Consideramos C' C IP3 la ctibica racional normal y L una linea disjunta
a ella. Las cuerdas de C' incidentes a L forman una superficie reglada S jqué grado
tiene? jqué invariantes numéricos tiene S7

Ejercicio 5. Consideramos S C P? superficie ctibica que contiene dos lineas dobles
no complanares. Mostrar que la normalizaciéon de S es una superficie geométrica-
mente reglada sobre una curva eliptica.

as superficies regladas de grado 4 en P? fueron clasificadas completamente por Cremona:
Memorie dell” Accademia di Bologna, 1868.



