Vectores.

Los vectores son objetos algebraicos parecidos a los nimeros, que se pueden sumar (pero no
multiplicar) y tienen muchisimas aplicaciones en las matematicas, fisica, ingenieria, economia,...

Empezar por considerar los vectores mas sencillos.

Los numeros reales pueden identificarse con los puntos de una linea recta, de modo que las
distancias entre puntos corresponden a las diferencias entre los nimeros:

-4 2 -1 0 1 2% = 5

Aunque podemos sumar, restar y multiplicar nUmeros reales, no tiene mucho sentido sumar,
restar y multiplicar puntos. Pero en lugar de identificar a los nimeros con puntos, podemos
identificarlos con desplazamientos, que indicamos con flechas: los nimeros positivos con
desplazamientos a la derecha y los negativos a la izquierda.

-1 2 T

Los desplazamientos o flechas se pueden sumar y restar, y se pueden multiplicar por nimeros
reales. Estas flechas son vectores en una dimension.

Vectores en 2 dimensiones.

Podemos identificar a las parejas de numeros reales (a,b) . ;
con los puntos del plano. § b

Aunque podemos sumar y restar parejas de nimeros ; : )
reales (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) y multiplicar una pareja por P a
un ndmero real r(a,b)=(ra,rb), no tiene mucho sentido :

sumar y restar puntos.

Pero también podemos identificar a las parejas de nimeros
reales con desplazamientos en el plano, y estos pueden
visualizarse como flechas. Estas flechas son vectores en
dos dimensiones.

En particular podemos pensar en la pareja de nimeros
reales (a,b) como en la flecha que va del punto (0,0) al
punto (a,b).




Los vectores en 2 dimensiones se pueden multiplicar por niumeros reales (que en el lenguaje de
los vectores son llamados escalares), multiplicando sus coordenadas por ese numero.

Si U=(a,b) entonces -U=-1(a,b)=(-a,-b) Si U=(a,b) entonces rU=r(a,b)=(ra,rb)

La multiplicacién por escalares positivos cambia el tamafio de los vectores sin cambiar su
direccién, la multiplicacién por escalares negativos cambia ademas el sentido.

Los vectores en dos dimensiones se pueden sumar:

u+Vv
Si U=(a,b) y V=(c,d) entonces U+V=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)

La suma corresponde a hacer un desplazamiento y
luego el otro.

Los vectores también se pueden restar:
SiU=(a,b) y V=(c,d) entonces U-V = (a,b)-(c,d) = (a-c,b-d)

La resta corresponde a hacer un desplazamiento y luego el
opuesto al otro: restarle V a U equivale a sumar U con -V.

Ejemplo. SiU=(1,3)y V=(4,-1)
entonces
U+v=(5,2)

U-V=(-3,4)

Podemos usar la suma de vectores y la multiplicacién por escalares para obtener nuevos vectores.
Si U y V son vectores, las combinaciones de la forma rU+sV se llaman combinaciones lineales
de Uy V.

Ejemplo. Si U=(1,2) y V=(4,-3) entonces una combinacién lineal de Uy V es -2U+V=(2,-7)

y otra combinacién lineal es 3/2U+1/4V = (3/2,9/4).



Ejemplo. Mostrar que el vector (5,6) es una combinacion lineal de los vectores (1,2) y (4,-3).
Buscamos escalares r y s tales que r(1,2)+s(4,-3)=(5,6)

desarrollando queda (r+4s,2r-3s)=(5,6)
asi que
r+4s=5 —» r=5-4s ——,
2r-3s=6 —>»  2(5-45)-35=6 —» 10-11s=6 —» 11s=4 —» s=4/11

r=5-4(4/11)= 53/11 -16/11 = 39/14

Ahora podemos comprobarlo:
39/11(1,2)+4/11(4,-3) = (39/11,78/11)+(16/11,712/11) = (55/11,%%/11)=(5,6).

Ejemplo. Demuestra que todos los vectores del plano son combinaciones lineales de (1,2) y (3,1).

Para ver que cada vector (x,y) es combinacion lineal de (1,2) y (4,3), hay que hallar ry s tales que
r(1,2)+s(3,1)=(x,y)

0 sea (r+3s,2r+s)=(x,y)
r+3s=x -» r=x-3s - r=x-3s =x-3(%/gx-1/sy)=-1/cx+3/cy
2r+s=y - 2(;-35)+s=y -+ 2X-5s5=y —» 55=2Xx-y _>s=2/5x-1/5y _
Podemos comprobar que esto esta bien calculando la combinacién lineal:

('1/5X+3/5Y)(112) + (2/5X-1/5Y)(3,1) = ('1/5X+3/5Y/'2/5X+6/5Y) + (6/5X‘3/5y/2/5x‘1/5Y) = (5/5X/5/5Y) = (X,y)

Diremos que dos vectores tienen la misma direcciéon si uno es multiplo escalar del otro.

Observar que (a',b')=r(a,b) &« a'=ra y b'=rb <« a'/a=r=b'/b (ra,rb)

Rad
.

Asi que (a,b) y (a',b") tienen la misma direccion si y solo si a'/a=b'/b

y esto sucede si y solo si ab'=a'b.

Ejemplo. (2,-4) y (3,-6) y (-5,10) tienen la misma direccion

Lema. Si Uy V son dos vectores del plano con distintas direcciones, entonces todos los vectores
del plano son combinaciones lineales de U y V.

Demostracion. Sean U=(a,b) , V=(a',b") y W=(x,y).
Para ver que cada vector W es combinacién lineal de U y V hay que
ver que existen escalares r y s tales que r(a,b)+s(a',b')=(x,y) o sea

ra+sa'=x rb+sb'=y

mutiplicando la primera por b y por b' y la segunda por a y a' quedan 4 ecuaciones:

rab+sa'b=xb rab'+sa'b'=xb' AN
> si ab'-b'a*0
rba+ab'a=ya rba'+ab'a'=ya’ restandolas queda “~
sa'b-sb'a=xb-ya rab'-rba'=xb'-ya' vy simplificando queda
s=xb-ya/a'b-b'a r=xb'-ya'/ab'-ba' siempre y cuando ab'-b'a#0, lo que ocurre cuando (a,b) y (a',b") no tienen

la misma direccién. Y se puede comprobar que r(a,b)+s(a',b")=(x,y) ®



Problemas.
1. Si U=(3,1) V=(-4,2) W=(-1,5) calcula -3/5V, 3U+2V, U-2V, 2/3V+1/3W, U+V-W

2. Para los vectores U, V y W mostrados, dibuja cuidadosamente y sin usar coordenadas los
siguientes vectores:

a. 175U+ 1/5v
b. 1/5U-1/5v
c. 1/3v + 2/3w
d. 1730 + 1/3v + 1/3w

3. ¢El vector (1,0) es combinacion lineal de los vectores (1,1) y (1,4)? &Y el vector (2,1)?

4. Si Uy V son los vectores mostrados, di hacia U
donde apuntan los vectores rU+sV si
a. r>0ys>0 b. r<0ys<0 Vv
c. r>0vys<0 d. r<0ys>0

5. Si Uy V son los vectores anteriores, di como se ven los vectores rU+sV cuando
a. r=s b. r+s=0 C. r+s=1

6. Muestra que cada vector (x,y) es combinacién lineal de (1,2) y (1,3).

7. Muestra que el vector (0,0) es una combinacion lineal de (1,1), (1,2) vy (1,3),
(0,0)=r(1,1)+s(1,2)+t(1,3), con r,s,t distintos de 0.

Vectores en 3 dimensiones

Podemos identificar a las tercias de numeros reales (a,b,c) con puntos
del espacio, y también podemos identificar a esas tercias con
desplazamientos o con flechas que van del punto (0,0,0) al punto
(a,b,c): estas flechas son vectores en 3 dimensiones.

Los vectores en el espacio pueden representar velocidades, fuerzas y
muchas cosas mas.Los vectores se pueden multiplicar por escalares:

s
’
K

t k(a,b,c)

Si U=(a,b,c) y k en R entonces kU=(ka,kb,kc). P
| (a,b,0)

Geométricamente, al multiplicar un vector U por el escalar r corresponde a : ;

estirar o encoger U por un factor r sin cambiar su direccién si r>0, o a

estirarlo o encogerlo y voltearlo si r<0.




Los vectores pueden sumarse coordenada a coordenada
SiU=(a,b,c) yV=(a'b',c") entonces U+V=(a+a',b+b',c+c").

Geométricamente la suma corresponde a la suma de
desplazamientos y el vector U+V esta en el plano que contiene a
Uy V. En fisica las posiciones, las velocidades y las fuerzas se
suman como vectores.

Diremos que 2 vectores tienen la misma direccién si uno
es multiplo escalar del otro. Los vectores en la misma
direccién forman una recta. L 3

(a,b,c) y (a',b',c") tienen la misma direccion si existe r : ; /U
tal que a'=ra, b'=rb, c'=rc, y esto ocurre si y solo si Lt P
a'/a=b'/b=C'/C. ........

Lema. Las combinaciones lineales de 2 vectores con distintas direcciones forman un plano.

Demostracion geométrica. Dos vectores U y V basados en el origen y
con distintas direcciones estan contenidos en un plano. Los multiplos U
escalares de cualquier vector contenido en el plano estan contenidos en
el plano y la suma de dos vectores contenidos en el plano también esta
contenida en el plano. Asi que todas las combinaciones lineales de U y v

V estan contenidas en el plano. - -
Y todos los vectores del plano son combinaciones lineales de Uy V, )
porque podemos llegar del origen a su punta moviéndonos en las ¥
direcciones de U y de V.
Ejemplo. ¢El vector (-1,1,3) esta en el plano generado por (1,2,3) y (4,5,6)? ¢Y el vector (1,-1,3)?
Para ver si (-1,1,3) esta en el plano veremos si es combinacién lineal de (1,2,3) vy (4,5,6):
(-1,1,3)=(1,2,3)+s(4,5,6) = (r+4s,2r+5s,3r+6s)
de donde -1=r+4s r=-1-4s r=-1-4s=-1-4(-1)=3
1=2r+5s 1=2(-1-4s)+5s=-2-3s 3=-3s s=-1
3=3r+6s 3=3(-1-4s)+6s=-3-65 s=-1

Y podemos comprobar que 3(1,2,3)-1(4,5,6)=(-1,1,3).

Para ver si (1,-1,3) esta en el plano hacemos (1,-1,3)=(1,2,3)+s(4,5,6) = (r+4s,2r+5s,3r+6s)
de donde 1=r+4s —» r=1-4s —=

-1=2r+5s —> -1=2(1-4s)455=2-3s » -3=-35 > s=1
3=3r+6s »  3=3(1-4s)+6s=3-6s s=0

la contradiccion s=1 y s=0 dice que no hay solucidn, asi que (-1,1,3) no esta en el plano.




Ejemplo. Encuentra un vector horizontal que sea combinacion lineal de (1,2,3) y (4,5,6)

Buscamos un vector de la forma (x,y,0) que sea combinacion lineal de (1,2,3) y (4,5,6), es decir,
(x,y,0)=r(1,2,3)+s(4,5,6) = (r+4s,2r+5s,3r+6s)

de donde x=r+4s X=-2s+4s=2s

y=2r+5s y=2(-2s)+5s=s

0=3r+6s — r=-2s
Asi que las combinaciones de la forma -2s(1,2,3)+s(4,5,6) deberian ser los vectores horizontales en
el plano, lo que podemos comprobar haciendo: -2s(1,2,3)+s(4,5,6)=(2s,s,0).

Diremos que 2 vectores en el espacio son colineales si estan en una misma linea, y que 3
vectores son coplanares si estdn en un mismo plano.

Lema. Si U,V,W son 3 vectores no coplanares, entonces todos los vectores del espacio son
combinaciones lineales de U,V y W.

Demostracion (geométrica). Si 3 vectores U, V y W no estan en el mismo plano, entonces los planos UV, VW
y UW son distintos, y cada par de planos se cruza en una recta que contiene a uno de los 3 vectores.

Dado un vector X basado en el origen, podemos dibujar los planos paralelos a UV,VW y UW por la punta de
X, Los 6 planos juntos forman un paralelepipedo y el vector X es su diagonal, esto muestra que X es la suma
de los 3 vectores dados por las aristas del paralelepipedo, que son multiplos de U, Vy W.

Ejemplo. Muestra algebraicamente que todos los vectores de R3 son combinaciones lineales de (1,2,0),
(31011) Yy (2111-1)'
Para ver si cada vector (x,y,z) es combinacion lineal de (1,2,0), (3,0,1) y (2,1,-4) escribimos
(XIYIZ)=r(112IO)+s(3IOI1)+t(21-1ll)
(x,y,2)=(r+3s+2t, 2r+t, s-t)

X= r+3s+2t r=x-3(z+y-2r)-2(2r-y)=x-y-3z+2r r=-x+y+3z
y=2r-t t=2r-y t=2(-x+y+3z)-y=-2x+y+62
z= s+t s=z-t=z-(2r-y)=z+y-2r s=z+y-2(-x+y+3z)=2x-y-5z

Y podemos comprobarlo: (-x+y+32z)(1,2,0)+(2x-y-52)(3,0,1)+(-2x+y+62)(2,1,-1)=(X,Y,2)

Problemas.
8. Sea P el plano generado por los vectores (2,-1,3) vy (1,2,-2).
a. ¢El vector (11,7,-1) esta en P?
b. ¢Existe algun vector en P cuya segunda coordenada sea 07?
c. ¢Hay algun vector en P cuya primera y tercera coordenadas sean iguales?

9. Muestra que los vectores en R3 de la forma (a+2b,4a-3b,-a-5b) con a,b €R forman un plano.



10. Muestra que si U, V y W son vectores con distintas direcciones en R3 y W es una combinacion
lineal de U y V entonces V es una combinacion lineal de U y W.

11. Demuestra que 3 vectores en R3 estan en el mismo plano si y solo si existe una combinacidon
lineal de los 3 que da (0,0,0) y no todos los escalares son 0.

12. Muestra que se puede llegar desde el origen hasta cualquier punto de R3 moviendose
Unicamente en las direcciones de los vectores (0,0,1), (0,1,1) y (1,1,1).

13. Muestra como descomponer a cada vector en R3 como combinacion lineal de los vectores
(1,2,0), (2,1,3) y (3,0,1).

Espacios vectoriales.

De manera analoga a como se hizo en 1, 2 y 3 dimensiones, es posible definir vectores en n
dimensiones para cualquier n. Un vector en R" es una n-ada de nimeros reales (X1,X2,...,Xp)-

Los vectores se pueden sumar coordenada a coordenada y se pueden multiplicar por escalares:
Si U=(uq,uy,...,un) y V=(vq,vy,...,vp) entonces

U+V=(ui+Vvq,Ur+Vy,...,Uq+Vy) y rU=(ruq,ru,,...,rup)

La suma y el producto por escalares tienen las siguientes propiedades, heredadas directamente de
las propiedades de la suma y la multiplicaciéon de los nimeros reales:

U+V=v+U la suma es conmutativa
(U+V)+W=U+(V+W) la suma es asociativa

U+0=U donde 0=(0,0,...,0) existe un neutro aditivo
U+(-U)=0 donde -U=(-uy,-uy,...,~up) existen inversos aditivos

r(U+V)=rU+rV
(r+s)U=rU+sU

(rs)U=r(sU) compatibilidad del producto

Hay muchos objetos matematicos que se pueden sumar y multiplicar por escalares y que se usan
en el algebra, la geometria, el analisis, la fisica y la computacion.

Un espacio vectorial (sobre R) es una coleccidn de objetos, llamados vectores que se pueden
sumar y multiplicar por nUmeros reales y en donde se cumplen todas las propiedades anteriores.

Estos vectores pueden verse muy distintos a los vectores en R" = {(x1,X3,...,Xn) / X;{€R}.



Ejemplos de espacios vectoriales:

* El conjunto de sucesiones infinitas (x1,X2,...,Xp,....) X€R.

« El conjunto de polinomios ax"+a,.1x"1+...+ayx+ag

* El conjunto de funciones de R en R.

* El conjunto de matrices reales de mxn.

* El conjunto de ecuaciones lineales en 2 variables, como ax+by=c

Las sucesiones se pueden sumar y multiplicar por escalares, los polinomios también, y lo mismo pasa para
las matrices y las ecuaciones. Para las funciones, la suma se define como (f+g)(x)=f(x)+g(x) y el producto
por escalares como (rf)(x)=rf(x). Las propiedades de la suma y el producto escalar en cada caso se siguen
de las mismas propiedades de los nimeros reales.

Un subconjunto S de un espacio vectorial E es un subespacio vectorial de E si los vectores en S
forman un espacio vectorial.

Lema. Si E es un espacio vectorial y S C E, entonces S es un subespacio vectorial de E si y solo si
1. El vector 0 estd en S.
2. La suma de vectores en S estd en S.
3. Los multiplos escalares de vectores en S estan en S.

Demostracion. = Para que S sea un espacio vectorial las propiedades 1,2 y 3 se tienen que cumplir.

< Como la suma y el producto en S son los mismos que en E, las propiedades conmutativas, asociativas,
distributivas y de compatibilidad del producto se cumplen. Asi que para ver que S es un espacio vectorial
basta ver que la suma de vectores en S estén en S, que el producto de un vector en S por un escalar esta en
S, que el vector 0 (el neutro de la suma) estd en S y que el inverso aditivo de cada elemento U de S esta en
S. Y todo esto se sigue de las propiedades 1,2 y 3 (el inverso de U es el producto escalar de U por -1).

Ejemplos.

+ Los vectores del tipo (x,0) forman un subespacio vectorial de R2: el vector (0,0) es de ese tipo, la
suma de (x,0) y (x',0) es (x+x',0) que es de ese tipo, y r(x,0)=(rx,0) que es de ese mismo tipo.
Los vectores del tipo (x,1) no forman un subespacio vectorial de R2, porque no se cumple ninguna
de las 3 condiciones: (0,0) no es de ese tipo, (x,1)+(y,1)=(x+Yy,2) no es de ese tipo y r(x,1)=(rx,r)
tampoco es de ese tipo si r#1.

- El origen, las lineas y los planos que pasan por el origen son subespacios vectoriales de R3. Las
rectas y planos que no pasan por el origen no son subespacios.

+ Los vectores (x,y,z) tales que x+2y+3z=0 forman un subespacio de R3ya que 0-2:0+3:0=0, y si
X+2y+3z=0y x'4+2y'+3z'=0 entonces (x+x')-2(y+y')+3(z+z')=0y (rx)+2(ry)+3(rz)=0.
Los vectores (x,y,z) tales que x+2y+3z=4 no forman un subespacio ({por que no?) }



* Los polinomios de grado 5 no forman un subespacio del espacio de polinomios (la suma puede tener
grado menor que 5). Los polinomios de grado menor o igual a 5 si forman un subespacio.

« Las funciones continuas forman un subespacio del espacio de todas las funciones de R en R: la
funcion constante 0 es continua, la suma de funciones continuas es continua y los multiplos de una
funcion continua son funciones continuas. Las funciones crecientes no forman un subespacio (que
falla?).

Problemas.
14. Encuentra otros ejemplos de espacios vectoriales sobre R.
15. ¢Cuales de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios vectoriales de R2?
a. {(x,y) / x+2y=0} b. {(x,y) / xy=0} c. {(x,y) / x*=y3}
16. éCuales de los siguientes subconjuntos de R3 son subespacios vectoriales de R3?
a. {(x,y,2) / x-y=z} b. {(x,y,2) / x-y=z-1}

17. Demuestra que la interseccidén de 2 subespacios vectoriales de un espacio E es un subespacio
vectorial de E.

18. Encuentra 2 subespacios de cada uno de los siguientes espacios vectoriales:

a. {(x,y,z) / x+y+z=0} b. El espacio de polinomios de grado 2.
b. El espacio de ecuaciones lineales. c. El espacio de funciones reales.

Si V4,V5,...V, son vectores de un espacio vectorial E, sus combinaciones lineales son los
vectores de la forma r{V{+r,Vs+...+r,V, , con ry,ry,...r, en R.

Lema. En un espacio vectorial E, las combinaciones lineales de cualquier conjunto de vectores
V1,V5,...V, forman un subespacio vectorial (el subespacio generado por V{,V>,...V,))

Demostracion. Hay que checar 3 condiciones del lema anterior:

1. 0 es una combinacién lineal de V4,V5,...V :
0 = 0V{+0Vy+...+0V,.

2. La suma de dos combinaciones lineales de V{,V,,...V, es una combinacién lineal de V{,V5,...V,:
(r{Vi+roVo+...4+rpVy) + (s1Vi+soVo+...+s,Vy) = (r1+51)V1+(ra+sy)Vao+...+(r1+s4)Vh

3. Cada multiplo escalar de una combinacién lineal de Vq,V,,...V,, es una combinacién lineal de V{,V5,...V, :
k(riVi+raVo+...+rpVy) = kriVi+ kroVo+...+krpVy,

Ejemplos.

« El subespacio mas pequefio de que contiene a los vectores (1,2,3) y (4,5,6) es el conjunto
formado por sus combinaciones lineales, que es {(a+4b,2a+5b,3a+6b) / a,beR}.



«  El conjunto S={(x,y,z) / x+2y+3z=0} es un subespacio vectorial de R3, asi que S debe ser el
{(0,0,0)}, o una linea por (0,0,0), o un plano por (0,0,0), o todo R3. Para averiguarlo
observemos que hay vectores con distintas direcciones que estan en S (por ejemplo (2,-1,0)
y (3,0,-1) y también hay vectores que no estan en S, como (1,1,1). Asi que S contiene a un
plano pero no puede ser todo R3, por lo tanto S es el plano generado por (2,-1,0) y (3,0,-1).

« Las funciones lineales f(x)=ax+b forman un subespacio del espacio de todas las funciones de
R en R. Este subespacio esta generado por las funciones i(x)=x y c(x)=1.

Decimos que los vectores Vq,V5,...V,, son linealmente dependientes si existe una combinacién
lineal no trivial de ellos que da el vector 0, es decir si existen escalares rq,r,,...r, no todos 0, tales
que ri{Vi+rVo+...+rpVp, = 0.
Decimos que los vectores V4,V5,...V,, son linealmente independientes si la inica combinacion
lineal de ellos que de el vector 0 es la combinacion trivial, o en otras palabras,
si r{Vi+rVo+...+r,V, = 0 solamente cuando ri=ry=...=r,=0.
Ejemplos.

* Los vectores U=(2,-4) y V=(-3,6) son linealmente dependientes, ya que 3U+2V=(0,0)

* Los vectores (1,1) y (1,-1) son linealmente independientes, ya que si r(1,1)+s(1,-1)=(0,0) entonces

r+s=0 y r-s=0. Sumando queda 2r=0 (asi que r=0) y restando queda 2s=0 (asi que s=0)
* Los vectores U=(1,1), V=(-1,1) y W=(1,0) son linealmente dependientes, ya que U-V-2W=(0,0)

«  Los polinomios p(x)=2x2-x+3, q(x)=3x2+4x y r(x)=11x-9 son linealmente dependientes ya que
3p(x)-2q(x)+r(x)=0

Lema. Los vectores V4,V5,...,V,, son linealmente dependientes si y solo si alguno de ellos es
combinacién lineal de los otros.

Demostracién. = Si V1,V3,...V, son linealmente dependientes entonces existen escalares ry,r5,...r, no todos
0, tales que r{Vi+rVo+...4+r,Vy = 0. Si rj#0, entonces podemos despejar V; en términos de los otros Vj's:

Vi= rl/riV1+r2/riV2+...+ri_l/riVi_1+ri+1/riVi+1+...+rn/riVn ’ asi que Vi es combinacion lineal de los otros VJ"S.

< Si V; es combinacion lineal de los otros Vj's, V;= s;Vi+syVo+...+5i1Vi1+Siy1Vip1+ ...+s,V, entonces

s1Vi+soVo+...+5i1 V.1 +(-1)Vi+SiL1Vir1+ ... +S,V,, =0 y no todos los escalares son 0.

Ejemplos.

* Los vectores (1,0,0), (1,1,0) y (0,1,1) son linealmente independientes ya que (0,1,1) no es
combinacion lineal de (1,0,0) y (1,1,0).

* 2 vectores en el plano son linealmente dependientes si son colineales y son linealmente
independientes si no son colineales. 3 vectores en el plano siempre son linealmente dependientes.
3 vectores en el espacio son linealmente dependientes si y solo si son coplanares.
4 vectores en el espacio siempre son linealmente dependientes.



Problemas.

19. Muestra que no es posible generar a R® con 3 vectores cuya ultima coordenada sea 0, pero
si es posible generarlo con 3 vectores cuya ultima coordenada es 1.

20. Da una combinacion lineal no trivial de los vectores (1,1,1), (1,2,3), (2,3,1) vy (3,1,2) que de
el vector (0,0,0) (piensen antes de usar la fuerza bruta)

21. a. éLos vectores (1,1,2), (1,2,3) vy (2,1,3) son linealmente independientes?
b. ¢Y los vectores (1,1,2), (1,2,1) y (2,1,1)?

22. Da 3 polinomios de grado 2 que sean linealmente independientes.

Decimos que un conjunto de vectores V,V>,...V, forman una base del espacio vectorial E si
generan a E y son linealmente independientes.

Lema. Si V4,V5,...V, forman una base de E entonces existe una Unica manera de expresar a cada
vector en E como combinacidn lineal de los Vj's:.

Demostracion. Si algun vector U se pudiera expresar de dos maneras distintas, digamos

U= a;Vi+aVo+...4+a,V, v U= bV +byVy+...+b,V,, donde algunos ay#b, , entonces
(a1-b1)Vi+(az-by)Vy+...+(ap-by)V, =0 donde algunos escalares ag-by son distintos a 0, lo que diria que
V1,Vy,...V, fson linealmente dependientes.

Ejemplos.

+ Una base de R" esta formada por los vectores (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1) ya que los
vectores generan a R": (Xxy,X5,..., X,)=%;(1,0,0,...,0)+x,(0,1,0,...,0)+...+x,(0,0,0,...,1) y la Unica
combinacion lineal de estos vectores que da (0,0,...,0) es cuando cada x, es 0.

e SiUyVson 2 vectores linealmente independientes en un espacio E entonces U y V forman una base
del subespacio { rU+sV /r,s €R }.

+ Una base del espacio de polinomios esta formada por los monomios 1,x,x2,x3...,X",...

Lema. Si V{,V>,...V, son vectores linealmente independientes en un espacio E y el vector U no
esta en el subespacio generado por V4,V5,...V, entonces V4,V5,...V,,U son linealmente

independientes.

Demostracion. Si V1,V»,...V,,U fueran linealmente dependientes, existiria una combinacién lineal
r{Vi+ryVo+...4+r,V,+rU = 0 donde no todos los escalares son 0. Pero r no puede ser 0 ya que podriamos
despejar a U como combinacién lineal de los V;'s. Y si r=0 entonces la combinacidn lineal anterior es
r{Vi+raVo+...+r,V,= 0, donde no todos los escalares son 0, asi que los V,'s son linealmente dependientes.



Corolario. En un espacio vectorial E, cada conjunto de vectores linealmente independientes esta
contenido en una base.

Demostracién. Si V1,V,...V,, son linealmente independientes y no generan a todo E, entonces existe un
vector V,,,1 en E que no es combinacién lineal de V{,V5,...V,. Por el lema anterior V1,V>,...,Vy,V+1 SON
linealmente independientes. Si estos vectores no generan a E podemos hallar otro vector V,,,, de modo que
V1,Vy,...,Vq,Vh+1,Vn+2 sean linealmente independientes. Mientras los vectores no generen podemos seguir

afiadiendo mas vectores independientes, y cuando ya no se puedan afadir mas vectores independientes
deben generar al espacio.

Teorema. En un espacio vectorial E generado por n vectores, cualesquiera n+1 vectores son
linealmente dependientes.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n=1 entonces E esta formado por los multiplos escalares de un
vector V, y cualesquiera dos o mas multiplos escalares de V son linealmente dependientes.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para los espacios vectoriales generados por menos de n
vectores y veamos que es cierto para los espacios generados por n vectores.

Si E esta generado por n vectores V,Vy,...Vy y Uy,Uy,...Un4q son n+1 vectores en E, entonces cada Uj es
combinacion lineal de los Vj's:

Ul = a1V1 + b1V2 + C1V3 + ... + S]_Vn
UZ = aZV1 + b2V2 + C2V3 + ...+ San
Un = anV1 + an2 + CnV3 + ... + SnVn

Un+1 = an+1V1+ bn+1V2+ Cn+1V3 + ...+ Sn+1Vn

Si todos los escalares sy, s»,...5,41 que aparecen con V, son 0, entonces los vectores Uq,U,, ...U,;1 estén en
el espacio generado por los n-1 vectores V4, V>, ..., V.1 Y por hipétesis de induccién Uy, Uy, ...,U,;1 deben
ser linealmente dependientes, y ya acabamos.

Uz Un+1

Si alguno de los escalares sy, Sy, ..., Sh+1 €s distinto de 0, digamos
s1#0, entonces a cada vector U, le podemos restar un multiplo de Un
U, para obtener otro vector U,' que es combinacién lineal de
Vi,Vy,..Vpq :

Uy’

< L L .». U
Subespacio generado
L T T T B B por V]_,V2,...Vn_]_

Un' = Up-sp/sy Uy

Us _ sy/sq; Uy n'_w‘

Unt1'= Un - snt1/s1 Uy

Cada U,' es combinacién lineal de V4,V5,...V,.1 Ya que U;-s;V, es combinacién lineal de V{,V5,...V.1 ¥
Uy' = aVi+bVa +¢ Vs +... 45,V = si/s1Uq =
= aVi+bVy +¢ V3 +...4+5y/s1(s1Vh-U1)

Como los vectores U,',Us'"....U,41' son n vectores en el espacio generados por n-1 vectores V{,V5,...V_1



entonces por hipétesis de induccién U,',U5'"....U, 1" son linealmente dependientes, es decir, hay una
combinacion lineal de ellos AyUy'+A3Us'+....+ A 41Uns1' = 0 para algunos Ay, Ay,..., A No todos 0.

Como Uy'= Uy -s,/s1U; entonces
A2(Uz -sp/s1U1)+A3(Usz -s3/s1Up)+....#An41Un+1'(Uns1 -Sns1/s1U1) = 0 0 sea
(-Azs2/s1- A3S3 /517 «ov ~Ans1Sn+1/S1)U1 +AUs+A3Us+....+A+1Up+1 = 0 donde Ay, A3,...,Ah+1 NO son todos O,

lo que muestra que U,,Us,...U,41 son linealmente dependientes. Esto demuestra el paso de induccion.

Ejemplos.

e Cualesquiera 5 vectores en R* (por ejemplo (1,2,3,4), (7,6,5,4), (2,4,3,1), (1,4,1,7) y (6,1,5,3)) son

linealmente dependientes (pero hallar una combinacion lineal no trivial que de 0 es laborioso).

»  El espacio de polinomios de grado menor o igual a 3 estd generado por 4 polinomios 1,x,x2,x3, asi
que cualesquiera 4 polinomios de grado a lo mas 3 (por ejemplo 3x3-2x2+x-1, x3+2x2+2x+4,
4x3+7x2-2x+3 y 2x3-5x2+8x+7) son linealmente dependientes

Corolario. En un espacio vectorial E generado por n vectores, cualesquiera n vectores linealmente
independientes generan a E.

Demostracion. Si hubieran n vectores independientes en E que no generaran a E entonces habria un vector U
en E que no es combinacién lineal de ellos, asi que los n vectores junto con U serian n+1 vectores
linealmente independientes en E, que esta generado por n vectores, contradiciendo el teorema anterior.

Ejemplo. Completar el conjunto de vectores {(1,2,3), (1,1,1)} a una base de R3.

El vector (1,0,0) no es combinacion lineal de (1,2,3), (1,1,1) ya que si lo fuera
(1,0,0)=a(1,2,3)+b(1,1,1) pero entonces 2a+b=0 y 3a+b=0 y restando queda a=0, asi que b=0.
Pero entonces a+b=0=+1.

Por lo tanto (1,0,0), (1,2,3) vy (1,1,1) son linealmente independientes y por el corolario anterior
deben generar a R3 .

Corolario. Todas las bases de un espacio vectorial E tienen el mismo numero de elementos.

Demostracion. Si E tuviera dos bases con n y m elementos y n<m, entonces E seria generado por n
elementos y E contendria m>n m vectores linealmente independientes, contradiciendo el teorema.

O]

La dimension de un espacio vectorial E es el nUmero de elementos en cualquier base de E.
Ejemplos. La dimension de R" es n.
La dimensidn del espacio de matrices de nxn es nZ2,

La dimension del espacio de polinomios de grado a lo mas n es n+1.



Corolario. La dimensién de E es igual a el minimo nimero de vectores que generan a E y también
al maximo numero de vectores linealmente independientes que se pueden hallar en E.

Demostracion. Sean d=dimensidén de E= el nimero de elementos en una base de E. G= el minimo nimero
de generadores de E y i= el maximo nimero de vectores linealmente independientes en E.

Entonces g<d (porque E se puede generar con e vectores) y i<d (porque en E no puede haber mas de d
vectores independientes). Asique g < d < i.

Pero g no puede ser menor que i ya que en un espacio generado por g vectores no puede haber mas de g
vectores linealmente independientes. Por lo tantog =d = i.

Ejemplo. Cual es la dimensién del subespacio S={(x,y,z) / x+2y+3z=0} de R3?

Como S es subespacio de R3 su dimensién es a lo mas 3. Como hay vectores de R3 como (1,0,0)
gue no estan en S, asi que la dimensién de S debe ser menor que 3. Y como los vectores (1,1,-1) y
(1,-2,1) estan en S y son linealmente independientes, entonces S tiene dimensién al menos 2. Por
lo tanto S tiene dimension 2.

Problemas.
23. Encuentra una base para el espacio vectorial {(x,y,z) € R®/ x+y=z }.
24. Encuentra una base para el subespacio {(a+b-c,a+2b+c,3a-b-c,a+3c) / a,b,c ER } de R*.

25. a. ¢Que dimensidn tiene el subespacio {(x,y,z,W) / x+y+z+w=0} de R*?
b. ¢Y el subespacio {(x,y,z,w) / y+z+w=03}?

26. Demuestra que cada subespacio vectorial de R" que no sea todo R" puede generarse con
menos de n vectores.

27. éCual es el minimo numero de polinomios que se necesitan para generar al espacio de
polinomios de grado menor o igual a 3? ¢Cuantos polinomios linealmente independientes de grado
menor o igual 3 se pueden encontrar? No trabajen de mas.



