Induccion matematica.

La induccién matematica es un método para demostrar que algunas afirmaciones son ciertas para
todos los nimeros naturales (o para todos los naturales a partir de alguno).

Consideremos la afirmacion:
Todo numero mayor o igual a 7 es suma de un mdultiplo de 3 y un multiplo de 4.
¢Como podemos saber si la afirmacion es cierta? Podemos ver que
7=1-3+1-4, 8=0-3+2:4, 9 =3-3+0-4, 10=2-3+1-4, 11=1-3+2:4, 137=23-3+17-4,

pero ver que es cierto en casos particulares no demuestra que sea siempre cierta, no importa
cuantos casos probemos, siempre podria fallar en el siguiente.

¢Como podemos saber que siempre es cierta, si no podemos comprobar todos los casos porque
nos tomaria una eternidad?

La induccién es un tipo de razonamiento ldgico que permite hacer demostraciones para una
infinidad de casos en un tiempo finito.

Una demostracion por induccién tiene dos pasos:
1. La base de la induccién: Mostrar que la afirmacion es cierta en el primer caso.

2. El paso de induccion: Suponer que la afirmacion es cierta en un caso, y mostrar que debe
ser cierta en el siguiente caso.

Si podemos demostrar que una afirmacién es cierta en el primer caso y podemos demostrar que
siempre que sea cierta en un caso también debe ser cierta en el caso siguiente, entonces debe ser
cierta en todos los casos!

La induccién funciona como el juego de acomodar las fichas de domin6é de modo que al tirar una

se caigan todas:
m m |

La base de induccion corresponde a tirar la primera ficha y el paso de induccion asegura que al
caer una ficha también caiga la siguiente. Si hacemos bien las dos cosas sabremos que todas las
fichas se caeran.



Ejemplos.

« Demostrar por induccion que para todo numero natural n, 14+2+3+...+n = n("'H)/z.

1. Base de induccién: Hay que mostrar que la afirmacion es cierta en el primer caso.
1= 1(1-"1)/2 asi que la afirmacion vale para n=1.

2. Paso de induccion. Suponemos que la afirmacion es cierta para un n y debemos mostrar que
entonces es cierta para n+1.

Hipdtesis de induccion: 1+2+3+...+n = n(n+1)/2_
Por demostrar: 1+2+3+...+n+(n+1) = (n+1)(n+2)/2 .
Demostracion. 14+2+3+...4n+(n+1) = ( 142+3+...+n)+(n+1) = N("+1), >+ (n+1) =

= n(n+1)+2(n+1)/2 = (n+1)(n+2)/2 que es lo que queriamos demostrar. O

* Demostrar que todo numero natural mayor o igual a 7 es la suma de un mdultiplo de 3 y un
mdltiplo de 4.

Demostracion por induccién:
1. Base de induccion. 7 si es suma de un multiplo de 3 y un multiplo de 4, ya que 7=1-3+1-4

2. Paso de induccion. Suponemos que la afirmacion es cierta para un n y debemos mostrar que
entonces es cierta para n+1.

Hipdtesis de induccion: n es suma de un multiplo de 3 y un multiplo de 4
Por demostrar: n+1 es suma de un multiplo de 3 y un multiplo de 4.

Demostracion. Si n=r-3+s-4 entonces n+1=r-3+s-4+1 y necesitamos ver si esto es la suma un
multiplo de 3 y uno de 4. En efecto, r-3+s-4+1 = (r-1)-3+(s+1)-4sir>0, y r-3+s-4+1 = (r+3)-3+(s-
2)-4 si r=0 (como n>7, si r=0 entonces s=2). Asi que si la afirmacién es cierta para un numero n
entonces también es cierta para el numero n+1. o

* Demuestra que para toda n = 4 se cumple n! > 2",
Demostracion por induccién:
1. Base de induccidon: 41=24y 24=16, asi que 4!>24,
2. Paso de induccion.
Hipédtesis de induccion: n! > 2",
Por demostrar: (n+1)! > 2n+1,
Demostracién. Si n! > 2" entonces (n+1)! = nl(n+1) > 2"(n+1)

Como n = 4, n+1 = 5, asi que 2"(n+1)=2"(5)>2"(2)=2"*1, Asi que (n+1)! > 2n+1, a)
Demostrar que para toda n en N, n3-n es multiplo de 3.



1. Base de induccién: 13-1 =0, que es multiplo de 3.

2. Paso de induccion.
Hipdtesis de induccién: n3-n es multiplo de 3.
Por demostrar: (n+1)3-(n+1) es multiplo de 3

Demostracion. (n+1)3-(n+1) = n3+3n2+3n+1-n-1 = (n3-n)+3(n%+n)
donde n3-n es multiplo de 3 por hipétesis de induccién y 3(n2+n) es un multiplo de 3,
asi que su suma es un multiplo de 3. o

Xn+1 -1
* Demostrar que 1+Xx+x2+...+x"= ——7— para todo real x y para toda n en N.
Demostracion por induccion sobre n

1. Base de induccion: 1+x =

Xz- 1 1V — v2_
-1 ya que (1+x)(x-1)= x*-1.

2. Paso de induccion.

Hipétesis de induccidn: 1+4+x+x%+...+x" = % -1
n+2 _
Por demostrar: 1+x+x%+...+x"*1 = =Xx - 11.
x+1_ 4 x"+1_ 1 Xn+2 _ Xn+1 Xn+2 -1
Demostracion. 1+X+X2+...+X"+x"*l= —— 4 x*l = 4 ——— = ——
x-1 x-1 x-1 x-1

« Demostrar por induccion que n lineas rectas dividen al plano en a lo mas 2" regiones.

1. Base de induccion: Una recta divide al plano en dos regiones, y 2<21. asi que la afirmacion es cierta
para n=1.

2. Paso de induccion:
Hipdtesis de induccién: n rectas dividen al plano en a lo mas 2" regiones.
Por demostrar: n+1 rectas dividen al plano en al lo mas 2"*! regiones

Demostracién. Tomamos n+1 rectas. Por hipdtesis de
induccidn las primeras n rectas dividen al plano en a lo
mas 2" regiones. Al dibujar la recta n+1, esta

divide a cada una de esas regiones en a lo mas 2
partes, asi que las n+1 rectas dividen al plano en

a lo mas 2-2"= 2n+! regiones. o




« Demostrar que los polinomios de grado n tienen a lo mas n raices

Recordar que un nimero a es una raiz del polinomio p(x) si p(a)=0, y que a es raiz de p(x) si y
solo si el polinomio x-a divide al polinomio p(x).

Demostracion por induccién sobre el grado de los polinomios.

1. Base de induccion: Si p(x) es un polinomio de grado 1 entonces p(x)=ax+b para algunos
ay b con a#0. Si p(x)=0 podemos despejar x=-b/a que es la Unica raiz de p(x).
Asi que los polinomios de grado 1 solo tienen una raiz

2. Paso de induccioén:
Hipdtesis de induccién: Todos los polinomios de grado n tienen a lo mas n raices
Por demostrar: Los polinomios de grado n+1 tienen a lo mas n+1 raices .

Demostracion. Sea q(x) un polinomio de grado n+1. Si g(x) no tiene ninguna raiz ya acabamos
porque O<n+1. Si g(x) tiene una raiz a, entonces q(x) es divisible entre x-a. El cociente es un
polinomio p(x) tal que q(x)=(x-a)p(x) y el grado de p(x) es n. Las raices de q(x) son las raices de
p(x) y a y por hipétesis de induccion p(x) tiene a lo mas n raices, asi que (x) tiene a lo mas n+1
raices. o

Problemas.

1. Observa que 1=1, 1+3=4, 1+3+5=9, 1+3+5+7=16. Adivina cual es la férmula para la suma
de los primeros n nimeros impares, y usa induccion para demostrar que vale para todo n.

2. Demuestra que para toda n=4 se cumple que 2" > nZ2,

3. Cada numero natural mayor o igual a 8 es suma de un multiplo de 3 y un multiplo de 5.

4. Demuestra por induccién que un conjunto de n elementos tiene exactamente 2" subconjuntos.

Induccién fuerte.

Hay una variante del método de induccién que es equivalente al anterior pero que a veces es mas
facil de aplicar.

Paso 1. (Base de induccion) Demostrar que la afirmacion es cierta en el primer caso.

Paso 2. (Paso de induccidn fuerte) Suponer que la afirmacion es cierta para todos los numeros
menores o iguales a n y probar que entonces es cierta para el numero n+1.



Ejemplos.

* Demostrar que cada numero natural n=2 es un primo o se puede factorizar como producto
de nimeros primos.

Demostracion por induccién fuerte.
1. Base de induccion fuerte. 2 es primo, ya que no es producto de dos nimeros naturales menores que
2. Paso de induccion fuerte.

Hipotesis de induccién: Todos los nimeros menores o iguales a n son primos o producto de

primos.
Por demostrar: n+1 es primo o producto de primos.

Demostracion. Si n+1 es primo ya acabamos. Si n+1 no es primo, entonces es el producto de
dos numeros k y k' menores que n+1. Como k y k' son menores o iguales a n, entonces por
hipotesis de induccion k es primo o es producto de primos y k' es primo o es producto de

primos. Asi que n+1=kk' es el producto de los factores primos de k y de k'. m

* Demostrar que todo poligono de n>3 lados es la unién de n-2 tridangulos.
1. Base de induccion. Sin-3 el poligono es un tridngulo, que es la unién de 3-2=1 tridangulos
2. Paso de induccion fuerte.
Hipdtesis de induccién: Todos los poligonos de k<n lados son la unién de k tridngulos

Por demostrar: todos los poligonos de n+1 lados son la unién de (n+1)-2 = n-1 tridngulos

Demostracion. Sea P es un poligono de n+1 lados.
Entonces P tiene una diagonal d (una linea que une dos
vértices de P y que esta contenida en P). d corta a P en

dos poligonos P' y P'". Si P' tiene k' lados y P" tiene k'
lados entonces k'+k''=n+3 (ya qued esunladodeP'y
de P", y d no es un lado de P, y todos los demas lados

de P son lados de P' o de P", pero no de ambos).

Como k' y k' tienen al menos 3 lados cada uno entonces

k'sn y k"<n. Por hipétesis de induccién P' es unién de k'-
2 tridngulos y P'" es union de k'-2 tridngulos Asi que
P=P'UP" es union de (k'-2)+(k"-2) = k'+k"-4 = n+3 -

4 = n-1 tridngulos, que es lo que queriamos probar. O



Al usar induccién hay que tener cuidado de hacerlo bien, o podemos llevarnos una sorpresa.

¢Que esta mal con las siguientes ‘demostraciones’ ?

« Demostrar que todos los nimeros son iguales.
Demostracion por induccion.
1. Base de induccion. Es claro que 1=1 .
2. Paso de induccidn.
Hipdtesis de induccion: n=n+1.
Por demostrar: n+1=n+2.

Demostracion. Si n=n+1 y sumamos 1 de cada lado obtenemos n+1=n+2. a

+ Demostrar que en cualquier conjunto de caballos todos deben ser del mismo color.

Demostracion por induccién sobre el numero de caballos en el conjunto.

1. Base de induccion. En cualquier conjunto de un caballo todos los caballos son del mismo color,
porque solo hay uno.

2. Paso de induccion.

Hipdtesis de induccion. En cualquier conjunto de n caballos, todos son del mismo color.

Por demostrar. En cualquier conjunto de n+1 caballos, todos son del mismo color.

Demostracion. Tomemos un conjunto de n+1 caballos. Si apartamos un caballo entonces
queda un conjunto de n caballos, y por hipotesis de induccién deben ser del mismo color.
Si regresamos ese caballo y apartamos otro, queda otro conjunto de n caballos que por
hipétesis de inducciéon también deben ser del mismo color. Como el conjunto original de

n+1 caballos es la unidn de dos conjuntos de n caballos del mismo color, entonces todos
deben ser del mismo color. |

édonde esta es el error en las demostraciones anteriores?



Problemas.
5. Demuestra por induccién que cada numero natural se puede escribir como una suma de
potencias de 2 que no se repiten (ejemplos: 3=2142°, 7=224+21420, 8=23, 20=2%+2?)

hint: restar una potencia adecuada de 2 lleva a un caso menor.

6. Demuestra que los angulos internos de un poligono de n lados suman 180(n-2) grados.
Hint: induccidn fuerte.

7. En cuantas regiones cortan al plano n lineas no paralelas que se cruzan en puntos distintos?
Haz algunos ejemplos para adivinar la respuesta y demuéstrala por induccion.

Problemas de repaso.

8. Demuestra que 6"-1 es divisible entre 5 para toda n en N.
9. 1/12 +1/22 +1/32 + ... +1/n2 <?2 '1/2n para toda n.
10. Demuestra que (1+x)" = 1+nx para toda x en Ry toda n en N.

11. Demuestra por induccidon que si se dibujan n circulos en el plano, entonces es posible pintar
las regiones en que dividen al plano de dos colores, de modo que dos regiones del mismo color
solo se toquen en un punto.



