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Clase 1

Introduccion: Los inicios de la geometria



ORIGENES

* La geometria tuvo su origen en Mesopotamia y Egipto,
COomo una serie de conocimientos empiricos acerca de
longitudes, angulos, areas y voluUmenes que se usaron
para la agrimesura, la construccion y la astronomia.

* Los egipcios podian calcular el area de terrenos
rectangulares y triangulares y tenian una formula
aproximada para el area de un campo circular (64/81
veces el area de un campo cuadrado que encierra al
circulo). Sabian como calcular el volumen de graneros
de rectangulares y aproximar el volumen de graneros
cilindricos. Hallaron maneras de calcular la inclinacion
de una piramide y su volumen (a partir de la altura y el
lado).



GRECIA

* Desde el siglo VII AC los griegos se dieron a la tarea de
entender el mundo a partir de la razon. De ahi nacieron
la filosofia, la fisica, la geometria y las matematicas
como ciencias. La palabra geometria viene del griego
antiguo yewpueTpia; geo "tierra", metria "medicion”.

* En el siglo VII AC Tales de Mileto podia calcular la altura
de las piramides y la distancia de un barco a la costa.

* En el siglo V AC Pitagoras vy sus discipulos dieron
quizas la primera demostracion del Teorema de ese
nombre y descubrieron que existen cantidades
inconmensurables (irracionales).



GRECIA

* Platon, el mas conocido filésofo griego, tenia escrito en
la entrada de su escuela: "Que ningun ignorante de la
geometria entre aqui”. Establecio a la geometria como
una disciplina intelectual, separada de cualquier
aplicacion. Le gustaban las construcciones geometricas
(usando solo una regla y un compas).

* En el siglo IV AC Eudoxo desarrollé el método de
exhausion, que permitio el calculo de areas y volumenes
de algunas figuras curvilineas.



EUCLIDES

* En el siglo lll AC, Euclides de Alejandria y sus discipulos
escribieron Los Elementos, una coleccion de 13 libros
en los que se organizaban y expandian los
conocimientos matematicos de entonces alrededor de la
geometria, dandoles una estructura logica.

* Su idea era partir de muy pocas suposiciones intuitivas
(axiomas) y usar la Iégica para deducir todo lo demas
(teoremas). No les bastaba que algo pareciera ser
cierto, querian estar seguros y saber por que lo era.
Esta es |la base de todas las matematicas modernas.

* Los Elementos son una coleccion de definiciones,
postulados, teoremas, construcciones y
demostraciones.



LOS ELEMENTOS

L1 Los fundamentos de la Geometria, teoria de los triangulos,
paralelas y el area.

L2 Algebra geométrica.

L3 Teoria de la circunferencia.

L4 Figuras inscritas y circunscritas.

L5 Teoria de las proporciones abstractas

L6 Figuras geomeétricas semejantes y proporcionales.

L7 Fundamentos de la teoria de los numeros

L8 Proporciones en los numeros, sucesiones geometricas.

L9 Infinidad de los numeros primos, suma de una serie geométrica.
L10 Cantidades inconmensurables (numeros irracionales).

L11 Geometria de los solidos

L12 Medicion de figuras. Volumen de piramides, conos y cilindros.
L13 Los solidos regulares.



DEFINICIONES:

Un punto es lo que no tiene partes.
Una linea es una longitud sin anchura.

Una linea recta es una linea que yace por igual respecto
de los puntos que estan en ella.

Una superficie es |lo que solo tiene longitud y anchura.

Una superficie plana es una superficie que yace por igual
respecto de las lineas que estan en ella.



DEFINICIONES:

Cuando una linea recta corta a otra de modo que los
angulos adyacentes son iguales, los angulos se llaman
rectos y las lineas se llaman perpendiculares.

Una frontera es el extremo de algo.

Una figura es lo que esta contenido por una o varias
fronteras.

Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo
plano, no se cruzan por mas que se prolonguen en
ambas direcciones.



NOCIONES COMUNES:

Dos cosas que son iguales a una tercera son iguales
entre si.

Si a cosas iguales se anaden cosas iguales, los
resultados son iguales.

Las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

El total es mayor que una parte.



POSTULADOS (AXIOMAS):

Por dos puntos distintos pasa una linea recta.
Las lineas rectas pueden extenderse indefinidamente.

Se puede dibujar un circulo con cualquier centro y de
cualquier radio.

Todos los angulos rectos son iguales.

Si una linea recta cruza a dos lineas rectas de modo
que los angulos internos de un mismo lado suman
menos que dos angulos rectos, entonces las dos
lineas rectas, al extenderlas lo suficiente, se cruzaran
de ese mismo lado.



Los axiomas dicen que cosas se asumen como
validas o ciertas.

De lo que se trata es de ver que otras cosas
pueden hacerse y demostrarse a partir de ellos,
usando unicamente argumentos logicos.



TEOREMA

Del griego Bewpnua: una proposicion que debe
ser demostrada.

DEMOSTRACION

Argumento logico basado en los axiomas que
muestra de manera irrefutable que un teorema
es cierto.




ALGUNOS TEOREMAS
DEL LIBRO 1 DE LOS ELEMENTOS

Proposicion 1:4. Si dos triangulos tienen dos lados
correspondientes iguales y los angulos entre ellos
iguales entonces los otros lados y los otros angulos

también son iguales.
Ci

Demostracion. Sean ABC y A'B’C’ dos triangulos con

AB=A'B’, AC=A’C’y los angulos BAC y B’A’C’ iguales.

Podemos desplazar al triangulo A’B’C’ de modo que A’ A
coincida con A y que el angulo BAC coincida con el angulo

B’A’C’, de modo que la linea AB coincida con la linea A'B’ y

la linea AC coincida con la linea A'C. Como AB=A'B’

entonces B’ coincidira con By como BC=B’C’ entonces C’ B’
coincidira con C. Como B coincide con B’ y C coincide con C’
entonces por el postulado 1 la linea BC debe coincidir con la
linea B’C’, asi que los dos triangulos coinciden y por lo tanto
sus lados y angulos correspondientes son iguales.




ALGUNOS TEOREMAS
DEL LIBRO 1 DE LOS ELEMENTOS

Proposicion 1:5. (Pons asinorum) Si en un triangulo dos
lados son iguales, los angulos opuestos a los lados
tambien son iguales

Demostracion.
Supongamos que el triangulo ABC tiene lados AB y AC
iguales. Dibujar la bisectriz del angulo BAC, y sea D
el punto donde la bisectriz corta al lado BC.
Entonces los triangulos ABD y ACD tienen 2 lados
Iguales y los angulos entre ellos iguales.

Asi que por la proposicion 4 los angulos ABD y ACD
son iguales.

B D C



ALGUNOS TEOREMAS
DEL LIBRO 1 DE LOS ELEMENTOS

Proposicion 1:6. Si en un triangulo dos angulos son
Iguales, entonces los lados opuestos a esos angulos
también son iguales.

Demostracion. TAREA



TAREA 1

¢ Cual es el volumen de una piramide con base cuadrada de
100m de lado por 100m de alto? (sin usar formulas ni integrales)

¢Seria cierta la proposicion 4 si los angulos que se saben iguales
no son los que estan entre los lados iguales?

Demostrar la proposicion 6.



Clase 2

Algunos teoremas y construcciones geomeétricas



ALGUNOS TEOREMAS
DEL LIBRO 1 DE LOS ELEMENTOS

Proposicion 1:8. Si dos triangulos tienen los 3 lados
respectivos iguales, tambien tendran iguales los
angulos comprendidos por los segmentos iguales.

Demostracion. Si ABC y A'B’C’ son dos triangulos con C
lados respectivos iguales, podemos desplazarlos para que /k C’
A’ coincida con A, B’ coincida con B y ademas C’y C A
queden del mismo lado del segmento AB.
Supongamos que C’ no coincide con C.

Como AC=A"C’ entonces por (P5) <AC’C = <ACC’
asi que <AC’C es mayor que <BCC".

Y como BC=BC’ entonces por (P5) <BC’C = <BCC’
asi que <BCC’ es mayor que <AC’C.

Esto es imposible porque las dos desigualdades se contradicen.
Asi que C’ debe coincidir con C y los dos triangulos deben coincidir.




Proposicion 1:18. En cualquier triangulo, el angulo mas
grande es opuesto al lado mas grande.



Proposicion 1:18. En cualquier triangulo, el angulo mas
grande es opuesto al lado mas grande.

Demostracion.
Supongamos que en el triangulo A <
ABC, <ABC < <ACB.
Reflejemos el triangulo en la mediatriz
de ABy seaD’laimagende Cy E

la interseccion de AC con BC'.
Entonces los triangulos AEC y BEC’
son congruentes y por lo tanto

AC’ =AE+ EC’=AE+EC > AC




Proposicion 1:31. Construir una recta paralela a una recta
dada por un punto dado.

Construccion. Dada una recta L y un punto C,
trazar una recta M que pase por P y cruce a L.
Trazar por P una recta N que cruce a M
formando un angulo igual al que L forma con M.

Afirmacion: N es paralela a L L N



Proposicion 1:31. Construir una recta paralela a una recta
dada por un punto dado.

Demostracion. Supongamos que L y N no fueran
paralelas y se cruzaran en un punto A. Sea B un
punto en L mas alla de A. Considerar la recta

O que pasa por B y P.
M



Proposicion 1:31. Construir una recta paralela a una recta
dada por un punto dado.

Demostracion. Supongamos que L y N no fueran
paralelas y se cruzaran en un punto A. Sea B un
punto en L mas alla de A. Considerar la recta

O que pasa por B y P. Entonces O cruzaa M
formando angulos que suman menos de dos rectos. M
Entonces por (P5) .la recta O debe cruzar a la recta

L del otro lado de M, asi que L y O se cruzarian en

dos puntos, lo que contradice a (P1)



Proposicion 1:32. En cualquier triangulo, la suma de los
tres anqgulos interiores es igual a dos angulos rectos.

¢Sera cierto esto en el espacio donde vivimos?



Proposicion 1:32. En cualquier triangulo, la suma de los
tres angulos interiores es igual a dos angulos rectos.

Demostracion.

Dado el triangulo ABC, construir una

paralela al lado BC que pase por el punto A.
Como los angulos que forma una recta

con dos rectas paralelas son iguales y como
los angulos opuestos por el vértice son iguales,
los angulos Internos del triangulo suman lo
mismo que los angulos de un lado de una recta.

Tarea ¢Cuanto suman los angulos internos de un poligono de n lados?



Proposicion 1:45. Construir un rectangulo de area igual a
un cuadrilatero dado.




Proposicion 1:45. Construir un rectangulo de area igual a
un cuadrilatero dado.

Construccion:

Tarea: ;Puedes construir un cuadrado con la misma area?



Proposicion 1:47 (Teorema de Pitagoras). En los
triangulos rectangulos el cuadrado del lado opuesto al
angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de
los lados que comprenden el angulo recto.




Proposicion 1:47 (Teorema de Pitagoras). En los
triangulos rectangulos el cuadrado del lado opuesto al
angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de
los lados que comprenden el angulo recto.

Demostracion.




Proposicion 1:47 (Teorema de Pitagoras). En los
triangulos rectangulos el cuadrado del lado opuesto al
angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de
los lados que comprenden el angulo recto.

Demostracion.




Proposicion 1:47 (Teorema de Pitagoras). En los
triangulos rectangulos el cuadrado del lado opuesto al
angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de
los lados que comprenden el angulo recto.

Pregunta:
¢ Y si los triangulos no son rectangulos?




ALGUNOS TEOREMAS
DEL LIBRO 3 DE LOS ELEMENTOS

Proposicion 3:10 Un circulo no corta a otro circulo en mas
de dos puntos.



Proposicion 3:20 En un circulo, el angulo central es el
doble del angulo inscrito.



Proposicion 3:20 En un circulo, el angulo central es el
doble del angulo inscrito.

Demostracion.

Como ACP es isosceles, <CAP = <APC
Como la suma de los angulos internos
es igual a 180°, <ACP = 180° - 2 <CAP
Como <ACP+ <ACQ = 180° entonces
<ACQ = 2 <CAP.

De manera analoga

<BCQ = 2 <CBP.

Sumando los angulos se obtiene

<ACB = 2 <APB




Proposicion 3:21 En un circulo, los angulos inscritos que
ven el mismo arco son iguales entre si.



Proposicion 3:21 En un circulo, los angulos inscritos que
ven el mismo arco son iguales entre si.

Demostracion.

Por (P20) los angulos inscritos son
la mitad de los angulos centrales
correspondientes.

Como los angulos centrales
Correspondientes a todos estos
angulos son iguales.los angulos
inscritos deben ser iguales.




Proposicion 3:22 En un cuadrilatero inscrito en un circulo,
los angulos opuestos suman dos angulos rectos.



Proposicion 3:22 En un cuadrilatero inscrito en un circulo,
los angulos opuestos suman dos angulos rectos.

Demostracion.

Por (P20) los angulos inscritos son
la mitad de los angulos centrales
correspondientes.

Como los angulos centrales
Correspondientes a todos estos
angulos son iguales.los angulos
inscritos deben ser iguales.



Pregunta: ;Como podemos saber un cuadrilatero es ciclico
(si puede ser inscrito en un circulo)?



Pregunta: ;Como podemos saber un cuadrilatero es ciclico
(si puede ser inscrito en un circulo)?

Sabemos que en un cuadrilatero ciclico los angulos opuestos deben
sumar 2 angulos rectos.



Pregunta: ;Como podemos saber un cuadrilatero es ciclico
(si puede ser inscrito en un circulo)?

¢Sera cierto que si los angulos opuestos de un cuadrilatero suman 2
angulos rectos entonces el cuadrilatero es ciclico?



Teorema Un cuadrilatero es ciclico si y solamente si sus
angulos opuestos suman 2 angulos rectos.

Demostracion.

Supongamos que ABCD es un cuadrilatero
con <ABC + <CDA= 2rectos

Supongamos que el circulo por A,By C

no pasa por D, digamos que D esta en

el interior . Prolonguemos el lado CD hasta
que corte al circulo en el punto E.

Ahora el cuadrilatero ABCE es ciclico,

por lo tanto <ABC + <CED = 2rectos.
Ademas <CDA es menor que <CEA.
Entonces <ABC + <CDA < Z2rectos,
contradiciendo la hipotesis original.




TAREA 2

¢ Cuanto suman los angulos internos de un poligono de n lados?

(demuéstralo) E

Construye un cuadrado que tenga la misma area que un
rectangulo dado.

Demuestra que si ABC es un triangulo &s un punto en su

interior entonces AD+D

Muestra que si los lados un triangulo satisfacen A%+ B> = C?
entonces el triangulo es rectangulo.



Clase 3

Proporciones y semejanza
Aritmética y geometria



PROPORCIONES Y SEMEJANZA

El libro 6 de los Elementos trata sobre proporciones y
semejanza, y muestra como hacer operaciones
aritmeéticas usando geometria.

Se dice que dos cantidades A y B guardan la misma proporcion
que dos cantidades C y D, si siempre que A sea igual (mayor o
menor) que un multiplo entero de B entonces C es igual (mayor o
menor) que ese multiplo entero de D.

En lenguaje moderno: A y B guardan la misma proporcion que C
y D si A/B = C/D. El problema es que en la aritmética de entonces
SOlo se podian hacer cocientes de fracciones, pero los griegos ya
habian descubierto que no todas las magnitudes se pueden
expresar como fracciones.



Magnitudes conmensurables e
iInconmensurables

Se dice que dos cantidades A y B son conmensurables si existe
otra cantidad C tal que A y B son multiplos enteros de C. De oftro
modo A y B se dicen inconmensurables.

Todas las fracciones de una misma cantidad son conmensurables.,
sin embargo los griegos pudieron demostrar que existen
cantidades inconmensurables.



Afirmacion. La diagonal de un cuadrado es
inconmensurable con el lado del cuadrado.

Demostracion. Supongamos que el lado y la diagonal
de un cuadrado son conmensurables, es decir, que existe
una longitud L tal que la longitud del lado es mL y la
longitud de la diagonal es nL, para algunos numeros
enteros m y n. Podemos suponer que los numeros my n
no son ambos pares (de ofro modo, ambos lados serian
multiplos de 2L y podriamos tomar esta longitud en lugar
de L).

Ahora las area del cuadrado es igual a m?L? mientras que
el area del cuadrado que tiene por lado a la diagonal €s
nel2. L]
Como el segundo cuadrado tiene el doble del areadel
primero, tenemos que 2m? =n?

Asi que n? es par y por lo tanto n debe ser par.
De modo que n? es multiplo de 4. Pero entonces m? debe
ser par y por lo tanto m debe ser par.

Pero entonces m y n son pares, contradiciendo la
eleccion hecha anteriormente.




Proposicion 6:1 Si dos triangulos tienen la misma altura,
sus areas guardan la misma proporcion que sus
bases.

AREA / = Base /




Proposicion 6:2 Si se dibuja una recta paralela a uno de
los lados de un triangulo, cortara proporcionalmente a
los lados del triangulo.




Proposicion 6:2 Si se dibuja una recta paralela a uno de
los lados de un triangulo, cortara proporcionalmente a
los lados del triangulo.

Demostracion.
A A




Proposicion 6:2 S/ se dibuja una recta paralela a uno de
los lados de un triangulo, cortara proporcionalmente a
los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los lados de un triangulo, la recta
que une los puntos de interseccion sera paralela al

otro lado. A




Proposicion 6:2 S/ se dibuja una recta paralela a uno de
los lados de un triangulo, cortara proporcionalmente a
los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los lados de un triangulo, la recta
que une los puntos de interseccion sera paralela al

otro lado. A

Demostracion.

/T X

B C




Proposicion 6:3 Si se divide en dos partes iguales el
angulo de un triangulo, y la recta que corta el angulo
corta a la base, los segmentos de la base guardaran la
misma razon que los lados del triangulo y viceversa.

A




Proposicion 6:3 Si se divide en dos partes iguales el
angulo de un triangulo, y la recta que corta el angulo
corta a la base, los segmentos de la base guardaran la
misma razon que los lados del triangulo y viceversa.

A

Demostracion.
Por (P1),
BD/DC=ABD/ADC =AB/AC




Proposicion 6:4 S/ dos triangulos tienen angulos iguales,
sus lados son proporcionales.




Proposicion 6:4 S/ dos triangulos tienen angulos iguales,
sus lados son proporcionales.

Demostracion:
BC es paralela a B'C’ A
Por la proposicion 3, AB/AB = AC/AC’




Proposicion 6:5 Si dos triangulos tienen lados
proporcionales, sus angulos seran iguales.




Dos figuras son semejantes si tienen angulos iguales y
lados proporcionales.

Las proposiciones 4 y 5 dicen que para los triangulos
cada una de las condiciones implica la otra.

C’

A

Esto es falso para otras figuras:

[/




Corolario. Si ABCD es un cuadrilatero ciclicoy P es la
interseccion de AC y BD entonces ABP y DCP son
semejantes.

Por lo tanto AP - PC =BP - PD

A

Para todas las rectas que pasan por un punto y cruzan a un circulo, el producto de las
distancias del punto a los dos puntos de interseccion es igual.



Corolario. Si ABCD es un cuadrilatero ciclicoy P es la
interseccion de AC y BD entonces ABP y DCP son
semejantes.

Por lo tanto AP - PC =BP - PD

A

Para todas las rectas que pasan por un punto y cruzan a un circulo, el producto de las
distancias del punto a los dos puntos de interseccion es igual.



Corolario. Si ABCD es un cuadrilatero ciclicoy P es la
interseccion de AC y BD entonces ABP y DCP son
semejantes.

Por lo tanto AP - PC =BP - PD

Demostracion:

<ABP = <PCD y <BAP = <CDP ya que esos angulos ven los mismos arcos del circulo
Asi que los triangulos ACP y DBP tienen angulos correspondientes iguales

Y por (P4) son semejantes.

Como AP/PB =DP/PC

entonces

AP-PC = BP-PD B




Corolario. Si ABCD es un cuadrilatero ciclicoy P es la
interseccion de AC y BD entonces ABP y DCP son
semejantes.

Por lo tanto AP - PC =BP - PD

Demostracion:

<ABD + <ACD = 2 rectos ya que ABCD es ciclico.

Como también <ACD + <DCP = 2rectos, entonces <ACD = <DBP

Asi que los triangulos ACP y DBP tienen angulos correspondientes iguales
Y por (P4) son semejantes.

Como AP/DP = CP/BP

entonces

AP-BP = CP-DP D




Aplicaciones

Altura de las piramides (midiendo sombras)




Aplicaciones

Altura de las piramides (midiendo sombras)

Como los triangulos son semejantes

H/D = h/d

Por lo tanto

H=D:-h/d

A

v



Aplicaciones

Problema. Dibujar la recta que pasa por un punto y el
punto de interseccion de dos rectas que es inaccesible.



ARITMETICA

Las magnitudes pueden expresarse como longitudes:
B

;. Como podemos sumar magnitudes?

A+B

.Y restarlas?




ARITMETICA

¢ Como podemos multiplicar una magnitud por un numero?
A

3A

2. Y dividirla en n partes iguales?
A

A/3



ARITMETICA

;. Como podemos multiplicar dos magnitudes?
A

o
v

. 4

: . 1
Necesitamos una unidad: ——

AB es una magnitud que guarda con B la misma
proporcion que la magnitud A guarda con 1

S~
~<.
N
N
N
~
S
S
SS
N
“\
<
<
h |

AB

’
L J

Tarea: ; Como dividirias dos magnitudes?



ARITMETICA

Como obtener la raiz cuadrada de una magnitud.




TAREA 3

Muestra como dibujar un segmento igual a uno dado y basado en
un punto trazando tnicamente rectas y circulos.

\

Dibuja la recta que pasa por un punto y el punto de interseccion
de dos rectas sin usar el punto de interseccion.

-

e

Muestra como se pueden dividir geometricamente dos
magnitudes representadas por segmentos.

A 1

L 4
L 2



Clase 4

Construcciones con regla y compas



Construccion con regla y compas

Procedimiento para crear un objeto geomeétrico
basandose en los postulados; asi que lo que se vale
es:

1. Dibujar una recta por 2 puntos dados.
2.  Dibujar un circulo con un centro y por un punto dados.

3.  Usar como puntos las intersecciones entre lineas rectas y
circulos dibujados previamente.

Para que una construccion sea valida, debe demostrarse
que se obtiene lo que se pidio.



Construcciones

Construir por un punto dado una recta perpendicular a
una recta dada.




Construcciones

Construir por un punto dado una recta perpendicular a
una recta dada.

~.c



Construcciones

Construir por un punto dado una recta paralela a una
recta dada.




Construcciones

Construir por un punto dado una recta paralela a una
rectadada. = -

~~ -



Construcciones

Copiar sobre un punto de una recta un angulo dado.

—



Construcciones

Copiar sobre un punto de una recta un angulo dado.




Construcciones

Dividir un angulo en 2 angulos iguales.




Construcciones

Dividir un angulo dado en 2 angulos iguales.




Construcciones

Construir un cuadrado cuyo lado es dado.

e
-




Construcciones

Construir un cuadrado del doble de area que un
cuadrado dado.




Construcciones

Construir un cuadrado del triple de area que un
cuadrado dado.

(necesitamos construir la raiz de 3)



Construcciones

Hallar el centro de un circulo.



Construcciones

Hallar el centro de un circulo.




Construcciones

Dibujar una tangente a un circulo dado por un punto dado.

(Necesitamos hallar el punto de tangencia)



Construcciones

por un punto dado.

~.
~




Construcciones

Construir un pentagono regular

(Necesitamos construir un angulo o una cuerda)



Construcciones

Construir un pentagono regular

VAN

Observar que los tres triangulos son semejantes



Construcciones

Construir un pentagono regular

1

Hay que construir un triangulo rectangulo de lado 1
e hipotenusa 1+\5.



Construcciones

Se pueden construir poligonos regulares de
3,4,5,6,8,10,12,15,... lados

Algo que los griegos no pudieron hacer:
Construir un poligono regular de 7 lados



Poliedros regulares

Los Elementos de Euclides culminan en el libro 13 con la
construccion de los poliedros regulares:

Un poliedro es regular si sus caras son poligonos requlares y todos
los angulos en las aristas y en los vértices son iguales.



3 Problemas Famosos
Trisectar un angulo

Dividir un angulo dado en 3 angulos iguales.



3 Problemas Famosos
La cuadratura del circulo

Construir un cuadrado de la misma area que un circulo.



3 Problemas Famosos
Duplicar el cubo

Construir un cubo del doble de volumen que otro cubo.
(necesitamos construir la raiz cubica de 2)



Arquimedes
de Siracusa (287 a 212 AC)

La longitud y el area de un circulo.

\

~

~. -

area p.inscrito < area circulo < area p.circunscrito

perimetro p.inscrito < perimetro circulo < perimetro p.circunscrito ?



Arquimedes
de Siracusa (287 a 212 AC)

La longitud y el area de un circulo.

Area p.inscrito = %2 r x perimetro p.inscrito

Area p.circunscrito = % R x perimetro p.circunscrito



Arquimedes
de Siracusa (287 a 212 AC)

La longitud y el area de un circulo.

i /\

Perimetro del circulo = limite de los perimetros de los poligonos

Area Circulo = ¥ Radio x Perimetro Circulo



Eratostenes
(276 a 194 AC)

Calculd el diametro de la Tierra

7°12°

Alejandria Siena

800km /



Hiparco
de Nicéa (190 a 120 AC

Inventor de la trigonometria (medida de angulos). Calculd
la distancia de la Tierra a la luna usando los eclipses.

& .




Ptolomeo
de Alejandria, (90 a 168 DC)

Calculd una tabla de cuerdas, usada para astronomia:

‘ Cuerda
[



Ptolomeo
de Alejandria, (90 a 168 DC)

Teorema de Ptolomeo: En un cuadrilatero ciclico, el
producto de las diagonales es igual a la suma de los
productos de los lados opuestos.

C

AB-CD + AC-BD = AD-BC B



TAREA 4

Construye con regla y compas una tangente a un circulo dado
por un punto dado.

Calcula es el diametro de la Tierra usando los datos que tenia
Eratostenes.

¢ Como calcularias la distancia de la Tierra a la Luna usando los
eclipses?

¢ Puedes demostrar el Teorema de Ptolomeo?



Clase 5

Trigonometria
Concurrencia



Medicion de angulos

Los angulos pueden medirse viendo que parte de una circunferencia
ocupan. Los babilonios creian que la tierra tardaba 360 dias en dar
una vuelta al sol, asi que dividieron al circulo en 360 grados.

Una manera mas natural de medir
angulos es tomar un circulo de radio
1y medir la longitud del arco
determinado por el angulo. Esta es la
medida del angulo en radianes.

Ejemplos:
180° = media circunferencia = 1 radianes
45° =180°/ 4 = 11/ 4 radianes

1 / 6 radianes = 180°/ 6 = 30°



Senos y COSeNnos

La forma de un triangulo rectangulo esta determinada
por un solo angulo, por lo tanto las proporciones entre .
sus lados son funciones del angulo:

Sen 6 =A/C Cos 6 =B/C Tan 6 = A/B



Senos y COSeNnos

En un triangulo rectangulo de hipotenusa 1:

Sen 6

Cos 6



Senos y COSeNnos

Observar que para cualquier angulo 0 < 6 < 11/2

O0<senB =<1
O<cosB=s1 C

sen?0 + cos?26 =1 6

Como el angulo 6 queda determinado por el valor de
cualquiera de estas funciones, estas dan otra manera
de medir angulos.



Ejemplos

V2
, 1
; Cuanto vale cos 11/4? asi que cos T/4 = 1/\2

;sen 1/6? asi que sen 11/6 = 1/2

;.sen 1/12?  ;Hay alguna relacién entre el sen 8y sen 6/2 ?

~<

Construye un angulo 6 tal que sen 6 = 1/3

____________________




Ley de los cosenos

;. Qué dice el Teorema de Pitagoras para triangulos no
rectangulos?




Ley de los cosenos

;. Qué dice el Teorema de Pitagoras para triangulos no
rectangulos?

C?2=(B-Acosc)’+(Asenc)?
=B2-2ABcosc+ Acos?2c+A?2senc

= A2+ B2—-2AB cos c Asenc

B A cos c

Ley de los cosenos: C2=A?+B2-2AB cosc




Ley de los cosenos

C2=A2+B%2-2AB cos c

B

Observar que en la formula da C?2 = A2 + B2 si y s6lo si cos ¢ = 0,
y esto ocurre si y solo si ¢ = 90° (asi que el Teorema de
Pitagoras es valido sélo para triangulos rectangulos.



Ley de los cosenos

Ejemplo. Los lados de un triangulo miden 5, 6 y 7 4 cuanto vale el
coseno del angulo opuesto al lado mediano?

Ejemplo En un triangulo de lados 5,6 y 7 >

¢ Cuanto mide la altura sobre el lado 7 ?; Cual es el area del triangulo?



Ley de los cosenos

Ejemplo. Los lados de un triangulo miden 4, 5y 6 4 cuanto vale el
coseno del angulo opuesto al lado mediano?

Por la ley de los cosenos:
9?2 =42+62-24-6cosc
25=52-48cosc
cos c = 27/48 = 9/16

Ejemplo En un triangulo de lados 4,5y 6
¢ Cuanto mide la altura sobre el lado 67, Cual es el area del triangulo?

Altura = 4 sen ¢ = 4 (1-cos? c)"2 = 4(1-(9/16)2)"2 =N175/4
Area = (6 x V175/4 ) /2



Ley de los senos

Teorema. Para cualquier triangulo
A/sena=B/senb=C/senc




Ley de los senos

Teorema. Para cualquier triangulo
Al/sena=B/senb=C/senc

Demostracion.

Si la altura sobre el lado C es D entonces

Al/sena=A/(D/B)=AB/D
B/senb=B/(D/A)=BA/D

Esto prueba la primera igualdad,
las otras se obtienen cambiando de altura.




Ley de los senos

Ley de los senos:
A/sena=B/senb=C/senc

Corolario.
A/B=sena/senb

(los senos de los angulos
determinan las razones de los lados)

Corolario.

En cualquier triangulo a un lado mayor le corresponde
un angulo opuesto mayor.



Ley de los senos

¢/, Que significado geometrico tiene A /sen a ?

A/2

Si R es el radio del circulo circunscrito al triangulo, entonces
A/2/ R=sena asi que A/sen a = 2R = diametro del circulo.



Resolucion de triangulos

\




Resolucion de triangulos

\ \

A A

Aplicacion: hallar la distancia entre puntos
gue no pueden verse directamente entre
ellos, hallar la direccién entre los puntos.

Aplicacion: hallar la distancia a
un punto inaccesible (geodesia,
astronomia)



Para muchas aplicaciones es necesario saber los valores
de senos y cosenos de los angulos con mucha precision.

B=Asenb/sena

Calcular el seno de un angulo 6
equivale a calcular la longitud
de la cuerda corresponde al
angulo 26:

Las primeras tablas de cuerdas
fueron calculadas por Ptolomeo
hace 2000 afos usando el
teorema que lleva su nombre:



Teorema de Ptolomeo: En un cuadrilatero ciclico, el
producto de las diagonales es iqual a la suma de los
productos de los lados opuestos.

Demostracion Sea K un punto en AD tal que <ACK = <BCD entonces
ACK es semejante a BCD: y ACB es semejante a KCD:

A
AC/AK = BC/BD KD/CD = AB/BC
AC-BD = AK-BC KD-BC=AB-CD

sumando: AC-BD + AB-CD = AK-BC + KD-BC = AD-BC



Aplicacion del Teorema de Ptolomeo al calculo de cuerdas

Tarea: Si al angulo a le
corresponde una cuerda a y al
angulo [3 le corresponde una
cuerda b 4 Qué cuerda le
corresponde al angulo a+3 ?
(usa el Teorema de Ptoloméo)




Seno y coseno de la suma de dos angulos

g uas & soo

cos ¢ cos O



Seno y coseno de la suma de dos angulos

sen (B+@) =sen ¢ cos O + cos ©® sen O

cos (0+¢) =cos ©® cos B -sen @ sen O

g s02 & uss

sen ¢ sen 6

® c08

g uas & soo

0

cos ¢ cos O



Area de un triangulo

Formula de Heron:
El area de un triangulo de lados a, b y c es:

Area = [s(s-a)(s-b)(s-c)

donde s = (a+b+c)/ 2
es el semiperimetro
del triangulo.



Teoremas de concurrencia

(decimos que unas lineas son concurrentes si todas pasan por el mismo punto)

Teorema. Las bisectrices de un triangulo son concurrentes




Teoremas de concurrencia

Teorema. Las medianas de un triangulo son concurrentes

Estos dos teoremas clasicos son consecuencia del siguiente:



Teorema de Ceva
(~1700)

Teorema. Las lineas AL, BM y CN son concurrentes si y
solo si AN/NB - BL/LC - CM/MA = 1




Teorema de Ceva

Teorema. Las lineas AL, BM y CN son concurrentes si y
solosi AN/NB - BL/LC - CM/IMA =1 ¢

Demostracion.(—)

Si las lineas son concurrentes

AN/NB = AON/NOB = ACN/NCB
Asi que

AN/NB = AOC/BOC

(la razén entre los segmentos
es la razon entre las areas).
Analogamente:

BL/LC = AOB/AOC
CM/MA = BOC/AOB

Asi que

AN/NB - BL/LC - CM/MA = AOC/BOC - AOB/AOC - BOC/AOB =1



Teorema de Ceva

Teorema. Las lineas AL, BM y CN son concurrentes si y
solo si AN/NB - BL/LC - CM/MA = 1

C

Demostracion. («—)

Supongamos ahora que la igualdad se da
pero las lineas AL, BM y CN no concurren.

M

Si dibujamos CN’ de modo que si concurra
con AL y BM, entonces por hipotesis:
AN/NB - BL/LC - CM/MA = 1

y por la parte que ya demostramos A N N’

del teorema también se cumple:

AN’/N’'B - BL/LC - CM/MA = 1.

Pero no es posible que las dos igualdades se den, ya que AN/NB # AN’/N'BsiN #N’




Corolario. Las medianas de un triangulo son concurrentes

Dem. Como AL, BM y CN son medianas, C

AN =NB, BL=LC, CM=MA
Asi que L
AN/NB - BL/LC - CM/MA =1

B

Corolario. Las bisectrices de un triangulo son concurrentes

Dem. Como AL, BM y CN son bisectrices, C
AN/NB=AC/BC M
BL/LC=AB/AC L
CM/MA=BC/AB A Q\J

Asi que N

AN/NB - BL/LC - CM/MA = AC/BC - AB/AC - BC/AB =1



La mediatriz de un segmento AB es la linea perpendicular al segmento que pasa

por su punto medio. Esta formada por los puntos del plano que estan ala misma
distancia de Ay de B.

Teorema. Las mediatrices de los lados de un triangulo son
concurrentes




La mediatriz de un segmento AB es la linea perpendicular al segmento que pasa

por su punto medio. Esta formada por los puntos del plano que estan ala misma
distancia de Ay de B.

Teorema. Las mediatrices de los lados de un triangulo son
concurrentes

Demostracion.

Dos mediatrices de los lados de un triangulo
se intersectan en un punto que esta a la
misma distancia de los tres vertices, asi que
este punto esta en la mediatriz del tercer lado

1
1
1
I
|
|
I
}
\
\

\

El punto de interseccion de las 3 mediatrices es el
centro del circulo que pasa por los 3 vértices (el circulo circunscrito).



Corolario. Las alturas de un triangulo son concurrentes



Corolario. Las alturas de un triangulo son concurrentes

Demostracion.

Dibujar por los vértices del triangulo ABC
lineas paralelas a los lados opuestos.

Estas lineas determinan un triangulo LMN

que es semejante al triangulo ABC y las alturas
de ABC son las mediatrices de LMN.




Teorema de Menelao

Teorema. Si L, My N son puntos en los lados extendidos
de un triangulo ABC, entonces L, M y N estan alineados
siy sblo si AL/LB - BM/MC - CN/NA = -1




Teorema de Pappus

Teorema. Si los puntos A, B y C estan alineados y los
puntos A", B" y C’ estan alineados, entonces los puntos

AB'NA'B, BC'NB'C y AC'NA’'C tambiéen estan alineados.




TAREA 5

. Calcula la cuerda correspondiente a la suma de dos
angulos a partir de las cuerdas correspondientes a los
angulos.

. ¢Cuanto miden los lados y los,angulos marcados?

. ¢Puedes demostrar que el diametro-de
al triangulo es A/sena? /




Clase 6

Geometria esférica



“Si la Tierra fuera plana de este a oeste, las estrellas se levantarian tan pronto
para los occidentales como para los orientales, lo cual es falso. Ademas, si la
Tierra fuera plana de norte a sur y viceversa, las estrellas que fueran visibles
para alguien sequiran viendose donde quiera que vaya, lo cual es falso. Pero

parece plana a la vista humana, porque es muy extensa ...”
Ptolomeo, el Almagesto

=
i
a gl

.: Ly

o

=
"




|La esfera

Consideremos la superficie de una esfera:




|La esfera

Dos puntos en la esfera se llaman antipodas si son
diametralmente opuestos.




|La esfera

La interseccion de la esfera con un plano es un circulo:



|La esfera

La interseccion de la esfera con un plano que pasa por su
centro es un circulo maximo.




|La esfera

En la esfera no hay lineas rectas, pero si pensamos en los
circulos maximos como “lineas”, obtenemos algunas
propiedades parecidas a las que tienen las lineas rectas
enel plano.

~
- -
-----------
——cacome



|La esfera

La geometria de la esfera es importante por sus
aplicaciones a la navegacion y a la astronomia.




|La esfera

Por dos puntos de la esfera que no sean antipodas pasa
una unica “linea”



|La esfera

Por dos puntos de la esfera que no sean antipodas pasa
una unica “linea”

Demostracion.

Por dos puntos de la esfera que
no sean antipodas pasa un unico
circulo maximo ya que por dos
puntos no antipodas y el centro
pasa un solo plano (pero por dos
puntos antipodas pasan una
infinidad de circulos maximos).




|La esfera

Dos “lineas” distintas en la esfera se intersectan en dos
puntos antipodas.




|La esfera

Dos “lineas” distintas en la esfera se intersectan en dos
puntos antipodas.

Demostracion.

Dos circulos maximos se (

intersectan en dos puntos \—/
antipodas ya que los planos que

pasan por el centro de la esfera se

intersectan en una linea que pasa

por el centro.




|La esfera

Dos “lineas” distintas en la esfera se intersectan en dos
puntos antipodas.

Los angulos con que se
intersectan los circulos
maximos son iguales al angulo
de interseccion de los planos.



|La esfera

Se puede trazar un circulo con cualquier centro y que
pase por cualquier otro punto.




|La esfera

Todos los angulos rectos son iguales

D




|La esfera

Si dos lineas cruzan a otra linea formando angulos
Internos que suman menos de dos rectos, las lineas se
cruzan de ese lado.

(Todos los circulos
maximos se cruzan)



|La esfera

Las “lineas” en la esfera casi cumplen con los
postulados de las lineas en el plano.

¢ Cuales de los
resultados de la
geometria plana
seran ciertos en la
geometria esferica
y cuales no?




|La esfera

En |la esfera se pueden trazar perpendiculares, pero se
pueden trazar paralelas.




|La esfera

En la esfera, un circulo de
radio r tiene circunferencia T

C=2mrsenr




|La esfera

En la esfera, un circulo de
radio r tiene circunferencia

C=2mrsenr

BINR——

T——

Al aumentar el radio, la circunferencia
aumenta cada vez mas lentamente y
luego disminuye.



|La esfera

Las lineas en la esfera
son circulos de radio /2.

T ————

jLos circulos en la esfera
tienen dos centros !



Triangulos esfericos

Determinados por 3 arcos de circulos maximos

(asumiremos que los lados tienen longitud menor que 1T 0
equivalentemente que los angulos internos son menores que ).



Triangulos esfericos

Si dos triangulos esféricos tienen lados iguales, sus
angulos correspondientes son iguales.



Triangulos esfericos

Si dos triangulos esféricos tienen lados iguales, sus
angulos correspondientes son iguales.

Demostracion.

Si los triangulos ABC y A’'B°C’ tienen
lados correspondientes iguales,
podemos mover a AB'C’ para que A’
coincida con A y B’ coincida con B.
Ahora C y C’ estan a la misma
distancia de A y también de B, por lo
que deben estar en la intersecciéon de
dos circulos. Asi C’ coincide con C o
con el punto simétrico a C del otro
lado de AB.




Triangulos esfericos

La suma de los angulos internos de un triangulo esferico
depende del triangulo.




Triangulos esfericos

¢,Que relaciones habra entre los lados y los
angulos de un triangulo esférico?

El Teorema de

Pitagoras (y por lo
tanto la ley de los
cosenos) no valen.




Triangulos esfericos

Ley (esférica) de los senos:
senA/sena=senB/senb=senC/senc

Descubierta en el siglo X

por los matematicos arabes



Triangulos esfericos

Ley (esférica) de los cosenos:
cosC = cosA-cosB + senA-senB - cosc




Areas y angulos

La esfera de radio 1 tiene area 411, media esfera tiene
area 21 y los gajos determinados por dos circulos
maximos tienen areas proporcionales al angulo que
forman los circulos:

Area = 2a

(a medido en radianes)



Teorema de Girard
(1632)

Teorema La suma de los angulos internos de un triangulo
esférico A es: a+pB+y=1m+ArealA

e

s




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (Paso 1). Los 3 circulos maximos determinan 8
triangulos esféricos que son iguales por pares.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (Paso 2). Los triangulos forman 3 pares de gajos
iguales.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (Paso 2). Los triangulos forman 3 pares de gajos
iguales.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (Paso 2). Los triangulos forman 3 pares de gajos
iguales.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (paso 3).
El angulo en cada
vértice del triangulo
es igual a la mitad
del area del gajo
que lo contiene




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (paso 4).
La suma de los angulos
internos de los dos
triangulos rosas es
igual a la mitad de la
suma de las areas
de todos los gajos.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (paso 5).
Los gajos cubren
totalmente a

la esfera, cubriendo
a cada triangulo
rosa tres veces

y a lo demas una
sola vez.




Teorema La suma de los angulos internos de un
triangulo esféricoAesa++y =1+ Area A

Demostracion (paso 6).
Asi que la suma

de los angulos
internos de los dos
triangulos rosas es
igual a la mitad del
area de la esfera
mas 2 veces el area
de los dos triangulos:

20 + 2B + 2y = 2w + 2Area A



Corolarios

* Si dos triangulos esfericos tienen angulos iguales, sus
areas son iguales.

* Dos triangulos esféricos con lados proporcionales no
tienen angulos iguales (a menos que los lados sean
iguales).




Teorema. Si dos triangulos esféricos tienen angulos
Iguales, sus lados correspondientes son iguales.




Teorema. Si dos triangulos esfericos tienen angulos
iguales, sus lados correspondientes son iguales.

Demostracion.

Podemos desplazar un triangulo para
que coincida con el otro en un angulo.
Como los triangulos tienen areas iguales
ninguno puede estar contenido en el otro;
lo Unico que podria pasar si no coinciden
es que los lados se crucen formando
angulos iguales como en la figura.

TAREA: Esto solo puede pasar si el
punto medio de BB’ y el punto medio de
CC’ son antipodas (de modo que el
angulo en A seria 1y entonces ABC no
seria un triangulo)




Proyeccion de un hemisferio al plano

La proyeccion radial da una biyeccion continua entre
los puntos del hemisferio y los puntos del plano.



Proyeccion de un hemisferio al plano
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La proyeccion envia circulos maximos en lineas rectas.




Corolario. El teorema de Pappus vale en la esfera.




Proyeccion de un triangulo




Teorema de Ceva. En un triangulo esférico ABC, las lineas
que van de los vértices A, B, C a puntos L, M, N en los
lados opuestos son concurrentes Si y SOIo Si:

senAN/senNB - senBL/senLC - senCM/senMA = 1

A'P’'/P'B’ = OA senAOP / OB senPOC



Corolario: En un triangulo esférico:

Las bisectrices son concurrentes

(se encuentran en el centro del circulo inscrito)

Las mediatrices son concurrentes
(se encuentran en el centro del circulo circunscrito)

Las medianas son concurrentes

Las alturas son concurrentes



TAREA 6

. ¢Cuanto suman los angulos internos de un poligono
esférico de n lados?

. Si un triangulo esférico tiene angulos 90°, 60° y 45° ¢ Cual
es su area? ¢Cuanto miden sus lados?

. ¢En el mar, desde que distancia puede verse una isla que
tiene 1km de altura?

/

. Si se dibujara un triangulo de 1km de lado en una esfera
del tamafio de la tierra, ¢ Cuanto mayor que 1t seria la suma
de sus angulos internos?



Clases 7y 8

Secciones conicas



Medias proporcionales
(0 medias geomeétricas)

El problema de construir un cuadrado de la misma
area que un rectangulo dado se resuelve hallando la
media proporcional entre los lados del rectangulo:

La media proporcional entre a 'y b es un numero x tal
que B/X=X/A  yaque entonces X2 = AB.

T T T~

A B

(Triangulos
semejantes) Construccioéon: -



Duplicacion del cubo

El problema de duplicar el cubo (construir 3V2) podria
resolverse hallando dos medias proporcionales entre 1
y 2, es decir, dos numeros Xy Y entre 1y 2 tales que

2/Y=Y/X=X/1
ya que entonces X3=2/Y-Y/X-X/1=2.

¢ Construccion?

(Triangulos
semejantes)




Si 2/Y=Y/X=X/1 entonces Y=X?y 2=XY

Asi que Xy Y son los lados de un rectangulo cuya altura Y
es el cuadrado de la base X y cuya area XY es 2.

RECTANGULOS CUYA ALTURA , ,
ES EL CUADRADO DE LA BASE RECTANGULOS DE AREA 2



Si 2/Y=Y/X=X/1

entonces Y=X2y 2=XY

Si pudiéramos dibujar todas los rectangulos sus veértices

dibujarian dos curvas:

g
LI9%
LI

XY



Si pudiéramos dibujar las dos curvas, la solucion del
problema Deliano estaria dada por su interseccion:

*e
.
.
.
.
.
‘e
e
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.
......
“ay
.
Taa,
LTy
.....
------

Estas curvas se llaman parabola e hipérbola.



El cono

Considerar el cono obtenido al girar alrededor de un eje
vertical una recta inclinada 45°

eje

recta generatriz



Parabola:

La curva que se obtiene de cortar un cono recto con un
plano paralelo a la generatriz es una parabola.




Parabola:

La curva que se obtiene de cortar un cono recto con un
plano paralelo a la generatriz del cono es una parabola.

Demostracion:
X
\2¢ 2 y
X
V2¢ 2y
X? = 2¢cy y

cuandoc =Y queda X2 =Y



Hiperbola:

La curva que se obtiene de cortar un cono recto con un
plano paralelo al eje del cono es una hipérbola.




Hiperbola:

La curva que se obtiene de cortar un cono recto con un
plano paralelo al eje del cono es una hipérbola.

( Demostracion:

Tenemos que ver que hay
dos rectas perpendiculares
tales que los rectangulos
determinados por las rectas
y un punto de la curva
tienen areas iguales.




Hiperbola:

La curva que se obtiene de cortar un cono recto con un
plano paralelo al eje del cono es una hipérbola.

Demostracion:




Hipéerbolas

|
\
\
\
\
\
\
|
\
\
\
|
\
\
\
\
\
|
\
\
-

Las curvas que

obtienen cortando al cono con planos cuya
inclinacion es mayor que la generatriz se llaman hipérbolas”.



Elipse

Las curvas que se obtienen cor cono con planos cuya
inclinacion es menor que la generatriz se llaman “elipses”.



Parabola:

La parabola esta formada por los puntos del plano cuya
distancia a un punto F y a una linea recta L son iguales.

Parabola

/




Parabola:

La parabola esta formada por los puntos del plano cuya
distancia a un punto F y a una linea recta L son iguales.

- Parabola
Demostracion. /

Tomemos el punto F y la
recta L a distancia V2 de la
base y calculemos sus
distancias a un punto de

la parabola
X?-Ya
Por el Teo. Pitagoras ,
X
d? = (x2- Va )2 + X2
= (4 Y% ) y
Asi que la distanciade —-———————————————--=% I
cualquier punto de la 1, X Ya

curva al punto F y ala
recta L son iguales.



Elipse

Una elipse esta formada por los puntos del plano tales que
la suma de sus distancias a dos puntos es constante.

Demostracion:
después ...



Elipses

Las elipses son simetricas.

=
VAR,



Hiperbola

Una hipérbola esta formada por los puntos del plano tales
que la resta de sus distancias a dos puntos es
constante.

Demostracion:
después ...



Tarea ¢ Queé curva forman los centros de todos los
circulos tangentes a dos circulos no concéntricos?



Parabola

Propiedad focal: Los rayos paralelos al eje que se
reflejan en la parabola se concentran en el foco.

a

/1

>y O—
<\

Espejos que queman

s



Parabola

Propiedad focal: Los rayos paralelos al eje que se
reflejan en la parabola se concentran en el foco.

Demostracion. (1)

Hay que ver que las
tangentes a la parabola
forman angulos iguales
con la linea que va al foco
y con la paralela al eje.




Parabola

Propiedad focal: Los rayos paralelos al eje que se
reflejan en la parabola se concentran en el foco.

Demostracion. (2)

Sea P un punto de la parabola
y P’ su proyeccion a la
directriz. Consideremos la
linea L que pasa por Py por
el punto medioMde Fy P’.

Como PF = PP’ entonces los
triangulos FPM y P’'PM son
semejantes.




Parabola

Propiedad focal: Los rayos paralelos al eje que se
reflejan en la parabola se concentran en el foco.

Demostracion. (2)

Sea P un punto de la parabola
y P’ su proyeccion a la
directriz. Consideremos la
linea L que pasa por Py por
el punto medioMde Fy P’.

Como PF = PP’ entonces los
triangulos FPM y P’'PM son
semejantes, y los angulos son
iguales’.




Parabola

Propiedad focal: Los rayos paralelos al eje que se
reflejan en la parabola se concentran en el foco.

Demostracion. (3)

Falta ver que L es la linea tangente.
Para esto, basta ver que todos los
puntos de la parabola quedan del
mismo lado de L.

Como L es la mediatriz del segmento
PF’, un punto Q a la derecha de L esta
mas lejos de F que de P asi que:

FQ > QP >QQ

Por lo tanto Q no esta enmtaparabota:



Elipse

Propiedad focal: Los rayos que salen de un foco y se
reflejan en la elipse se concentran en el otro foco.

Demostracion:

(1) Hay que ver que
la tangente a la elipse en

un punto P forma angulos
iguales con las lineas que
van de los focos a P.




Elipse

Propiedad focal: Los rayos que salen de un foco y se
reflejan en la elipse se concentran en el otro foco.

Demostracion:

(2) Tomemos la
recta T que pasa por Py
forma angulos iguales con
las lineas que van a los
focos. Si mostramos que
todos los puntos de la
elipse quedan del mismo
lado de T, de modo que T
solo toca a la elipse en el F, F,
punto P, entonces T debe

ser la tangente.




Elipse

Propiedad focal: Los rayos que salen de un foco y se
reflejan en la elipse se concentran en el otro foco.

Demostracion: .Q

(3) Ahora basta ver
que para cualquier punto Q
del otro lado de T la suma
de las distancias de Q a los
focos es mayor que la
suma de las distancias de
P a los focos.




Elipse

Propiedad focal: Los rayos que salen de un foco y se
reflejan en la elipse se concentran en el otro foco.

|:1 F2
Demostracion:

(4) Sireflejamos PF,y QF, en la recta T vemos que
F.Q+QF,=FQ+QR+RF,>FF,=FP+PF,



Ya sabemos que los puntos del plano cuya distancia a
un punto fijo es igual a su distancia a una recta forman
una parabola:

Eje

Parabola

/

Directriz



¢, Qué curva forman los puntos del plano cuya distancia a
un punto fijo es la mitad de su distancia a una recta?

-
Y|
\
\
\
NS




.Y qué curva forman los puntos del plano cuya distancia
a un punto fijo es el doble de su distancia a una recta?




Teorema. Los puntos del plano cuya distancia a un punto F es igual
a e veces su distancia a una recta L forman una seccion conica, que
es una elipse si e <1, una parabola si e =1 y una hipérbola si e >1.

e<1
e=1
F
9
e>1

A la constante e se le llama la excentricidad de la conica.



Conicas

Al cortar un cono con un plano de la misma inclinacion se obtiene
una parabola.




Conicas

Demostracion.

Esfera de Dandelin



Conicas




Conicas

Demostracion.

porque son
tangentes a la
esfera desde el
mismo punto.

El segmento azuly \
el negro son iguales ‘ (

El segmento negro
es igual al segmento’
verde porque tierien
la misma inclinacion
respecto-4 la vertical
(la inctinacion del




Conicas

Al cortar un cono con un plano de menor inclinacion se obtiene
una elipse.

<



onicas




M .

Esferas de Dandelin

Conicas




Conicas

Los segmentos azules son iguales. "

Los segmentos naranjas son iguales.

Asi que la suma de las distancias de un punto de la curva a los puntos rojos es igual a la
longitud del segmento de recta en el cono entre los dos circulos punteados.



Conicas

!

C 4

=

Tomemos un punto de la curva y el segmento verde que mide su distancia a la recta roja.
El segmento azul y el negro son iguales porque ambos son tangentes a la esfera.



Conicas

AZUL /| VERDE = NEGRO / VERDE =sen p/ sen 0




Conicas

\w

Corolario: La elipse tiene excentricidad sen p /sen 8 donde p y ©
son los angulos de inclinacion del plano y el cono respectivamente.



Conicas

Al cortar un cono ¢ o\ un plano de cién se obtiene

una hipérbola.

A)




Al cortar un cono Q acion se obtiene

una hipérbola.










La diferencia entre el segmento
azul y el verde es el segmento
negro, que mide la separacion
entre los circulos en el cono (y
por lo tanto no depende del
punto de la curva).

A

BN

/

_-
\
\

\
\




Para cada punto de la

curva, el segmento
azul y el negro son
iguales.

Si el segmento verde
es perpendicular a la
linea roja, entonces:

AZUL /| VERDE = NEGRO / VERDE =sen p/sen 6

PLANO

CONO



Conicas

Corolario: La hipérbola tiene
excentricidad

senp/senB

donde p y 6 son los angulos
de inclinacion del plano y el
cono respectivamente.




TAREA 7/8

1. El corte transversal de una antena
parabolica se ve asi. Localiza el
foco.

2. Un cuarto eliptico mide 10m de largo
y 8m de ancho ¢ Cuanto suman las
distancias de los puntos de la elipse
a los focos?

3.

¢ Qué curva forman los centros
de todos los circulos tangentes a
dos circulos fijos?2

¢ Como demostrarias que dos
conicas con distinta excentricidad
tienen distinta forma? (¢no
podria pasar que dos curvas
obtenidas de cortar distintos
conos sean iguales pero sus
focos y excentricida

sean?



