Isometrias y matrices ortogonales
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isometrias.

Las transformaciones del espacio que mandan rectas en rectas y preservan
longitudes, angulos, areas y volumenes se llaman transformaciones
rigidas.

Ejemplos. Todas las traslaciones, rotaciones, reflexiones y sus composiciones
son isometrias y son transformaciones rigidas.

Como las transformaciones rigidas envian rectas en rectas y preservan
longitudes, entonces preservan distancias, asi que las transformaciones
rigidas son isometrias
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Lema. Las isometrias son transformaciones rigidas.

Demostracion. Veamos primero que preservan lineas rectas.

Por la desigualdad del triangulo tres puntos estan alineados si y solamente si la suma
de dos de sus distancias es igual a la tercera distancia.

Si p,q,r son tres puntos alineados de modo que d(p,q)+d(q,r)=d(p,r)
y I es una isometria que los envia a los puntos p', ', r' entonces
d(p',q’) + d(q’,r') = d(p,q) + d(q,r) = d(p,r) = d(p',r')

de modo que p', q' y r' deben estar alineados.
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Demostracion. Veamos primero que preservan lineas rectas.

Por la desigualdad del triangulo tres puntos estan alineados si y solamente si la suma
de dos de sus distancias es igual a la tercera distancia.

Si p,q,r son tres puntos alineados de modo que d(p,q)+d(q,r)=d(p,r)
y I es una isometria que los envia a los puntos p', ', r' entonces
d(p',q’) + d(q’,r') = d(p,q) + d(q,r) = d(p,r) = d(p',r')

de modo que p', q' y r' deben estar alineados.

Para ver que una isometria debe preservar angulos basta observar que debe enviar
cada triangulo a otro con los mismos lados, y por lo tanto con los mismos angulos.

Como cada isometria preserva longitudes y angulos, debe preservar la forma y tamafo
de los paralelogramos y los paralelepipedos, y todas las areas y volimenes se pueden
aproximar por areas de triangulos y volUmenes de paralelepipedos. °
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Decimos que una matriz es ortogonal si sus columnas son vectores unitarios
y ortogonales.

Ejercicio. {Cuales de estas matrices son ortogonales?

| o 0 '1/\/2‘
M= | 0 1 0
| Lo 0 e

ys Yve Yz

N= | vz -%/ve O
\1/\/3 1/ve 1/\/21




Lema. La transformacion lineal dada por la matriz M es una isometria si y
solo si M es ortogonal.

Demostracion. La transformacién T(V)=MV envia los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)
a los vectores columna de la matriz, que llamaremos V,,V, y V5 y la transformacion es

T(x,y,z) = xXV;+ yV, + zV,.
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Lema. La transformacion lineal dada por la matriz M es una isometria si y
solo si M es ortogonal.

Demostracion. La transformacién T(V)=MV envia los vectores (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)
a los vectores columna de la matriz, que llamaremos V,,V, y V5 y la transformacion es

T(x,y,z) = xXV;+ yV, + zV,.

Si la transformacién es una isometria entonces las columnas V,,V,y V3, deben ser

vectores unitarios porque vienen de vectores unitarios y deben ser ortogonales ya que
por el teorema de Pitagoras la imagen de un tridangulo rectangulo debe ser un triangulo
rectangulo.

Si la matriz es ortogonal entonces V,,V, y V5 son ortogonales y tienen norma 1,
y por el teorema de Pitagoras

IT(x,y,2)1% = x% [V,1? + y? [V,]% + 22 [V5]2 = x? + y2 + 2% = |[(x,v,2)|°. .
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Lema. Una matriz M es ortogonal si y solo si MMT = 1.

Demostracion. Las entradas (ij) de la matriz MM dan los productos punto de las
columnas (i) y (j) de M.
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Corolario. Si M es una matriz ortogonal entonces M1l=mT

Este corolario de una manera muy sencilla de encontrar las inversas de las isometrias.

Ejemplo. La matriz

|
1v3 Yve v

vz °/ve 0
vz Yve o

es ortogonal (asi que corresponde a una isometria) y su inversa es la matriz
transpuesta:

|
v Yvs Y3

1Ml =
ME=ME= 1 Yve -/ve Yve
vz 0 Mo




Lema. Dadas 3 direcciones ortogonales cualesquiera en R3, hay una
isometria que lleva los ejes de coordenadas a esas direcciones.

Demostracion ?



Lema. Dadas 3 direcciones ortogonales cualesquiera en R3, hay una
isometria que lleva los ejes de coordenadas a esas direcciones.

Demostracion. La transformacién lineal que manda los vectores basicos a 3 vectores
unitarios U, V, W en esas direcciones tiene matriz ortogonal, asi que es una isometria.
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Ejercicio. Dar una isometria que envie el eje x a la recta x=y=z.

Un vector en la recta x=y=z es U=(1,1,1), un vector perpendiculara U es V=(1,1,-2) y
un vector perpendiculara Uy a V es W=UxV=(-3,3,0).

Asi que 3 vectores perpendiculares unitarios son

U/IUl=1/v3, Yvs, Yv3) s IIVI=(Yve, Yives -2/ve) Y W/IW|=(-1/y/2, 1/y/2, 0)

vz Yve -1/v2
M = | Yvs Yve Yv2
/v3 -%/ve 0

da una isometria que hace lo que queremos.
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Las matrices de rotaciones en los ejes coordenados y las reflexiones
en los planos coordenados son muy faciles.

Ejemplo. La reflexion en el plano y=0 tiene matriz

éLa reflexion en el plano 2x+y-2z=07?

Ejemplo. Una rotacidon alrededor de la linea x=z=0 tiene matriz

¢Y una rotacion alrededor de la linea x=2y=-z?



Si I es una isometria que manda el eje x a la recta L, y R es una rotacion
alrededor del eje x entonces podemos aplicar ! para llevar la recta L al
eje X, ahi podemos rotar y luego aplicar I para regresar L a su lugar original,
el resultado I - R - I"* es una rotacién alrededor de la recta L.

De manera similar puede hallarse la reflexion en cualquier plano.



Ejemplo. éCual es la matriz correspondiente a la rotacion de 90° alrededor de
la recta generada por (2,1,-2)?
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ortogonales y el primero tenga la direccién de (2,1,-2).

Un vector ortogonal a este es (1,0,1) y uno perpendicular a los dos es

(2/1/'2) X (11011) = (11_41'1)'
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(25 Yo 3yis
M= | /3 0 -Yvis
-%/3 Yv2 vas|

Y como M es una matriz ortogonal la inversa de M es su transpuesta.
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La matriz de la rotacion de 90 alrededor del eje x es

1 0 O
R=([0 O 1
O 1 O

La matriz de la rotacién de 90° alrededor de la recta generada por (2,1,-2) es el
producto

2/3 /v 3/\/18‘ 1 o olfl% Uz 3
MRMt = |15 o0 4uello 0 1 ||¥v2 0 Yy
-%/3 /v2 Yy1g/|0 1 O \3/\/18 Yvis vis]




La matriz de la rotacion de 90 alrededor del eje x es

0O O
0 1
1 0

La matriz de la rotacién de 90° alrededor de la recta generada por (2,1,-2) es el

producto

MRM™1 =

1/3 0
-%/3 Y2

2/3 Y2
/5 0)
-%/3 Y2

3/v18
-4/v18
1/v18

2/3 Y2 3/vis |
-4/\/18
1/v18

|

1 0 O ’2/3 1/5 -2/3‘
0 0 1 1,2 0o Y/

0 1 0 ||vis ¥vis Yvas]

\/

| 2/3 1/3 -2/3 | 49  8/g
“1/vis 4vis l/vigs| — |-Y9 19
| 132 0 12 | -7l9 49
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Si 4 es la reflexion en el plano x=0, la reflexién buscada es la composicion I-R-I"1,
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Ejemplo. éQue matriz da la reflexion en el plano 2x+y-2z=07?

Para hallar la reflexion podemos buscar una isometria I que lleve el plano x=0 al plano
2X+y-2z=0.

Si 4 es la reflexion en el plano x=0, la reflexién buscada es la composicion I-R-I"1,

La reflexion en el plano x=0 tiene matriz

1 0 0
g = |0 o0 1
0 1 0

Para hallar la isometria I, basta mandar el vector (0,0,1) a un vector unitario en la
direccion de (2,1,-2) que es un vector normal al plano, y mandar los vectores (1,0,0)
y (0,1,0) a dos vectores unitarios en ese plano que sean perpendiculares entre si.



Esto ya lo hicimos en el ejercicio anterior, la matriz que obtuvimos era

’2/3 /2 3/\/18‘

M= 113 0 -4ys
|-%/3 Yv2 Yvis|

Asi que la matriz correspondiente a la reflexion en el plano 2x+y-2z=0 es

25 1y, 3wis|F1 0 o || 23 Wz s
AMa ™t = |13 0 Aygll0 1 0 ||[Yv2 0 Yy | =
23 Yy Yyigl |0 0 1 ||%vig Yvig Yvis

\/

/3 Yy 3/\/18” 23 3 %3 Yo o Bl
_ 1/3 0 '4/\/18 1/\/2 0 1/\/2 — “4/9  //g 4/9
23 Yya Yyig||Pvis Hvis Mvis, 89 49 19
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