Puntos y vectores en el espacio

En el espacio euclidiano podemos darles coordenadas a los
puntos eligiendo 3 planos perpendiculares y midiendo las
distancias de los puntos a esos planos, de modo que hacia
un lado de cada plano las distancias sean positivas y hacia
el otro sean negativas.

Asi, cada punto P del espacio queda representado por una
tercia de nimeros reales (x,y,z) que dicen cuanto hay que
desplazarse en las direcciones de los ejes (las rectas de

interseccion de los planos) para ir del origen al punto.

Si Py Q son 2 puntos del espacio, el vector PQ es la
flecha o segmento dirigido que va de P a Q.

El vector PQ también puede representarse por una
tercia de niumeros reales (a,b,c), que miden los
desplazamientos necesarios para irde P a Q en las
direcciones de los ejes. Si P=(x,y,z) y Q=(x',y',z")

entonces PQ = (x'-x,y'-y,z'-z)

Dos vectores que tienen la misma direccion vy el
mismo tamafo (lo que ocurre si sus coordenadas son
iguales) son considerados iguales, sin importar donde

empiecen: los vectores son libres para moverse.

Podemos identificar a cada punto (a,b,c) con el
vector con esas mismas coordenadas, que va del

origen (0,0,0) al punto (a,b,c).
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Los vectores son muy Utiles por diversas razones, una de ellas es que podemos sumarlos
geométricamente (haciendo un desplazamiento y después el otro) mientras que sumar puntos no
tiene sentido. Los vectores pueden representar muchas cosas como posiciones relativas,
velocidades, aceleraciones o fuerzas, y la suma vectorial corresponde exactamente a como se

suman estas cosas en la fisica.

Toda la informacién geométrica de los vectores esta T

en sus coordenadas:

Por el Teorema de Pitagoras, el tamafio del vector

V = (a,b,c), llamado también la norma de V, es

V| =,/a2+b2+c2

A los vectores de norma 1 se les llama unitarios.
La direccion de un vector también puede obtenerse de sus coordenadas:
(0,0,c) Observar que (aunque no lo parezca) los angulos

(a,b,c) rojos son rectos. Por lo tanto los cosenos de los
=~

angulos que el vector (a,b,c) forma con los ejes son

cos B=b/ |U] cosy =c/ |U]|

Si U es un vector unitario sus coordenadas son los

cosenos de los angulos que forma U con los ejes.

Ejemplos.

«  SiP=(1,5,3) a Q=(6,2,4), el vector PQ es Q-P=(5,-3,1).
La distancia de P a Q es |Q-P| =/52+(-3)2+12 = V35
e El vector V=(1,2,-2) tiene norma |V| = /124_22_,_(_2)2 =3

Un vector unitario en la direccion de V es V/|V| = 1/3 (1,2,-2) = (1/3,2/3,-2/3)
+ Los cosenos de los angulos que el vector (1,2,-2) forma con los ejes son , 2/3y -2/3,

asi que los angulos son B:cos'1(2/3)z48.19° y:cos'l(—2/3)z131.81°



Problemas

1. Dibuja el tridngulo con vértices (3,2,1) (2,0,3) y (-2,1,2). Calcula la longitud de sus lados y

muestra que es un tridngulo rectangulo.

2- Considera un tridngulo A en el espacio y la sombra A' que
proyecta en el piso al iluminarse verticalmente.

a. Muestra que los lados de A' no pueden ser mas grandes

que los lados de A. 4
b. ¢Hay alguna relacién entre los angulos de A' y los de A? "
c.* ¢Sera posible acomodar a A para que su sombra tenga la

forma de cualquier otro triangulo?

Sumas, multiplos y combinaciones lineales de vectores.

La suma geométrica de vectores se obtiene

algebraicamente sumando sus coordenadas:

si U=(uy,u,,u3) y V=(vy,v,,v3) entonces

U+Vv = (u1+v1, u,+vy,, u3+bv3)

Se sigue inmediatamente que la suma de

vectores es conmutativa U+V=V+U y
asociativa (U+V)+W=U+(V+W).

Si los vectores U y V estan basados en un mismo punto, su suma U+V esta en el plano que los

contiene.

Los vectores pueden cambiarse de tamafio sin cambiar su

. Ly - , rU=(ru,,ru,,ru
direccion multiplicando sus coordenada por un un namero (ruy,ruy,rus)

real r: Si U=(u,,u,,u;) entonces rU = (ruy,ru,,rus ).

Si U#0, sus multiplos forman una linea recta, la recta — >
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U=(u1,u2,u3:)
generada por U.



Los vectores pueden combinarse multiplicandolos por nimeros reales y sumandolos, el resultado

es una combinacion lineal de esos vectores.

Ejemplos.

« Una combinacién lineal de los vectores (1,2,3) y (2,0,1) es el vector 3(1,2,3)-2(2,1,-1)=(-1,4,11)

« ¢El vector (4,4,7) es combinacion lineal de los vectores (1,2,3) y (2,0,1)?
Para ver si lo es, hay que ver si existen reales r y s tales que r(1,2,3)+s(2,0,1)=(4,4,7)
es decir r+2s=4, 2r=4 y 3r+s=7. Por la segunda ecuacion r=2 y entonces por la primera s=1, y
estos valores de ry s satisfacen la tercera y podemos comprobar que 2(1,2,3)+1(2,0,1)=(4,4,7).

- (¢El vector (2,3,5) es combinacion lineal de los vectores (1,2,3) y (2,0,1)?
Hay que ver si existen reales r y s tales que r(1,2,3)+s(2,0,1)=(2,3,5) es decir
r+2s=2, 2r=3 y 3r+s=5. La segunda ecuacion da r=3/2, entonces la primera da s=1/4 pero la
tercera da s=1/2, asi que no existen tales r,s y (2,3,5) NO es combinacién lineal de (1,2,3) y (2,0,1).

Lema. Si Uy V son dos vectores no colineales en el espacio, entonces las combinaciones lineales

de U y V forman un plano (llamado el plano generado por U y V).

Demostracion. Los multiplos de un vector en un plano
. +sV
estan en el plano, y la suma de dos vectores en un plano rU+s
estan en el plano, asi que todas las combinaciones lineales

de 2 vectores U y V estan en el plano que los contiene.

Reciprocamente, si W es cualquier vector del plano que
contiene a U y V, entonces hay un paralelogramo con lados
paralelos a U y V que pasa por laos extremos de W, asi que

W es suma de multiplos de U y V. °

Lema. Si U, Vy W son 3 vectores que no estan en el mismo plano, entonces cada vector en el

espacio es una combinacién lineal de U, Vy W.

Demostracion. La suma de 3 vectores basados en el mismo
punto esta dada por la diagonal del paralelepipedo determinado

por los 3 vectores.

Dado cualquier vector Z basado en el mismo punto que U, Vy W,
podemos dibujar planos paralelos a los generados por Uy V, Uy
Wy V y W que pasen por la cola y la punta de Z. Estos 6 planos

determinan un paralelepipedo del que Z es una diagonal, sus

aristas dan los multiplos de U, V y W cuya suma es Z. °



Ejemplo.
e ¢los vectores (1,1,0), (1,0,1) y (0,1,1) son coplanares (estan en el mismo plano)?
Como los vectores tienen distintas direcciones (ninguno es multiplo de otro) entonces dos de ellos
generan un plano. Para ver si el tercer vector esta en el plano generado por los 2 primeros, hay que
ver si es combinacion lineal de ellos, checando si la ecuacion (0,1,1)=a(1,1,0)+b(1,0,1) tiene
soluciones. La ecuacion es equivalente al sistema a+b=0, a=1, b=1. Como las uUltimas ecuaciones

contradicen a la primera, no hay soluciones y los vectores no estan en el mismo plano.

«  Escribe al vector (1,2,3) como combinacién lineal de los vectores (1,1,0), (1,0,1) y (0,1,1).

Para hallar la combinacién lineal debemos resolver la ecuacion (1,2,3)=a(1,1,0)+b(1,0,1)+c(0,1,1)

que equivale al sistema de ecuaciones

at+b=1 a=0
a+c=2 b-c=-1 c=2
b+c=3 2b=2 — b=1

Podemos checar que 0(1,1,0)+1(1,0,1)+2(0,1,1)=(1,2,3)
(el que a=0 dice que de hecho (1,2,3) esta en el plano generado por (1,0,1) y (0,1,1).

Problemas.

3. ¢Cuales de estos vectores estan en el plano generado por los vectores (1,2,3) y (3,2,1)?
a. (3,4,5) b. (-4,-5,-6) c. (4,3,5)

4. ¢(De cuantas maneras distintas se puede descomponer al vector (0,0,6) como suma de
vectores en las direcciones de (5,6,1), (-4,5,0) y (4,7,1)? Encuéntralas todas.

5. Muestra analiticamente que cada vector (X,y,z) de R3 es una combinacion lineal de los vectores
(11213)1 (21-111) V4 (31012)



El Producto punto

Podemos definir un producto interior de vectores en el espacio de manera similar a como se hizo
en el plano. Si U = (uy,u5,us3) yV = (vq,v,,V3) el producto punto (o producto interno o

producto escalar) de U y V es el niumero
u-Vv-= U;Vq+uU,v,y+usvg

Ejemplo. El producto punto de los vectores U=(1,2,3) y V=(4,5,-6) es
U-V=1442-5-3-6 = 4+10-18 = -4

Observar que por su definicion, el producto punto tiene las siguientes propiedades:

e U:-V=V-U es conmutativo
e U:-(V+tW)=U-V+U-W se distribuye con la suma
e U-AV=AU:-V saca escalares

Lema. El producto interno en R3 tiene el mismo significado geométrico que en R:

U-V=|U||V|] cos8 donde 6 es el angulo que forman Uy V

Demostracion. Si U = (u;,u,,u3) yV = (V,V,,V3) v
entonces en el plano generado por U y V la ley de los cosenos dice u-v
|U-V|%2 = |U|? + |V|? - 2|U]||V] cosB ‘
en coordenadas esto es
V

2 2 2_ 2 2 2 2 2 2 _
(uy-vy) o+ (Uy-v,) H(Us-v3) © = uy” +uy® +us” +vy© +v,° +v© -2|U||V] cosb

desarrollando y simplificando queda

- 2u,v,-2u,V,-2u5v4 = -2|U[|V] cos6

y dividiendo entre -2 queda

u,vy+u,v,+usvs = [U| V] cosB

Ejemplo. El angulo entre los vectores U=(1,2,3) y V=(4,5,-6) esta dado por
cosB = UV / U] V]| = (1-442-5-36) / (12+22+32)2(42+52+62)1/2 = -3/v/14V/77 = -3/7V22



El area del paralelogramo generado por dos vectores Uy V es

Area = base x altura = |U]||V| sen®.

Podemos calcular el area usando el producto interno ya que
[UI?]V|? sen 28 + |U|?|V|? cos? 8 = |U?|V|?
Asi que (Area)? = |U|?|V|? - (U-V)?

Ejemplo. El area del paralelogramo generado por los vectores U=(1,2,3) y V=(4,5,-6) es

Area = \/|U|2|V|2 - (UV)2 = J(12+22+32) (42+52462) - (1:442:5-3:6)2 = J14-77 - (-4)2 = /1062

Problemas

6. SiU=(2,-2,1) y V=(3,1,2), encuentra:
a. La norma de U y V y el angulo entre ellos.

b. Los angulos que forma U con los ejes x y y y con el plano xy.

7. Sea A el triangulo con vértices en (1,2,3), (2,1,0) y (3,1,1)
a. {Cuanto miden los lados de A?
b. ¢Cuanto miden los dngulos de A?

c. éCual es el area de A?

8. Los vectores (1,0,z4) y (0,1,z,) se proyectan a dos vectores perpendiculares en el plano xy.
Muestra que, dependiendo de como sean z; y z,, los vectores (1,0,zy) y (0,1,z,) pueden formar

cualquier angulo 6 mayor que 0° y menor que 180°.

(0,1,0)



Vectores ortogonales

En el espacio tridimensional es facil hallar vectores ortogonales a un vector dado, porque hay una
infinidad de direcciones ortogonales a una direccién dada y hay una infinidad de vectores en cada

direccién. Observar que los vectores ortogonales a un vector dado forman un plano.

Ejemplo. Hallar varios los vectores ortogonales a (1,2,3).

Los vectores ortogonales a (1,2,3) son los vectores (x,y,z) que satisfacen

(1,2,3) - (x,v,z) =0 o sea los que satisfacen la ecuacion x+ 2y +3z=0

y esta ecuacion lineal tiene muchas soluciones faciles de adivinar, de hecho podemos fijar los valores de dos
de las variables y obtener un valor para la tercera, por ejemplo (0,3,-2), (2,-1,0), (1,1,-1)

Todas los otros vectores ortogonales a (1,2,3) estan en el plano generado por cualesquiera dos de esos
vectores, es decir, son combinaciones lineales de dos soluciones, por ejemplo

(0,3,-2) + (1,1,-1) = (1,4,-3)

(2,-1,0) - (1,1,-1) = (1,-2,1)

Lema. Los vectores del espacio que son ortogonales a un vector U0 forman un plano.

Demostracion. Esto es intuitivamente claro, pero vamos a tratar de demostrarlo con mas rigor.

Cada plano que contiene a U hay una recta formada por vectores ortogonales a U.

Como hay una infinidad de planos que contienen a U, hay una infinidad de direcciones ortogonales a U.

Si 2 vectores V y W son ortogonales a U entonces sus combinaciones lineales son ortogonales a U ya que
U-(aV+bW)=aU-V+bU:W = a 0 + b 0 = 0. Estas combinaciones lineales de V y W forman un plano.

Falta ver que todos los vectores ortogonales a U estan en el mismo plano.

Si existieran 3 vectores V, W y Z ortogonales a U que que no estan en el mismo plano, estos generarian a

R3, y todos los vectores de R3 serian ortogonalesa U. e

Ejemplo. T
(1,2,3)

Los puntos (x,y,z) del espacio que satisfacen

la ecuacién x+2y+3z=0 forman un plano, que
_ X+2y+3z=0
contiene a los vectores (x,y,z) basados en el

origen que son ortogonales al vector (1,2,3).



Hallar un vector ortogonal a dos vectores dados es siempre posible, pero no es tan facil porque

solo hay una direccion ortogonal a dos direcciones distintas.

Ejemplo. Hallar todos los vectores que son ortogonales a (1,2,3) y a (4,5,6)

Los vectores ortogonales a (1,2,3) y (4,5,6) son los vectores (Xx,y,z) que satisfacen

1,2,3)- (x,y,2) =0 y (4,56)(xy,2) =0

0 sea 0s que satisfacen el sistema de ecuaciones

X+2y+3z=0 vy 4x+5y+6z=0

Adivinar la solucidén en este caso no es facil: hay que resolver el sistema.

Restando a la segunda ecuacion el doble de la primera ecuacién podemos eliminara zy queda 2x +y =0
Restando al cuadruple de la primera ecuacion la segunda podemos eliminara xy queda 3y + 6z =0
Oseaque y=-2x y y=-2z vy los valores de x y z estan determinados por los valores de y: si hacemos
por ejemplo y = 2 entonces queda x =-1y z = -1 asi que un vector ortogonal a (1,2,3) y a (4,5,6) es
(-1,2,-1) y todos los otros vectores ortogonales son multiplos de (-1,2,-1).

Problemas

9. {Cuantos vectores ortogonal a (1,2,3) de la forma (1,2,c) existen? ¢Cuantos vectores

ortogonales a (1,2,3) de la forma (a,b,3) existen?

10. a. Encuentra un vector ortogonal a (1,5,2) y a (3,-1,4), usando solamente el producto punto.
b. Encuentra dos vectores ortogonales a (1,1,1) que sean ortogonales entre si, usando

el producto punto.

11. ¢Que figura forman los vectores en el espacio (basados en el origen) que forman un angulo

constante con un vector V? &Y los vectores cuyo producto punto con un vector fijo es constante?

Proyecciones

La proyeccion de un vector U en la direccion del vector V es la “sombra” de U

de U al iluminarse perpendicularmente hacia V se le denota por Proy, U.

Proy,,U es un multiplo de V de tamafio |U|cos8 = U-V/|V]|,

Como el vector unitario en la direccion de V es V/|V| entonces
Proy U = (U-V/|V|2) V = (U-V/V-V) V



Ejemplo. La proyeccion de (3,5,7) en la direccion del vector V=(1,2,2) es
Proy U = (3,5,7)(1,2,2) /(1,2,2):(1,2,2) (1,2,2) = (3:1+5-2+7-2)/(1-1+2:2+2:2) (1,2,2) = 27/9 (1,2,2)

Lema. Si V es un vector no 0, entonces cada vector W en el espacio puede descomponerse de

manera Unica como suma de un vector paralelo a V y un vector perpendicular a V.

Demostracion. Basemos a V y W en el origen. Si P es el plano
perpendicular a V que pasa por la punta de W entonces hay un
multiplo V' de V cuya punta esta en el plano. Entonces

W= V' + (W-V') donde W-V' es un vector del plano ortogonal a V.

Esto puede verse analiticamente: V' = Proy, W = (U-V/V:V)V y
W- Proy, W es perpendicular a V ya que

V- (W - Proy, W) =

=V (W- (W-V/VV)V) =

=V-W - V-(W-V/V-V) V) =

=V-W - (W-V/VV) V-V =
=VW- WV=0 .

Ejemplo. El vector (3,2,-4) se puede descomponer como suma de un vector paralelo y uno
perpendicular a (1,-2,-1).
Proy; 1)(3,2,-4) = [(3,2,-4)-(1,-2,-1)/(1,-2,-1)-(1,-2,-1)] (1,-2,-1) = 3/6 (1,-2,-1) = (1/2,-1,-1/2)
(3,2,-4) = (1/2,-1,-1/2) + (3,2,-4)-(1/2,-1,-1/2) = (1/2,-1,-1/2) + (5/2,3,-1/2)
paralelo a (1,-2—1)  perpendicular a (1,-2,-1)
ya que es un multiplo  ya que (5/2,3,-1/2)-(1,-2,-1)=0

Problemas

12. SiU=(2,-2,1) y V=(3,1,2) encuentra:
a. La proyeccion de U en la direccién de (1,0,0) y la proyeccién de (1,0,0) en la direccién de V.

b. La proyeccién de U en la direccién de V y la proyeccién de V en la direccién de U.

13. a. Escribe al vector (0,3,7) como suma de un vector paralelo y otro perpendicular a (1,2,3).

b. Ahora intercambia los papeles de los dos vectores.

14. Dado un plano y cualquier vector en el espacio, demuestra que es posible descomponer al

vector como la suma de un vector en el plano y un vector perpendicular al plano.



Un producto de vectores.

. . . - 3 UxV
éSera posible definir un producto de vectores en R U U
que de un vector y que sea independiente de las
coordenadas? ¢Y -siendo optimistas- sera posible
Vl

definirlo de modo que ademas saque sumas y Uxv

escalares?
Ux (VW) =UXxV +UXxW

UxaV=aUxV

¢Quien podra ser U x U (el producto de un vector por si mismo)?

Al girar alrededor de la recta generada por U el vector U no cambia, asi que el producto UxU no deberia
cambiar. Los Unicos vectores que no cambian al girar en esa recta son los multiplos de U, asi que UxU = aU.
Si ahora giramos U para convertirlo en -U el producto debe girar igual, asi que

-U x -U = -aU. Pero si el producto saca escalares entonces -U x-U = (-1)(-1) UxU=UxU

asi que -aU = aU por lo tanto a =0, por lo tanto U x U debe ser 0.

¢Y que podemos decir del producto de dos vectores U y V del mismo tamano y no paralelos?
Al girar 180° alrededor de la recta perpendiculara Uy aV, el /
vector U se convierte en -U y el vector V es convierte en -V, asi
que el producto U x V deberia convertirse en -U x -V. Pero -U x UxUu?
-V = U x V asi que U x V no cambia. Como los Unicos vectores
gue no cambian al girarse alrededor de una recta son los vectores

de la recta, U x V debe estar en esa recta, asi que U x V debe

ser perpendicularaUyaV.

Veamos ahora como podemos definir el producto
vectorial en términos de los vectores basicos,

denotados como:

i=(0,0) j=(0,1,0) k =(0,0,1).




Si observamos a los vectores i, j y k Kk ] i

desde distintos lados observamos que k L»

esta situado respecto a i y j de la misma ] / i - K
manera que j esta situado respecto a k 'y i k‘ j

i, y de la misma manera que i esta -k - -
situado respecto a j y k. Pero k esta A T 4 '
situado respecto a j y i como -k esta N i /—> k ’/HJ
situado respecto aivy j. j i k

Ya vimos que i xi =0y queixj= ak. Digamos que a=1.

Si el producto es independiente de las coordenadas entonces:

ixi=0 jxj=0 kxk=0
ixj=k jxk=1i kxi=]j
jxi=-k kxj=-i ixk=-j

Si queremos que el producto de vectores saque sumas de vectores y producto por escalares,

entonces el productode U = uli +u2j +u3k y V= V1i +v2j +v3k debe ser

UxV

(ull +U.j +u3k) X (Vll +Vv.,j +v3k) =

U1V1IXI+U1V2IX]+U1V3IXk+

+u2v1]X|+u2v2]x1+u2v3]xk+

+uv1kxi+u

3 V2kX]+UV3ka=

3 3

= ulvzk - u1v3J-u2v1k- wvolh +uv j - ouv i

Y esta es basicamente la unica definicion posible de un producto que es independiente de las

coordenadas y saca sumas y escalares.

Definimos el producto vectorial (o producto cruz) de dos vectores usando la férmula anterior:

(ul,uz,u3) X (V1'V2'V3) = (u2v3- UV, UgVi= ULV, ULVo- uzvl)



Notar que en cada coordenada aparecen los productos cruzados de las otras dos coordenadas, con distintos
signos.

La manera mas facil de acordarse de esta formula es como un determinante:

i j k
UxV = u1 u2 u3
vy Va V3

Ejemplo. SiU=(1,2,3) y V=(4,56) entonces
UxV=(2:6-53, 3:4-6-1, 1.5 -4.2) = (-3,6,-3)

Se sigue de la definicidn que el producto vectorial tiene las siguientes propiedades algebraicas :
« UxU=0
« UxV=-VxU
o Ux (VW) =UXxV+UxW
e UXAV=AUXxV

UxV
Teorema. U x V es un vector perpendiculara Uy V. A

Demostracion.

Si (ul,uz,u3) X (V1'V2'V3) entonces

UxV == (u2v3— UV, UV - UiVa, UL Vs u2v1)

Para ver que U x V es perpendicular a U usamos el producto punto:

U-(UxV)= (ul,uz,u3) . (u2v3- UV, UV - UiV, UL Vs u2v1) =

= Ul U2V3- U1 U3V2 + U2U3V1- u2u1v3 + U3U1V2- U3U2V1 =0

Asi que U x V es perpendicular a U. De igual manera se prueba que U x V es perpendicular a V. °

Ejemplo. Encontrar dos vectores perpendiculares a (1,2,3) que sean perpendiculares entre si.
Hallar el primero es facil, ya que hay muchas direcciones posibles, basta con hallar un vector cuyo producto
interior con (1,2,3) sea 0, como (1,1,-1). Encontrar el segundo es mas dificil porque solo hay una direccion
posible. Podemos hallarla tomando el producto cruz de los dos:

(1,2,3) x (1,1,-1) = (-21-13,31+11,11-12) = (-5,4,-1).



Lema. UxV = (0,0,0) siysolosiUyVson paralelos.

Demostracion.

XV = - - - i i
U (u2v3 UV, , UgVo- UV, ULV, uzvl) es el vector (0,0,0) si y solo si

uvo-ugv, = 0 = u2/v2 = u3/v3
u,v,-u v, = 0 < U3/V3 = Ul/V1 > estos 3 cocientes son iguales
uv,muyv, = 0 < ul/v1= u2/v2

u/vy=u/v, =u/va =k e (uuug) =k(v,,v,,vy) e (U,U,,Us) es paralelo a (V;/V,,V5)

Lema. |U x V| = |U||V| senB  (que es el area del paralelogramo determinado por U y V)

Demostracion.
El area del paralelogramo es |U||V]| sen®
y ya sabemos que U-V = |U||V| cos8.

Como cos26 + sen26 = 1, entonces

[U|2|V|2 cos28 + |U|2|V|2 sen28 = |U|2|V|?

y para ver que |UxV| = |U||V]| senB

basta mostrar que  (U-V)2 + |UxV|2 = |U|2|V]|?

Para esto hay que calcular las tres magnitudes usando coordenadas (tarea). °

Ejemplo. SiU =(1,2,3) vy V = (4,5,6)
U-V=14+425436=32 vy UxV=(2-6-53,4-3-6-1, 1-5-4-2) = (-3,6,-3)
[U|2|V]|2 = 14-77 (U-V)2=322,
[Ux V|2 = 32+62+32 = 54 y 322 + 54 = 1078 = 14-77

Lema. |(U x V) - W] es el volumen del paralelepipedo

determinado por U, Vy W. ‘

Demostracion.
[((UxV)-W]| =
= |U X V||W]| cos¢p donde ¢ es el dngulo entre U x Vy W

= |U||V|senB |W|cos¢p donde 8 es el angulo entre Uy V

= area base - altura .



Ejemplos.
e El area del paralelogramo determinado por (1,2,3) y (4,5,6) es
[(1,2,3) x (4,5,6)|=1(3,6,-3)|= V54
« El volumen del paralelepipedo determinado por (1,2,3), (4,5,6) y (7,8,-9) es
(1,2,3) x (4,5,6) - (7,8,-9) = (-3,6,-3) - (7,8,-9) = -3-7 + 6:8 + 3:9 = 54

Problemas

15. Encuentra un vector perpendicular a (4,5,6) y (7,8,9)

16. Si U=(2,1,3), V=(1,4,2) y W=(1,-1,-2) calcula:
a) UxV c) (UxV) - W e) (UxV)xW
b) VxU d U-(VxW) f) Ux(VxW)

17. Encuentra 2 vectores perpendiculares a (2,-5,3) que sean perpendiculares entre si.

18. a. Demuestra analiticamente que U x V es vertical si y solo si U y V son horizontales.

b. Demuestra analiticamente que U x V es horizontal si y solo si las sombras de U y V en

el plano xy son paralelas.

19. Calcula el area del paralelogramo generado por los vectores (1,2,3) y (2,1,3) usando el

producto cruz.

20. Calcula el volumen del paralelepipedo generado por los vectores (1,2,3), (2,1,3) vy (3,1,2).

21. Demuestra que |UxV|2 + |U-V|2 = |U|2|V|2 y que por lo tanto |UxV|=|U||V||senB| donde 6 es

el angulo que forman U y V.

22. Muestra geométricamente que U - (Vx W) = (UXx V) - W

23. ¢Es cierto que el producto cruz es asociativo, es decir que U x (V x W) = (U x V) x W para

todos los vectores U, V, W?



Problemas de repaso.

24. Encuentra la proyeccion del vector (0,3,5) al plano generado por los vectores (1,0,2) y

(3,1,4). Hint: équien debe ser el vector menos la proyeccion?

25. éCual es el area del triangulo con vértices en los puntos (1,5,3), (2,4,6) y (0,1,2)?

26. éCual es el volumen del tetraedro con vértices en los puntos (1,5,3), (2,4,6), (0,1,2) y
(7,9,8)?



