Cambios de coordenadas



Hay muchas maneras de darle coordenadas a los puntos del espacio, las ecuaciones
de las curvas o superficies dependen de las coordenadas que utilicemos y eligiendo las
coordenadas adecuadas podemos hacer que las ecuaciones se vuelvan mas sencillas.

Los siguientes resultados, que enunciaremos para el espacio tridimensional, son
validos en todas las dimensiones con las modificaciones obvias y las demostraciones
son las mismas.

Si vq,vy,v3 son tres vectores linealmente independientes en el espacio entonces cada
vector v es puede escribir, de manera Unica, como combinacion lineal de ellos:

vV = a1v1+a2v2+ azviy

Diremos que las coordenadas de v en |la base vq,v5,v3 son (a1,a,a3).



Ejemplo.

V =Vi+2v,+3v3

Las coordenadas del vector
...................... v=v;+2v,+3v3 en la base

V2 V11V21V3 son (11213)
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Si fijamos una base, la funcidn que le asigna a cada vector sus coordenadas en esa
base es una funcién lineal: las coordenadas de u+v son las coordenadas de u mas las
coordenadas de v y las coordenadas del vector ru son r veces las coordenadas de u).



Para cada base de vectores, las transformaciones lineales del espacio estan dadas por
funciones lineales de las coordenadas, de modo a que cada transformacion T podemos
asignarle una matriz M que dice como cambian las coordenadas de los puntos al
aplicarles T. Observar que la matriz depende de la base.



Para cada base de vectores, las transformaciones lineales del espacio estan dadas por
funciones lineales de las coordenadas, de modo a que cada transformacion T podemos
asignarle una matriz M que dice como cambian las coordenadas de los puntos al
aplicarles T. Observar que la matriz depende de la base.

Ejemplo. Supongamos que v4,vy,v3 forman una base del espacio y consideremos la
transformacion lineal T que lleva los vectores vq,vy,v3 a los vectores vq+2vy-v3,
4vq1+7vp-3v3 Yy -9vq1+5v3 respectivamente. Entonces la matriz

1 4 -9
M=2 7 0
-1 -3 5

da la transformacidon T en esas coordenadas: si las coordenadas de un vector v en la
base v1,v>,v3 son (X,Y,z) entonces las coordenadas de Tv en la base v{,vy,v3 son

X 1 4 -9 X
T vy = 2 7 0 vy
Z -1 -3 5 Z



Nos interesa saber como cambian las coordenadas de un vector al cambiar
de una base v4,v,,v3 a otra base u,,u,,us.

Observar que el cambio de coordenadas es una transformacion lineal.

Si escribimos a los vectores u,,u,,us; como combin. lineales de v4,v,,vs:

Ul - a1V1+a2V2+ a3V3
U2 = b1V1+b2V2+ b3V3

U3 = C1V1+C2V2+ C3V3

entonces en la base v4,v5,v3 la matriz de la transformacion que lleva los
vectores v,,v,,v3 a los vectores u,,u,,us es

a; by ¢
P - az bz CZ
as bz cj3



Lema. Si P es la matriz que lleva vq,vy,v3 a uq,U,,Us3 entonces el cambio de

coordenadas de la base v4,V,,V5 a la base Uq,U,,Us esta dada por la inversa P™1.

Demostracion. Si X=(X4,X5,X3) son las coordenadas de un vector en la base v{,V5,V3
y X'=(x'{,X'5,X'3) son las coordenadas del vector en la base u;,U,,Us, tenemos que
mostrar que X' = P"1X y esto equivale a ver que PX' = X.

El cambio de coordenadas de la base uq,u,,Us a la base v{,v,,V3 es la

transformacién lineal que manda a (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) (las coordenadas de los
vectores U{,U,,U3 en la base uq,U,,U3) a las coordenadas de esos vectores en la

base v{,V5,V3. Esto es justamente lo que hace la matriz P, asi que P es la matriz del

cambio de coordenadas. °



Ejemplo. En el plano, consideremos la base formada por dos vectores v{,vy y la base
formada por los vectores uq,u, donde uy=2v{+vy y up=-vq+vs.

En la base v4,V, la transformacion lineal que lleva Vv,V, a uq,u> esta dada por

1]

si las coordenadas azules de un vector son (Xx,y)

la matriz
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y sus coordenadas verdes son (x',y') entonces

X 2 -1)| x'

y 1 1ly

de modo que Vy
x'\ 12 -1\ | x 13 173} | x

y' (1 1] \y 175 2750 |y




El lema anterior dice que mover los ejes de coordenadas aplicandoles una
transformacion lineal P tiene el mismo efecto en las coordenadas de los puntos que
mover los puntos aplicandoles la transformacion inversa p-1.

s R
- o

~N— v

Mover los ejes



Las bases formadas por vectores unitarios y ortogonales son especialmente Utiles para
la geometria, ya que las normas de los vectores y los angulos que forman pueden
calcularse directamente de las coordenadas usando el teorema de Pitagoras y la ley
de los cosenos.

Los cambios de coordenadas entre bases ortogonales también son mas sencillos,
porque la inversa de una matriz ortogonal es su transpuesta.



Ejemplo. Consideremos la base candnica de R3
v4=(1,0,0), v»,=(0,1,0), v3=(0,0,1) y la base formada por los vectores

u1=(Y/y3,Yv3.1v3) ua=(/ve.-2/ve.tlve) uz=(-1/y2,0,1/2).
En la base v{,vy,v3 la matriz de la transformacion que lleva v4,V,,V3 a uq,uy,u3 es

vz Yvz Yy3
Yve -*Ive '/ve
SV, S U/

como la matriz P es ortogonal, entonces pl= PT, y el cambio de coordenadas de la
base candnica a la otra base esta dada por X'=P Ix=p"X

Yvs  Yve vz
vz -*ve 0
vz  Yve vz

Ej. las coordenadas del vector v en la base uq,u>,us son (1/./3,1/./6,-1/,/2)

lo que puede comprobarse viendo que 1/ 5 ui+'/ g us -1/,5 Uz = Vvy.



Cada base de vectores define un sistema de coordenadas en el espacio, y cada
transformacioén lineal puede expresarse en esas coordenadas por medio de una
matriz. Al cambiar de base las coordenadas cambian y la matriz de la transformacion
también cambia.

Lema. Si P es la matriz que lleva vq,vy,v3 a uq,up,u3 ysien labasevy,vy,v3la
transformacion T esta dada por la matriz M, entonces en la base uq,u,u3 T esta dada

por la matriz P-1mp,

Demostracion. La matriz P cambia las coordenadas de la base {v;} a la base {u;}, la
matriz M da la transformacion en las coordenadas {u;} y la matriz P-1 vuelve a

cambiar de las coordenadas {u;} a las coordenadas {vj}, asi que la matriz P-1MP da
la transformacion en las coordenadas {vj}. °



Ejemplo. En la base candnica la transformacion lineal que manda (1,0) y (0,1) a
(4,-1) y (-2,5) esta dada por la matriz

-

En la base formada por los vectores (2,0) y (0,-3) la misma transformacion esta dada
por la matriz P-1MP, donde P es la matriz que manda (1,0) y (2,0) a (0,1) y (0,-3)
respectivamente:

1P | | P it (R

En la base formada por los vectores (2,1) y (-1,1) la misma transformacion esta dada
por la matriz R"IMR , donde R es la matriz que manda (1,0) y (0,1) a (2,1) y (-1,1)
respectivamente.

/3 153\ 4 -2\[2 -1 /3 1/3\[6 -6 3 0

/5 2/500-1 5]l 1] \-1/53 2/3]\3 6 0 6
asi que al cambiar de coordenadas la matriz de una transformacién lineal puede
hacerse mas sencilla o mas complicada.

Esta ultima matriz es diagonal porque los vectores de la base son vectores propios

de la transformacion.



Ecuaciones y cambio de coordenadas.

La ecuacidon de una curva o superficie es una relacion entre las coordenadas de los
puntos de la curva o superficie que los distingue de los demas puntos del espacio.

Las ecuaciones de las curvas y las superficies dependen de las coordenadas, al hacer
una transformacioén, o al cambiar la base de coordenadas, sus ecuaciones cambian.

Llamemos a las coordenadas de un punto antes de la transformacion (x,y,z) y a sus
coordenadas después de la transformacioén (x',y',z').

Esto lo podemos expresar como T(x,y,z)=(x",y',z').

Si conocemos la ecuacion antes de la transformacion (una ecuacion en x,y,z) entonces
para obtener la ecuacién después de la transformacion (una ecuacion en x',y',z")

basta escribir las coordenadas(x,y,z) en términos de las coordenadas (x',y',z"),

lo que equivale a encontrar (x,y,z) =T 1(x',y',z") y sustituirlas en la ecuacién original.



Si la transformacion es lineal, existe una matriz M tal que

N « X X

VN
y'|=M|y asi que y|=M"ly
Z' 7 Z Z'

lo que nos da las coordenadas (X,y,z) en términos de (x',y',z').

Las ecuaciones lineales y cuadraticas pueden escribirse usando matrices, lo que
permite ver facilmente como cambian al hacer una transformacion lineal:



Ejemplos.

x-2y=3 puede escribirse ( )

X+2y+3z = 4 puede escribirse l




Ejemplos.

x-2y=3 puede escribirse (1 -2 ) =3

X
Y

X
X+2y+3z = 4 puede escribirse |1 23 l YI=4
Z



Ejemplos.

X-2y=3 puede escribirse (1 -2 )(§)= 3

3x2-2y2 = 5 puede escribirse  [x y |
X
X+2y+3z = 4 puede escribirse (1 2 3' Yl =4
Z

x2+2y?+3z2 = 7 puede escribirse

(xyz)

N <X X



Ejemplos.

3x2-4xy+7y2 = 5 puede escribirse |x |

x4 2y?-3z2-4xy+5yz+6xz = 7 puede escribirse

(xyz)

N <X X



Ejemplos.

3 -2
-2 7

X

3x2-4xy+7y2 = 5 puede escribirse |x |

1 3/, -2|[x
x4 2y?-3z2-4xy+5yz+6xz = 7 puede escribirse (x y z ) >/ 2 3 ||y|=7
-2 3 -3|z



En el plano, la ecuacion lineal Ax+By=C puede escribirse como

X
Y

(A B)|"|=C

y la ecuacidn cuadratica Ax2+Bxy+Cz2=D puede escribirse como

A B/,
B/2 C

X

Y

(xXy) =D




En el espacio, la ecuacion lineal Ax+By+Cz=D puede escribirse como

X

Y
z

(ABC)|yl=D

y la ecuacién cuadratica Ax?+By2+Cz2+Dxy+Exz+Fyz=G puede escribirse

A D/2 E/2 X
[x v 4o, B Fr|y|=6
E/z F/z C Z




Las ecuaciones de primer grado pueden escribirse como

VX =cC

donde V es el vector de coeficientes y X es un vector (vertical) de coordenadas.



Las ecuaciones de primer grado pueden escribirse como
VX =c
donde V es el vector de coeficientes y X es un vector (vertical) de coordenadas.
Si hacemos una transformacion lineal X'=TX entonces X=T'1X' y sustituyendo queda
VTIX) = VT X = ¢

’ 4 . - . _1
asi que al hacer la transformacion el vector de coeficientes cambia a VT .



Las ecuaciones de primer grado pueden escribirse como
VX =c
donde V es el vector de coeficientes y X es un vector (vertical) de coordenadas.
Si hacemos una transformacion lineal X'=TX entonces X=T'1X' y sustituyendo queda
VTIX) = VT X = ¢

’ 4 . - . _1
asi que al hacer la transformacion el vector de coeficientes cambia a VT .

, - -1 T
Y si T es unaisometria T = T y entonces VI = VT



Ejemplo. ¢Como cambia el plano 2x+y = 4 al hacer la transformacion
(x,y') = (4/5X+3/5y/'3/5x+4/5Y)



Ejemplo. ¢Como cambia el plano 2x+y = 4 al hacer la transformacion
(x,y') = (4/5X+3/5y/'3/5x+4/5Y)

X
La ecuacion puede escribirse como (2 1 ) =4

y x'| _[ 45 3/5||x x| |45 -3/s
y la transformacion es = —

y'| |-3/5 45|y vl |3/5 4/5



Ejemplo. ¢Como cambia el plano 2x+y = 4 al hacer la transformacion
(x,y') = (4/5X+3/5y/'3/5x+4/5Y)

X
La ecuacion puede escribirse como (2 1 ) =4
y x'| _[ 45 3/5||x x| |45 -3/s
y la transformacion es = —
y'| |-3/5 “s5]|y y| |35 %
4/ 3 X!
asi que la ecuacidén transformada es (2 1 ) 3 5 4/5 1= 4
/s s ||y
XI
multiplicando las matrices queda (115 -2/5) ol = 4

osea 1ll/5x'-2/5y' =4



Las ecuaciones homogéneas de segundo grado pueden escribirse como

X'SX = ¢

donde S es una matriz simétrica y X es el vector (vertical) de coordenadas.



Las ecuaciones homogéneas de segundo grado pueden escribirse como
X'sX = ¢

donde S es una matriz simétrica y X es el vector (vertical) de coordenadas.

Si hacemos una transformacion lineal X'=TX entonces X=T "X

y sustituyendo en la ecuacidén original queda

(T s ixy = x T spix = x T Ts1ix = ¢

asi que al hacer la transformacion la matriz S cambia por la matriz TisT!,



Las ecuaciones homogéneas de segundo grado pueden escribirse como
X'SX = ¢
donde S es una matriz simétrica y X es el vector (vertical) de coordenadas.
Si hacemos una transformacion lineal X'=TX entonces X=T'1X'
y sustituyendo en la ecuacidén original queda
(T7X) ST = X1 s = x T TsT % = ¢

asi que al hacer la transformacion la matriz S cambia por la matriz TisT!,

Si T es una isometria T+ = T' y entonces T_lTST_1= TSTT



Ejemplo. ¢Como cambia la ecuacidon 2x2+6xy+2y2 =5 al aplicarle la
transformacion (x',y") = (4/gx+3/sy,-3/ex+%/sy) ?



Ejemplo. éComo cambia la ecuacion  2x2+6xy+2y2 = 5
transformacion (x',y") = (4/gx+3/sy,-3/ex+%/sy) ?

La ecuacidén puede escribirse como [x ] 3 5

X' 4/5 3/5 ||x
y la transformacion es 1=
Yy '3/5 4/5 y

al aplicarle la

=5
x| |45 -3/5
y| |35 4/s



Ejemplo. ¢Como cambia la ecuacidon 2x2+6xy+2y2 =5 al aplicarle la
transformacion (x',y") = (4/gx+3/sy,-3/ex+%/sy) ?

2 3|(X
La ecuacion puede escribirse como [x ] 3 2lly|” 5
x| |45 35 ||x x| |45 -3/5
y la transformacion es 1= =
Y| |-3/5 Ys||y y| |35 s

asi que la ecuacidén transformada puede escribirse

s 3/5 2 3 4/5 '3/5 X'
(X' y') 3, 4 3, 4 =2
=Is Is||3 2||7/s /s ||V

14 21 |
/25 “*/75]||x

y haciendo el producto de matrices queda >((' y' ) =5
s /s |V

0sea 14/5c x'2+42/,c X'y'+27/,c y% = 5



La ecuacion general de segundo grado

Queremos saber que forma tienen las soluciones de todas las ecuaciones de segundo
grado en 2 o 3 variables. Empezaremos por las ecuaciones sin términos lineales como

3x2+4y2 =5 2x2+6xy+2y2 =1

x2+2y2-3z2 = 2 x2+2y2-3z2-4xy+6xz = -7

Ya conocemos las formas cuando las ecuaciones no tienen términos cruzados,

¢Y si si si los tienen? Una posibilidad es que existan otras formas, otra posibilidad es
que sean las mismas formas pero en otras posiciones.



La ecuacion general de segundo grado

Queremos saber que forma tienen las soluciones de todas las ecuaciones de segundo
grado en 2 o 3 variables.

2x2+3y2 =5 2x2+5xy+3y2 =1

x2+2y2-3z2 = 2 x2+2y2-3z2-4xy+6xz = -7

Para averiguarlo podemos hacer cambios de coordenadas: si existe una base de
coordenadas donde la ecuacién no tenga términos cruzados entonces la forma debe
ser como una de las que ya conocemos, aunque quizas deformada por la
transformacién que lleva unos ejes de coordenadas a los otros ejes. Pero si esa
transformacién es ortogonal (una isometria) entonces la forma debe ser la misma.



Teorema. Para cada ecuacion homogénea de segundo grado hay un cambio de
coordenadas ortogonales que elimina los términos cruzados.



Teorema. Para cada ecuacion homogénea de segundo grado hay un cambio de
coordenadas ortogonales que elimina los términos cruzados.

Demostracion. Cada ecuacidon cuadratica homogénea se puede escribir

XTSX = ¢ donde S es una matriz simétrica

La ecuacion no tiene términos cruzados si la matriz S es una matriz diagonal.



Teorema. Para cada ecuacion homogénea de segundo grado hay un cambio de
coordenadas ortogonales que elimina los términos cruzados.

Demostracion. Cada ecuacidon cuadratica homogénea se puede escribir

XTSX = ¢ donde S es una matriz simétrica
La ecuacion no tiene términos cruzados si la matriz S es una matriz diagonal.

Al hacer un cambio de coordenadas X'=TX la ecuacion se convierte en

-1T

X1 st = ¢

Si T es ortogonal, entonces T+ =TT y T 'sT ! = TST.

Buscamos una T de modo que TST_1 sea diagonal.



Teorema. Para cada ecuacion homogénea de segundo grado hay un cambio de
coordenadas ortogonales que elimina los términos cruzados.

Demostracion (continua).

Buscamos una T de modo que TST'1 sea diagonal

. o -1 .
La matriz S representa una transformacion lineal y TST ~ representa esa misma

transformacion al cambiar de coordenadas.

Como S es simétrica, tiene suficientes vectores propios para formar una base, y si
escribimos una transformacidén en una base de vectores propios entonces su matriz es

diagonal.

Asi que al cambiar las coordenadas para que los ejes tengan la direccién de los
vectores propios de S, la matriz TST =~ sera una matriz diagonal, y la ecuacion en

estas coordenadas no tendra términos cruzados.



Teorema. Para cada ecuacion homogénea de segundo grado hay un cambio de
coordenadas ortogonales que elimina los términos cruzados.

Demostracion (continua).

Como S es simétrica tiene vectores propios ortogonales.

Podemos elegirlos de norma 1, de modo que el cambio de coordenadas sea una
isometria, asi que las soluciones de la ecuacién original tienen la misma forma que las
soluciones de la ecuacion transformada, solo que en otra posicidn. °



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion 2x2 + oxy + 2y2 =57



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

La ecuacion se escribe en forma matricial como



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

La ecuacion se escribe en forma matricial como

2 3
3 2

X

Xy, y




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

Los valores propios son las raices de

)

det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

Los valores propios son las raices de

2-\ 3
3 2-A

det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion Ox? + oxy + 2y2 =57

Los valores propios son las raices de

2-\

= (2—A\)%-9 = A%-4\-5
3 2-A

det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion Ox? + oxy + 2y2 =57

Los valores propios son las raices de

2-\

3 o = (2—)\)2-9 = A\2-4\-5 los valores propios son

det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

2-\

3 9 = (2—)\)2-9 = A2-4\-5 = (A-5)(A+1) los valores propios son 5y -1




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

< > 2 3/ X
X =5
Y 3 2/\y
det 2 o = (2—A)“-9 = A“-4A-5 = (A-5)(A+1) los valores propios son 5y -1

asi que en la base formada por los vectores propios la matriz debe quedar

L




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

< > 2 3/ X
X =5
Y 3 2/\y
det 3 oun) = (2—AN)"-9 = A7-4A-5 = (A-5)(A+1) los valores propios son 5y -1

asi que en la base formada por los vectores propios la matriz debe quedar

Xl

yl

5 0
0 -1

Xy =5




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion 2x2 + oxy + 2y2 =57

< > 2 3|/ X
X =5
Y 3 2/\y
[2-N 3 | .
| | los valores propios son 5y -1
3 2-A

asi que en la base formada por los vectores propios la matriz debe quedar

5 0
0 -1

Xl

yl

Xy =5

0 sea 5x'2—y =5 por lo que es ...



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion Ox? + oxy + 2y2 =57

< > 2 3|/ X
X =5
Y 3 2/\y
| 2_)\ 3 ‘ .
| | los valores propios son 5y -1
3 2-A]

asi que en la base formada por los vectores propios la matriz debe quedar

5 0
0 -1

Xl

yl

Sy -5

osea 5x'2- y- =5 por lo que es una hipérbola.



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

Los ejes de la hipérbola tienen las direcciones de los vectores propios de la matriz

2 3
3 2

Para A =15

n

Para A = -1

=N



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion Ox? + oxy + 2y2 =57

Los ejes de la hipérbola tienen las direcciones de los vectores propios de la matriz

3 3

2 3
M= |
32
Para A=5
-3 3
M-AI = y un vector propio es
Para A = -1
3 3 .
M-AI = y un vector propio es




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion Ox? + oxy + 2y2 =57

Los ejes de la hipérbola tienen las direcciones de los vectores propios de la matriz

2 3
M= |
32
Para A=5
-3 3
M-AI = y un vector propio es
- 1
Para A = -1
3 3 _ -
M-AI = y un vector propio es
3 3 1




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacidn 2x% + oxy + 2y2 =57

2 3
3 2
Para A =5
-3 3
M-AI = Yy un vector propio es
- 1
Para A = -1
3 3 _ -
M-AI = y un vector propio es
3 3 1

Podemos comprobar lo anterior haciendo el cambio de coordenadas a la base de
vectores propios unitarios, que son (/5,17 ,5) ¥ (-/,/5,%/,/5). En esta base queda

2 3
3 2

5 0
0 -1

1/\/2 1/\/2
1 1
-Iv2 T/v2

Y V2 -1/ V2
Y V2 Y V2

1 V2 1 V2
Y102 Y2

v2 e
2 Y2




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion 2x2 + oxy + 2y2 =57

Los ejes de la hipérbola tienen las direcciones de los vectores propios de la matriz

2 3
M= | \
32
Para A=5
-3 3
M-AI = y un vector propio es
- 1
Para A = -1
3 3 _ -
M-AI = y un vector propio es
3 3 1

. 2x2+6xy+2y2=5

\ 5Xl2 _yl2= 5




Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x°+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

La ecuacion se escribe en forma matricial como



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

La ecuacidn se escribe en forma matricial como
3 -2 4 | X

<x y z> -2 6 2 y | = -7
4 2 3 y4
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Los valores propios de la matriz son las raices de
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Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4 | X
<xyz>—262 y | = -7
4 2 3 Z

Los valores propios de la matriz son las raices de
3-A -2 4

det | -2 6-A 2 =
4 2 3-A
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<x y z> -2 6 2 y | = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)

4 2 3-A



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?
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3-A -2 4
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Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4| | X
xyz)-2 6 2 |y = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)
4 2 3-A

Los valores propios son -2,7,7



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4| | X
xyz)-2 6 2 |y = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)
4 2 3-A

Los valores propios son -2, 7, 7 y en una base de vectores propios la matriz queda

Xy ;-



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4| | X
xyz)-2 6 2 |y = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)
4 2 3-A

Los valores propios son -2, 7, 7 y en una base de vectores propios la matriz queda
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la ecuacidn en estas coordenadas es ...



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4| | X
xyz)-2 6 2 |y = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)
4 2 3-A

Los valores propios son -2, 7, 7 y en una base de vectores propios la matriz queda

-2 0 0| /X
<x' y' z') O 7 0 y'| = -7
O 0 7 z'

la ecuacién en estas coordenadas es - 2x'2 + 7y'2 + 72'2 = -7

Y la superficie es ...



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

3 -2 4| | X
<x y z> -2 6 2 y | = -7
4 2 3 Z
3-A -2 4
det | -2 6-A 2 | = -A3 4 12A%2-21A-98 = -(A-7)%(A\+2)
4 2 3-A

Los valores propios son -2, 7, 7 y en una base de vectores propios la matriz queda

-2 0 0| /X
<x' y' z') O 7 0 y'| = -7
O 0 7 Z'

la ecuacion en estas coordenadas es - 2x'2 + 7y'2 + 722 = -7

Y la superficie es un hiperboloide de revolucidon de dos hojas.



Ejemplo. {Que superficie representa la ecuacion 3x2+6y2+322-4xy+8xz+4yz =-77

Si queremos saber la posicion del hiperboloide necesitamos los vectores propios de

3 -2 4
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Si queremos saber la posicion del hiperboloide necesitamos los vectores propios de

3 -2 4
M= -2
4 2
Para A =-2
M-AI =
Para A=7

M-AL =



Ejemplo. {Que superficie representa la ecuacion 3x2+6y2+322-4xy+8xz+4yz =-77

Si queremos saber la posicion del hiperboloide necesitamos los vectores propios de

3 -2 4
M = -2 6
4 2
Para A =-2
5_
M-AI = -2 8 2
4 2
Para A=7
-4 -2 4
M-AI = -2 -1 2

4 2 -4



Ejemplo. {Que superficie representa la ecuacion 3x2+6y2+322-4xy+8xz+4yz =-77

Si queremos saber la posicion del hiperboloide necesitamos los vectores propios de

3 -2 4
M= -2 6
4 2
Para A =-2
5 -2
M-AI = -2 8 2 y un vector propio es
4 2 5
Para A=7
-4 -2 4
M-AlI = -2 -1 2 y un vector propio es y otro vector propio es

4 2 -4



Ejemplo. {Que superficie representa la ecuacion 3x2+6y2+322-4xy+8xz+4yz =-77

Si queremos saber la posicion del hiperboloide necesitamos los vectores propios de

3 -2 4
M= -2 6

4 2

Para A= -2
5 -2 4 2

M-AI = -2 8 2 y un vector propio es | 1 | este vector da la direccion del eje x'
4 2 5 -2

Para A=7
-4 -2 4 1 1

M-AI = -2 -1 2 y un vector propio es | 0| y otro vector propio es -2

4 2 -4 1 0



Ejemplo. ¢Que superficie representa la ecuacion 3x%+6y2+3z%-4xy+8xz+4yz = -7 ?

Como todas las combinaciones lineales de dos vectores propios con el mismo valor
propio son vectores propios, el plano generado por (1,0,1) y (1,-2,0) esta formado
por vectores propios (esto dice que es una superficie de revolucion) y cualquier par de

direcciones ortogonales en este plano pueden usarse como los ejes y'y z'.

Un hiperboloide de revolucién de
dos hojas alrededor del eje X’




Consideremos finalmente las ecuaciones cuadraticas con términos lineales.

Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J
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Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J
Estas ecuaciones pueden escribirse como
XTSX + VX = ¢
donde S es una matriz simétrica y V es el vector de los coeficientes lineales.
Si hacemos un cambio de coordenadas X'=TX donde T es una isometria,
la ecuacidon se convierte en

XTTST-1X + VT-1X = ¢
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Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J
Estas ecuaciones pueden escribirse como
XTSX + VX = ¢
donde S es una matriz simétrica y V es el vector de los coeficientes lineales.
Si hacemos un cambio de coordenadas X'=TX donde T es una isometria,
la ecuacidon se convierte en

XTTST-1X + VT-1X = ¢

Como S es simétrica, existe una isometria T de modo que TST-1 es una matriz
diagonal, asi que al aplicar T se eliminan los términos cruzados y solo quedan
términos cuadraticos y lineales.



Consideremos finalmente las ecuaciones cuadraticas con términos lineales.
Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J
Estas ecuaciones pueden escribirse como
XTSX + VX = ¢
donde S es una matriz simétrica y V es el vector de los coeficientes lineales.
Si hacemos un cambio de coordenadas X'=TX donde T es una isometria,
la ecuacidon se convierte en

XTTST-1X + VT-1X = ¢

Como S es simétrica, existe una isometria T de modo que TST-1 es una matriz
diagonal, asi que al aplicar T se eliminan los términos cruzados y solo quedan
términos cuadraticos y lineales.

Ahora podemos completar cuadrados y haciendo una traslacion obtenemos una nueva
ecuacion cuadratica en la que cada coordenada aparece a lo mas una vez, y ya
sabemos como son las soluciones de estas ecuaciones.



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7
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La ecuacién puede escribirse
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X X
+ (36| |=1

Y
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Los valores propios de la matriz son las raices de

Det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

1 2
2 4

X X
+ (36| |=1

Y

[x v

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 2
2 4-A

Det




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

1 2
2 4

X X
+ |3 6]
y

[x vl =1

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 2
2 4-A

Det = (1-A)(4-A)-4 = A2-5)\ asi que A = 0,5




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

1 2
2 4

X X
+ |3 6]
y

[x vl =1

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 2
2 4-A

Det = (1-A)(4-A)-4 = A2-5)\ asi que A = 0,5

Para A =5

M-AI=

ParaA =0

M-AI=




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

1 2|[x X
(x y) + (3 6) =1
2 4 y
Det 1A 2 = (1-A)(4-A)-4 = A2-5)\ asi que A = 0,5
2 4-\
Para A =5
-4 2 .
M-Al= y un vector propio es
2 -1
ParaA =0
1 2
M-AI= , y un vector propio es
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1 2|[x X
(x y) + (3 6) =1
2 4 y
Det 1A 2 = (1-A)(4-A)-4 = A2-5)\ asi que A = 0,5
2 4-\
Para A =5
-4 2 .
M-Al= y un vector propio es
2 -1 2
ParaA =0
1 2 2
M-AI= , y un vector propio es




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios
(Y ys.2lys) (Plysi-tys)

Yys -%lys| | X

/s s

Y
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Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios
(Y ys.2lys) (Plysi-tys)

X X
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Yys ~%/ys
NN
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Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios

(Xy5:2lys) (Plysitlys)

X'\ [Mys ?lys| X x| |Yys lys| X
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(X' y') 2 1 2, 1 361, 1 =1
/vs “Ivs|| 2 4| "/vs Tvs||Y [vs “/vs||Y




Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios
(Y ys.2lys) (Plysi-tys)
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y' ’/vs Yrvs| |y y -2/ys Yys| Y
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Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios
(Y ys.2lys) (Plysi-tys)

X'\ [Mys ?lys| X x| |Yys lys| X

y' ’/vs Yrvs| |y y -2/ys Yys| Y
entonces la ecuacion queda

(X, y,) :/\/5 'j/\/S 12| [Yys %/ys|[x - ('1/\/5 %/vs || _ 4

Ivs ‘Ivs||2 4| \-*/vs Yvs||Y *Ivs vs||Y

0 sea

y 5 0| x P . X _
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asi que la ecuacién transformada es 5x'2 - 9/ s X' + 12/ cy' = 1



Ejemplo. éQue curva representa la ecuacion x2 + 4xy + 4y2 +3x+6y=1"7

Si hacemos la isometria que envia (1,0) y (0,1) a los vectores propios unitarios
(Y ys.2lys) (Plysi-tys)

X'\ [Mys ?lys| X x| |Mys Ays| X
y' ’/vs Yrvs| |y y -2/ys Yys| Y
entonces la ecuacion queda
(X, y,) :/\/5 'j/\/S 12| [Yys %/ys|[x - ('1/\/5 %/vs || _ 4
Ivs ‘Ivs||2 4| \-*/vs Yvs||Y *Ivs vs||Y
0 sea
5 0} x X
X Y)lo o v +(-%ys *2/ys) gyl =1

asi que la ecuacién transformada es 5x'2 - 9/ s x' + 12/ 2 y' = 1 y podemos

completar cuadrados y hacer una traslacion para eliminar el termino lineal en x
quedando 5x''2 + 12/\/5 y" = 0 que es una parabola.



Corolario. Las soluciones de cada ecuacidon cuadratica en 3 variables
Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J

forman un elipsoide, hiperboloide, paraboloide, un cono, un cilindro, dos planos, un

plano, una recta, un punto o el vacio.

Demostracion ?



Corolario. Las soluciones de cada ecuacidon cuadratica en 3 variables
Ax2+By2+C22+ny+Exz+Fyz+Gx+Hy+Iz=J

forman un elipsoide, hiperboloide, paraboloide, un cono, un cilindro, dos planos, un

plano, una recta, un punto o el vacio.

Demostracion. Todas las ecuaciones de segundo grado se pueden convertir en
ecuaciones cuadraticas sin términos cruzados usando isometrias, y estas pueden
convertirse en ecuaciones donde cada variable aparezca a lo mas una vez usando
traslaciones. Ya sabemos la forma de las soluciones de estas ecuaciones, y las
transformaciones que les hicimos no cambian su forma. °



Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+y2+z242xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?
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La ecuacidon puede escribirse
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La ecuacidon puede escribirse
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xy2z)|[113||lyl[+(1 23)|y|] =1
2 31
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Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+4y2+4z2+42xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?

La ecuacidon puede escribirse

112
xy2z)|[113||lyl[+(1 23)|y|] =1
2 31

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 1 2
Det 1 1-A 3 =
2 3 1-A
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La ecuacion puede escribirse

112
(xyz)|[113 +(1 2 3)|y| =1
2 3 1(|z z

Los valores propios de la matriz son las raices de
1-A 1 2
Det | 1 1-A 3 = (1-A)3-14(1-A)+12 = -A3 + 3A2+11A-1
2 3 1-A



Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+4y2+4z2+42xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?

La ecuacion puede escribirse

112
(xyz)|[113 +(1 2 3)|y| =1
2 3 1(|z Z

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 1 2
Det | 1 1-A 3 = (1-A)3-14(1-A)+12 = -A3 + 3A2+11A-1
2 3 1-A

¢Cuales son los valores propios?



Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+y2+z242xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?

La ecuacion puede escribirse

112
(xyz)|[113 +(1 2 3)|y|l =1
2 3 1(|z Z

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 1 2
Det | 1 1-A 3 = (1-A)3-14(1-A)+12 = -A3 + 3A2+11A-1
2 3 1-A

No es facil hallar las raices, pero es facil ver que hay dos raices positivas y una
negativa.



Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+y2+z242xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?

La ecuacion puede escribirse

1 12
(xyz)(113 +(1 2 3)|y|l =1
2 3 1|z Z

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 1 2
Det | 1 1-A 3 = (1-A)3-14(1-A\)+12 = -A3 + 3A24+11A-1
2 3 1-A

No es facil hallar las raices, pero es facil ver que hay dos raices positivas y una
negativa.

Al cambiar de coordenadas con una isometria y hacer una traslacion para quitar los
términos lineales la ecuacion debe quedar algo como

X'24y'2-7'2 = ¢ (con otros coeficientes pero del mismo signo)



Ejemplo. ¢Que superficie representa x2+y2+z242xy+4xz+6yz+x+2y+3z = 1 ?

La ecuacion puede escribirse

112
(x y z)|1 13 +(1 2 3)|y|l =1
2 3 1(]|z Z

Los valores propios de la matriz son las raices de

1-A 1 2
Det | 1 1-A 3 = (1-A\)3-14(1-A)+12 = -A3 + 3A2+11A-1
2 3 1-A

No es facil hallar las raices, pero si podemos ver que hay dos raices positivas y una
negativa.

Al cambiar de coordenadas con una isometria y hacer una traslacion para quitar los
términos lineales la ecuacion debe quedar algo como

X'24y'2-7'2 = ¢ (con otros coeficientes pero del mismo signo)

Asi que la superficie es un hiperboloide de una o dos hojas, o un cono (depende de ¢)



Simetrias

Las cdnicas tienen uno o dos ejes de simetria, que son perpendiculares.

Las cuadricas tienen 2 o 3 planos de simetria que son perpendiculares.

¢Qie pasara si a una cdnica o una cuadrica le aplicamos una transformacion lineal que
mande sus ejes direcciones que no son perpendiculares?

Uno podria esperar que la simetria se pierda. Pero esto diria que la transformada ya
Nno es una conica o una cuadrica.



Corolario. Al aplicarle una transformacion lineal a una conica (o una
cuadrica) se obtiene siempre una conica (u una cuadrica).

Demostracion ?



Corolario. Al aplicarle una transformacion lineal a una conica (o una
cuadrica) se obtiene siempre una conica (u una cuadrica).

Demostracion. La cdnica (o cuadrica) tiene una ecuacién de segundo grado, al
aplicarle una transformacién lineal esta ecuacidn se convierte en que es otra ecuacion
de segundo grado, que debe corresponder a otra conica (o cuadrica). °



Corolario. Al aplicarle una transformacion lineal a una conica (o una
cuadrica) se obtiene siempre una conica (u una cuadrica).

Demostracion. La cdnica (o cuadrica) tiene una ecuacién de segundo grado, al
aplicarle una transformacién lineal esta ecuacidn se convierte en que es otra ecuacion
de segundo grado, que debe corresponder a otra conica (o cuadrica). °

Ojo: No es cierto que los ejes de simetria vayan a dar a los ejes de simetria!



Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?
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transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
X X' X
ol |-
Y Yy Y




Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0](x X' 1 1||x
X = 36 =
( Y ) 0O 11|y y' 0O 1]ly




Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0|]|x X' 1 1||x
(x y ) = 36 1=
0O 11|y y 0O 1]ly

al hacer la transformacion la ecuacion se convierte en

l

[ V')
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transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0|]|x X' 1 1||x
(x y ) = 36 1=
0O 11|y y 0O 1]ly

al hacer la transformacion la ecuacion se convierte en
o 1 0|4 Of|1 -1
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-1 1(10 1(]l0 1
O sea
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= 36

yl
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transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0|]|x X' 1 1||x
(x y ) = 36 1=
0O 11|y y 0O 1]ly
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Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0|]|x X' 1 1||x
(x y ) = 36 1=
0O 11|y y 0O 1]ly

al hacer la transformacion la ecuacion se convierte en

1 0|4 Off1 -11](x
(x' y') = 36
-1 1|10 1|0 1 [}y
0 sea
4 -4 |[x'
(x' y' = 36
-4 5[]y’




Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacion se escribe y la transformacién es
4 0]]|x X' 1 1]1]([x
X = 36 =
( Y ) 0O 11|y y' 0O 1]ly
al hacer la transformacion la ecuacion se convierte en
1 0|14 O}|1 -11]]|X
( x' y') = 36
-1 1]10 1|0 1[]Y
O sea
4 -4 |[x'
(x' y' = 36
-4 5[]y’

La ecuacidn es cuadratica y debe corresponder a una conica, si queremos saber su
forma necesitamos hallar los valores propios de esta matriz, y si queremos saber su
posicidn necesitamos los vectores propios.



Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

Valores propios La ecuacion transformada es
4 -4 X'
( X' y') = 36
-4 5[y’
4-\ -4 ,
det ) = (4-A)(5-A)-16 = A2-9\+4 asi que A = 9£V65 = 8,53, 0.47
- - 2

Asi que en la base de vectores propios la ecuacion transformada queda aprox.

La cdnica transformada tiene la forma de la elipse 8.531 x% + 0.469 y2 = 36



Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

Vectores propios La ecuacion transformada es
4 -4 X'
( X' y') = 36
-4 5[y’

Para saber la posicidn de esta conica necesitamos hallar los vectores propios

Para A = 8.53

-4.53 -4 x"| |3.53
M'-AI = 4 353 y un vector propio es =1 4
Y para A = 0.47

-3.53 -4 x"| |4.53
M'-Al = 4 453 | YUD vector propio es =1 4




Ejemplo. éComo cambia la forma de la elipse 4x2+y2 = 36 al aplicarle la

transformacion lineal T(x,y)=(x+y,y)?

La ecuacidén original es La ecuacién transformada es
4 0] |x 4 -41 X'

[x v = 36 | x"y'] = 36
0 1|y -4 511y’

\

\/

4x2+y2 = 36 4x2 - 8xy + 5y2 = 36
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