Ecuaciones de 20 grado



Lema. Las ecuaciones Ax2 + By2 = C corresponden a circulos, elipses,

hipérbolas, pares de rectas, puntos o el vacio, dependiendo de los signos de

A, ByC.



Lema. Las ecuaciones Ax2 + By2 = C corresponden a circulos, elipses,
hipérbolas, pares de rectas, puntos o el vacio, dependiendo de los signos de

A, ByC.

Demostracion. Si A,B,C tienen todos el mismo signo podemos dividir por C y queda

A'x2+B'y2 =1 con A',B'>0, que es una elipse. Si A, B tienen el mismo y C=0 es un
punto, y si el signo de C es opuesto al de Ay B entonces es el vacio Si Ay B tienen

distinto signo y C no es 0 es una hipérbola, y si C=0 es un par de rectas.

Todas estas ecuaciones representan conicas centradas en el origen que son simétricas

respecto a los ejes de coordenadas.



iA que curvas corresponden estas ecuaciones?

2x2+3y2 = 1 2x2-3y2 = 2x2 =1

2x2+3y2 =0 2x2-3y? = 0 2x2 =0

2x%+3y2 = -1 2x2-3y? = -1 2x2 = -1



iA que curvas corresponden estas ecuaciones?

2x2+3y? = 1 es una elipse 2x2-3y? = 1 es una hipérbola

(horizontal)

2x2+3y2 = 0 es un punto 2x2-3y2 = 0 son dos rectas

2x2+3y? = -1 es el vacio 2x2-3y2 = -1 es una hipérbola

(vertical)

2x2 = 1 son dos rectas

2x2 = 0 es una recta

2x2 = -1 es el vacio



Las elipses e hipérbolas centradas en el origen tienen ecuaciones Ax2+By2 = C

-
N

x2/a2 + y2/b2 =1

XZ/aZ - y2/b2 =1



Las elipses e hipérbolas centradas en el origen tienen ecuaciones Ax2+By2 = C

;Como seran sus ecuaciones cuando estan centradas en otro lado?

. (0,K)




Las elipses e hipérbolas centradas en el origen tienen ecuaciones Ax2+By2 = C

;Como seran sus ecuaciones cuando estan centradas en otro lado?

. (0,K)

A\

(x-h)2/az + (y-k)2/b2 =1 (x-h)2/a2 - (y-k)2/b2 =1




Ejemplo. ;Que ecuacién tiene el circulo de radio 3 centrado en (1,2)?

La distancia de un punto (x,y) al punto (1,2) es /(x-1)2+(y-2)2 , asi que la ecuacién del

circulo es

Jx-1)2+(y-2)2 = 3 o bien (x-1)2+(y-2)2=9



Ejemplo. jQue ecuacion cumple esta elipse?

Si hiciéramos la traslacion (x',y)=(x-1,y-2). entonces la elipse

quedaria centrada en el origen y su ecuacion seria
5
x'2/32+y'2/52=1
3
&

1,2 . .,
(1,2) Si en esta ecuacién reemplazamos a x' y a y' por sus valores

en términos de x y y obtenemos la ecuacion buscada:

(x-1)2 /32 + (y-2)2/ 52 = 1



Ejemplo. ;Que ecuacidn tiene la parabola formada por los puntos cuya distancia al

punto (5,-4) es igual a su distancia a la recta x=17

____________________________________________________________

(5,-4)




Ejemplo. ;Que ecuacidn tiene la parabola formada por los puntos cuya distancia al

punto (5,-4) es igual a su distancia a la recta x=17

La distancia de (x,y) a (5,-4) es \/(x—5)2+(y+4)2

la distancia de (x,y) a la recta es [x-1]

asi que la ecuacion es /(x-5)2+(y+4)2 = |x-1
si elevamos al cuadrado queda

(x-5)2 + (y+4)2 = (x-1)?

y simplificando queda

8x+ y2+8y=-40 osea y2+ 8y=8x-40.




Lema. Todas las ecuaciones de segundo grado Ax?+By?+Cx+Dy = E corresponden a

circulos, elipses, hipérbolas, parabolas, pares de rectas, rectas, puntos o el vacio.



Lema. Todas las ecuaciones de segundo grado Ax?+By?+Cx+Dy = E corresponden a

circulos, elipses, hipérbolas, parabolas, pares de rectas, rectas, puntos o el vacio.

Demostracion. Si Az0 y B#0 entonces podemos completar cuadrados para escribir a la

ecuacion en la forma

A(x-a)2+B(y-b)2 = E' y esta es una cénica (circulo, elipse, hipérbola, par de rectas, punto

o el vacio, dependiendo del signo de E') con centro en (a,b).

Si A=0 y B=0 entonces la ecuacién se puede escribir como A(x-a)2+Dy= E' que es una
parabola si D=0 y si D=0 es una recta o un par de rectas paralelas o el vacio,

dependiendo del signo de E'.



Ejemplo. ;A que curva corresponde la ecuacion x2- 8x - 6y = 14 ?



Ejemplo. ;A que curva corresponde la ecuacion x2- 8x - 6y = 14 ?

La ecuacion puede escribirse como
x2-8x = 6y +14

si completamos cuadrados queda
x2-8x+16 = 6y + 14 + 16

(x-4)2 = 6(y+5)

que puede escribirse como

x'2 = by' donde x'=x-4,y'=y+5

Asi que es una parabola con vértice en (4,-5)



Ejemplo. ;A que curva corresponde la ecuacion x2- 8x - 6y = 14 ?

La ecuacion puede escribirse como
x2-8x = by +14
si completamos cuadrados queda

x2-8x+16 = 6y + 14 + 16

(x-4)2 = 6(y+5) \
que puede escribirse como ! (4.-3.5)
x'2 = by' donde x'=x-4,y'=y+5 \

Asi que es una parabola con vértice en (4,-5) (4,-5)

La distancia focal es 1/4 del coeficiente de y, es decir
6/4=1.5, asi que el foco esta en (4,-5)+(0,1.5)=(4,-3.5)



;A que curva corresponde la ecuacion x2+ 4y2+ 2x + 8y = -17?



;A que curva corresponde la ecuacion x2+ 4y2+ 2x + 8y = -17?

La ecuacion puede escribirse como
(X2+2x ) +4(y2+2y )= -1

y si completamos cuadrados queda
(X2+2x+1) +4(y2+2y+1) = -1+1+4 = 4
(x+1)2  +4(y+1)2 =4

(x+1)2/92 + (y+1)2/12 =1



;A que curva corresponde la ecuacion x2+ 4y2+ 2x + 8y = -17?

La ecuacion puede escribirse como
(X2+2x ) +4(y2+2y )= -1

y si completamos cuadrados queda
(X2+2x+1) +4(y2+2y+1) = -1+1+4 = 4
(x+1)2  +4(y+1)2 =4

(x+1)2/92 + (y+1)2/12 =1

Esta es una elipse centrada en (-1,-1)
a=2, b=1y c=22-12=3
Es una elipse horizontal, con eje mayor 4 y el eje menor 2

los vértices son (-1-2,-1) y (-1+2,-1) y los focos (-1-{/3,-1) y (-1+/3,-1)



;A que curva corresponde la ecuacion x2+ 4y2+ 2x + 8y = -17?

La ecuacion puede escribirse como
(X2+2x ) +4(y2+2y )= -1
y si completamos cuadrados queda

(x2+2x+1) +4(y2+2y+1) = -1+1+4 = 4

(x+1)2  +4(y+1)2=4 ey ------------------- -
(x+1)2/92 + (y+1)2/12 = 1 6}

Esta es una elipse centrada en (-1,-1)

a=2, b=1y c=22-12=3
Es una elipse horizontal, con eje mayor 4 y el eje menor 2

los vértices son (-1-2,-1) y (-1+2,-1) y los focos (-1-{/3,-1) y (-1+/3,-1)



;A que curva corresponde la ecuacién x?~9y? + 6x + 36y = 18 ?



;A que curva corresponde la ecuacién x?~9y? + 6x + 36y = 18 ?

La ecuacion puede escribirse como
(x2+6x ) —9(y2-4y ) =18

y si completamos cuadrados queda
(x2+6x+9) —9(y2-4y+4) = 18+9-36 = -9
(x+3)2  -9(y-2)2 = -9

-(x+3)2/32 + (y-2)2/12 = 1



;A que curva corresponde la ecuacién x2~9y? + 6x + 36y = 18 ?

La ecuacion puede escribirse como

(x2+6x ) —9(y2-4y ) =18

y si completamos cuadrados queda

(x2+6x+9) —9(y2-4y+4) = 18+9-36 = -9

(x+3)2  -9(y-2)2 = -9

-(x+3)2/32 + (y-2)2/12 = 1

Esta es una hipérbola centrada en (-3,2)

a=1, b=3y c=/1%2+32=/10

Abre hacia arriba, los vértices son (-3,2+1) y (-3,2-1) y los focos (3,2+,/10) y (3,2-/10)
Las asintotas estan dadas por -(x+3)2/32 + (y-2)2/12 =0

esdeciry-2=*1/3 (x+3) osea y=1/3x+3,y=-1/3x+ 1



;A que curva corresponde la ecuacion x2~ 9y2 + 6x + 36y = 18 ?

La ecuacion puede escribirse como
(x2+6x ) —9(y2-4y ) =18
y si completamos cuadrados queda

(x2+6x+9) —9(y2-4y+4) = 18+9-36 = -9

(x+3)2  -9(y-2)2 = -9
-(x+3)2/32 + (y-2)2/12 = 1

Esta es una hipérbola centrada en (-3,2)

a=1, b=3y c=/1%2+32=/10
Abre hacia arriba, los vértices son (-3,2+1) y (-3,2-1) y los focos (3,2+,/10) y (3,2-/10)
Las asintotas estan dadas por -(x+3)2/32 + (y-2)2/12 =0

esdeciry-2=*1/3 (x+3) osea y=1/3x+3,y=-1/3x+ 1



:Que curva forman los puntos del plano cuya distancia a la recta y=0 es igual a su

distancia al punto (0,3)?

e (0,3)




;Que curva forman los puntos del plano cuya distancia a la recta y=0 es igual a su

distancia al punto (0,3)?

La distancia de (x,y) a (0,3) es [x2+(y-3)2

La distancia de (x,y) a la recta y=0 es |y|

e (0,3)
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;Que curva forman los puntos del plano cuya distancia a la recta y=0 es igual a su

distancia al punto (0,3)?

La distancia de (x,y) a (0,3) es [x2+(y-3)2

La distancia de (x,y) a la recta y=0 es |y|

Si las distancias son iguales entonces

Jx2+(y-3)2=|y| elevando al cuadrado

X2+(y_3)2 — y2 simpliﬁcando ........................
x2-6y+9 =0 osea  x%=6(y-3/2) :

es una parabola vertical con foco en (0,3)




;Que curva forman los puntos del plano cuya distancia a la recta y=0 es igual a su

distancia al punto (0,3)?

La distancia de (x,y) a (0,3) es [x2+(y-3)2

La distancia de (x,y) a la recta y=0 es |y|

Si las distancias son iguales entonces

Jx2+(y-3)2=|y| elevando al cuadrado

X2+(y_3)2 — y2 simpliﬁcando ........................
x2-6y+9 =0 osea  x%=6(y-3/2) :

es una parabola vertical con foco en (0,3)




¢:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es la mitad de su distancia a

la recta y=07?




¢:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es la mitad de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia a (0,3) es la mitad de la distancia a la recta y=0 entonces
IXP+(y-3)% = 1/,)y]
elevado al cuadrado queda

X2+(y-3)2= 1/4y2

y simplificando queda —— 5 ()

x2+3/,y2-6y = -9 A (91/3')/




:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es la mitad de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia a (0,3) es la mitad de la distancia a la recta y=0 entonces

YX2+(y-3)% = 1/,ly]

elevado al cuadrado queda

X2+(y-3)2= 1/4y2

y simplificando queda

X2+3/4y2'6y = -9

i es la ecuacidon de una elipse?

podemos completar cuadrados:

x2+3/,[y2-8y+16] = -9+12

4x%+3/,(y-4)? = 3

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘
--------

(x,y)




¢:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es la mitad de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia a (0,3) es la mitad de la distancia a la recta y=0 entonces
P2 +(y-3)2 = 1/,ly|

elevado al cuadrado queda
x2+(y-3)%=1/,y?

y simplificando queda

X2+3/4y2'6y = -9

i es la ecuacidon de una elipse?

podemos completar cuadrados:
x2+3/,[y2-8y+16] = -9+12
4x%+3/,(y-4)? = 3

es una elipse centrada en (0,4).



¢:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es el doble de su distancia a

la recta y=07?

v, (0,3)

(x,y)




:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es el doble de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia al punto (0,3) es el doble de la distancia a la recta y=0 entonces
Yx?+(y-3)% = 2ly|

elevado al cuadrado queda

x2+(y-3)% = 4y?

y expandiendo y simplificando queda
x2-3y2-by = -9

parece la ecuacion de una hipérbola ...




:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es el doble de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia al punto (0,3) es el doble de la distancia a la recta y=0 entonces
Yx?+(y-3)% = 2ly|

elevado al cuadrado queda

x2+(y-3)% = 4y?

y expandiendo y simplificando queda
x2-3y2-by = -9

completemos cuadrados:

x2-3[y2+2y+1 ]=-9-3

x2-3(y+1)2=-12 o bien
—=x2/qo+tly+1)2 /4 =1



:Que curva forman los puntos cuya distancia al punto (0,3) es el doble de su distancia a

la recta y=07?

Si la distancia al punto (0,3) es el doble de la distancia a la recta y=0 entonces
Yx?+(y-3)% = 2ly|

elevado al cuadrado queda

x2+(y-3)% = 4y?

y expandiendo y simplificando queda
x2-3y2-by = -9

completemos cuadrados:

x2-3[y2+2y+1 ]=-9-3

x2-3(y+1)2=-12 o bien b (0,-1)
—x2/19Hy+1)2 /4 =1 L 3(y+1)2- 4x2 = 12

es una hipérbola vertical centrada en (0,-1).




Lema. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto p
es e veces la distancia a una recta L es una elipse, una parabola o una

hipérbola, dependiendo del valor de e.



Lema. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto p
es e veces la distancia a una recta L es una elipse, una parabola o una

hipérbola, dependiendo del valor de e.

Demostracion. Si elegimos el sistema de coordenadas de modo que larectaLseay =0
y el punto P sea (1,0) entonces un punto (x,y) cuya distancia a L sea e veces su distancia

a p debe cumplir:




Lema. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto p
es e veces la distancia a una recta L es una elipse, una parabola o una

hipérbola, dependiendo del valor de e.

Demostracion. Si elegimos el sistema de coordenadas de modo que larectaLseay =0
y el punto P sea (1,0) entonces un punto (x,y) cuya distancia a L sea e veces su distancia

a p debe cumplir:

P2+y-12 =ely|
X2 +y2-2y+1=e2y?

X2 + (1-e2) y2 - 2y = -1




Lema. El lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto p
es e veces la distancia a una recta L es una elipse, una parabola o una

hipérbola, dependiendo del valor de e.

Demostracion. Si elegimos el sistema de coordenadas de modo que larectaLseay =0
y el punto P sea (1,0) entonces un punto (x,y) cuya distancia a L sea e veces su distancia

a p debe cumplir:

Yx2+(y-1)2 = e ly|
X2 +y2-2y+1=e2y2

X2 + (1-e2) y2 - 2y = -1

Si O<e<1 es una elipse.

Sie=1 es una parabola.

Sie>1 es una hipérbola.



¢;Que tiene que ver el punto P con los focos de la cénica?




¢;Que tiene que ver el punto P con los focos de la cénica?
Si la elipse (o hipérbola) tiene sus focos en (c,0) y (-¢,0) y la suma (o diferencia) de las

distancias es 2a entonces su ecuacion es

\/(x-c)2+y2 + \/(x+c)2+y2 = 2a

Jx-c)?+y? - 2a = £ /(x+c)?’+y?  elevando al cuadrado

(x-c)%+y? — 4a\/(x-c)2+y? + 4a? = (x+c)°+y?
4a\J(x-C)2+y? = -4a2 +(x+c)2+y? -(x-C)2-y?
4a\/(x-c)?+y? = -4a2 + 4cx  dividiendo entre 4a

Jx-0)%+y2 = -a+ c/ax

X-C)%+y

Jx-c)?+y? = c/a(x - a?/c)



¢;Que tiene que ver el punto P con los focos de la cénica?
Si la elipse (o hipérbola) tiene sus focos en (c,0) y (-¢,0) y la suma (o diferencia) de las

distancias es 2a entonces su ecuacion es

Jx-0)2+y? £ J(x+c)2+y? = 2a

Jx-c)2+y? - 2a = = J(x+c)?+y?  elevando al cuadrado
y y

(x-C)2+y2 — daJ(x-C)2+y? + 4a2 = (x+c)2+y?
4af(x-c)*+y? = -432 +(x-c:)2+y2 -(X+C)2-y2

4a\/(x-c)?+y? = -4a% — 4cx  dividiendo entre 4a

Jx-c)2+y2 = -a-c/ax
Jx-c)?+y? = c/a(x - a2/c)

T

La distancia de (x,y) a (c,0) es c/a veces la distancia de (x,y) a la recta x= a?/c

De modo que p es un foco de la conicay e es su excentricidad, c/a.

A la linea L se le llama directriz.



Ejemplo. jDonde estan las directrices de la elipse x2/25 + y2/16 = 17?




Ejemplo. jDonde estan las directrices de la elipse x2/25 + y2/16 = 17?

Aqui a=5, b=4 asi que c=/25-16 = 3 y la elipse tiene excentricidad e=c/a= 3/5.



Ejemplo. jDonde estan las directrices de la elipse x2/25 + y2/16 = 17?

Aqui a=5, b=4 asi que c=/25-16 = 3 y la elipse tiene excentricidad e=c/a= 3/5.

Las directrices son perpendiculares a la linea de los focos y vértices, y la distancia del

vértice al foco (que es 2) es 3/5 de la distancia del vértice a la directriz. Asi que la

distancia de la directriz al vértice es 5/3(2)= 10/3



Ejemplo. jDonde estan las directrices de la elipse x2/25 + y2/16 = 17?

Aqui a=5, b=4 asi que c=/25-16 = 3y |a elipse tiene excentricidad e=c/a= 3/5.

Las directrices son perpendiculares a la linea de los focos y vértices, y la distancia del

vértice al foco (que es 2) es 3/5 de la distancia del vértice a la directriz. Asi que la

distancia de la directriz al vértice es 5/3(2)= 10/3
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