Grupos de mosaicos

Pensemos ahora en los grupos de isometrias del plano que no dejan puntos fijos ni rectas
invariantes. Nos concentraremos en los grupos que son discretos. Estos son los grupos de
simetrias de los mosaicos periédicos

Un mosaico periédico es una figura plana (necesariamente infinita) cuyo grupo de simetrias
es discreto y contiene traslaciones en al menos 2 direcciones distintas.

Ejemplos de mosaicos periédicos:

Para ver que los grupos de isometrias del plano que no dejan puntos fijos ni rectas
invariantes corresponden precisamente con los grupos de simetrias de los mosaicos
periddicos, tenemos que ver que:

1) aquellos grupos siempre tienen traslaciones en al menos 2 direcciones
2) cada uno de esos grupos es el grupo de simetrias de algun mosaico periddico



Lema 1. Si G es un grupo de isometrias del plano que no deja puntos fijos ni rectas
invariantes, entonces G contiene traslaciones en al menos dos direcciones y por lo tanto en
una infinidad de direcciones.

Demostracion.

1. Si G contiene solamente traslaciones.
Sea T es una traslacion con direccion d. Entonces G debe contener alguna traslacion T' en una
direccién distinta que d, ya que de otro modo cada recta con direccién d seria invariante bajo G.

2. Si G contiene rotaciones.
Sea R es una rotaciéon con centro en un punto p y dngulo a.
Como G no tiene puntos fijos, debe existir una isometria S en G

tal que Sp#p. Entonces R'=SRS™" es una rotacién con centro en R'R”
p'=Spy éangulo a o -a. Asi que R'R 6 R'R"" es una traslacién en la R ‘El///////’
direccién de la recta pp'. Como el grupo G no deja a la recta pp' ‘/\///////*

invariante, existe una isometria S' en G que llevaap oap'aun T

punto p' fuera de la recta. Entonces S'RS"" 6 S'R'S"! es una \?\\\

rotacién R'' con centro en p" y dngulo a o -a, asique R'R o R"R’ R~ R"R

es una traslacién en la direcciéon de la recta pp'', y ya hallamos dos
traslaciones en direcciones distintas.

3. Si G no contiene rotaciones, pero tiene reflexiones o pasos.
Entonces todas las reflexiones y pasos son en rectas en una misma direccién d (porque la
composicion de dos reflexiones y/o pasos en rectas no paralelas es una rotacién).

El grupo G no puede contener solo reflexiones, porque las rectas en la direccién perpendicular a d
serian invariantes bajo G. Asi que si hay reflexiones entonces hay un paso P o una traslacion T en una
direccion que no es perpendicular a d.
Si G tiene una reflexion A en una recta r y existe una traslaciéon T, entonces ATA" es una traslacion
en la direccién Ad, que es distinta a d a menos que la direccién de T sea igual o perpendicular a d.
Pero T no tiene direccion perpendicular a d, y si T tiene direccion d entonces AT es un paso en la
direccién d. q
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Asi que podemos suponer que hay un paso P en una recta r. Como G no deja a r invariante, debe
existir una isometria S que mande r a otra recta r'=Sr.. Asi que S es una traslacion, o S es una

reflexién o un paso en una recta paralela a r. En el primer caso P? y S son traslaciones en direcciones

.. 2 2 . . . .. 2
distintas, en el segundo caso P“ y S® son traslaciones en direcciones distintas y en el tercer caso P“y
SP son traslaciones en direcciones distintas. °



Lema 2. Si G es un grupo discreto de traslaciones del plano, entonces G es isomorfo a Z o a
Z+Z.

Demostracién Sl todas las traslaciones en G son en la misma direccién, el lema 2 de la seccién
anterior muestra que todas son multiplos de la traslacién mas corta.

Si G tiene traslaciones en distintas direcciones, sea T1 la traslacion dada por el vector mas corto,
llamémoslo v1, y entre todas las traslaciones en G on otras direcciones, sea T2 la traslaciéon dada por
el vector mas corto, llamémoslo v2. Queremos ver que G esta generado por T, y T,, es decir, que

cada traslacion Ten G esde laforma T =T,% = sz con a,b enZ.

La traslacion T esta dada por un vector v, y v=av,+bv, con ay b reales.

Podemos escribir a=a'+ry b=b'+s donde a' y b' son enteros, —1/2 <r s1/2 y —1/2 <r 31/2.

__ 1 1 — 1 1
El vector v'= v -a'v-b'v, = rv +sv, es mas corto que v, 0 v, ya que lrvy+svyl < 7/, Ivel +7/, Ivl.

Pero v' es el vector de traslacién de T'= -|—1-a ﬂTz'b'nT, gue no puede ser mas corto que vy niv, a

menos que V' sea el vector 0. Eso quiere decir que r=s=0 por lo tanto a y b son enteros. .

Problemas

1. Describe todas las isometrias del plano que envian alguna recta a otra recta paralela (son
5 tipos).

2. Muestra que si G es un grupo de isometrias del plano que no deja puntos fijos ni rectas
invariantes, entonces para cada punto en cada recta del plano, existe una isometria en G
que envia a p fuera de r.

3. Muestra que el grupo de traslaciones del plano generado por las 3 traslaciones:
T'] (XIY)=(X+5,Y+3) T2(XIY)=(X+ZIY+4) T3(XIY)=(X+3,Y'2)

puede generarse con solo dos traslaciones. Encuéntralas.



La latice de traslaciones.

Sea G un grupo de isometrias del plano y H el subgrupo de traslaciones de G.

Si p es cualquier punto del plano, entonces el conjunto Hp formado por las imagenes de p
bajo todas las traslaciones de G es una latice (o reticula). La forma de esta latice no depende
del punto, sino solamente del grupo: si q es cualquier otro punto, la latice Hg es igual a la
latice Hp trasladada.

Ejemplos de latices:

La latice de traslaciones de un punto contiene informacion muy util del grupo G.
Veamos que relacion hay entre las traslaciones y las reflexiones y pasos en un mosaico.

Lema 3. Si G el grupo de simetrias de un mosaico periédico, entonces las reflexiones o
pasos en G deben enviar a cada direccién de traslacion a otra direccion de traslacién por la
misma distancia.

Demostracion. Sea H el subgrupo de traslaciones de G. Si A es una reflexion y p es un punto del
mosaico en la recta de reflexion, entonces la imagen de la latice Hp bajo A es la latice AHp, que es
invariante bajo la accion del grupo AHA™ = H, y como la latice AHp contiene a p, entonces AHp
debe ser igual a la latice Hp. .



Este lema muestra que si d, y d, son las direcciones de . \ .

las dos primeras traslaciones mas cortas, y sus .
distancias de traslacién son distintas, entonces A debe _ e
preservar ambas direcciones, asi que la direccion de - \
reflexion debe ser paralela o perpendicular a ambas.
En particular, la latice debe ser ortogonal. o \

. . . .7 . .7 \ ‘
Si las distancias de traslacion en las direccion d, y d, o ° ¢ I

son iguales, entonces A puede preservar o T S e
intercambiar las direcciones d; y d,. N

Sid, y d, son perpendiculares la latice es cuadrada y la /
reflexion puede ser en la direccién d, yd, y en la

direccién de sus bisectrices. o /

Sid, y d, no son perpendiculares, la latice es rombica . ~ . ¢

y la reflexion debe ser en la direccion de las .
bisectrices. ¢ v S

Ademas, si T es una traslacion y r es la recta de reflexiéon de A, entonces TA es una reflexion o un
paso en la recta 1/2T r,y TA A =T (asi que hay rectas de reflexion o pasos a la mitad de las

distancias de traslacion, pero no mas cerca).
Los mismos argumentos tambien valen si en lugar de una reflexion A consideramos un paso P.

Observar que si el grupo se simetrias de un mosaico periédico contiene una rotacién R con centro en
un punto p, entonces contiene rotaciones con centros en todos los puntos de la latice Hp (todas las
conjugadas de R por las traslaciones del grupo).

Lema 4. Sea G el grupo de simetrias de un mosaico periédico y H el subgrupo de
traslaciones de G. Si p es un centro de rotacién del mosaico, la latice Hp es invariante bajo
las rotaciones del mosaico con centro en p.

Demostracion. Si R es una rotacién con centro en p, entonces la imagen de la latice Hp bajo R es otra
latice RHp, que contiene a p y es invariante bajo la accién del grupo RHR™!. Pero RHR™'=H, asi que
RHp es invariante bajo H, y como contiene a p, debe ser igual a Hp. Esto muestra que las rotaciones
del mosaico con centro en p deben ser rotaciones de la latice Hp. .



Lema 5. Las Unicas rotaciones posibles en el grupo de un mosaico periédico del plano son
las de 180°, 120°, 90°y 60°.

Demostracion. Como el grupo es discreto, todas las rotaciones con un mismo centro son multiplos
de la rotacién con angulo mas pequefo, que debe ser de la forma 2n/n para algun n en N.

Sea R una rotacion con centro x y dngulo 2rn/m m>0, y sea R' la rotacidn cuyo centro x' es el mas
cercano a x, y cuyo angulo de rotacién es 2ri/n , n>0. Entonces R' R es una rotacién R" con centro
en otro punto x"' y d&ngulo un multiplo de 2n/p.

Veamos el tridngulo con vértices x, x' y x"'. Como las
rotaciones R, R' pueden obtenerse componiendo
reflexiones en dos lados del tridngulo, los angulos en
los vértices x y x' son /m y 1/n respectivamente.

El dngulo en el vértice x" es un multiplo de n/p, ya que

es la mitad del dngulo de la rotacién (R")'1. Si fuera
mas grande que /p y R""' es la rotacién con centro en
x'"y dngulo 2r/p, entonces R R"' seria una rotacion
cuyo centro x'"' estaria mas cerca de x que x'.

Asi que los dngulos en x, x" y x'' son /m, /n y /p.

Como los angulos internos cualquier tridngulo suman
m, entonces 1/m + 1/n+ 1/p =1

Las soluciones positivas de esta ecuacion son:
{m,n,o} = {2,4,4}{3,3,3}{2,3,6}

Asi que los unicos angulos de rotacién posibles son:

180°, 1209, 90° y 60°, y solo 3 combinaciones de

estos angulos son posibles .



Problemas

4. Dibuja 4 mosaicos periédicos cuyos grupos de simetrias no tengan rotaciones y sean

todos distintos.
5. ;Cuantos grupos de simetrias de latices planas (no isomorfos) hay?

6. Dibuja las latices de traslaciones para 3 puntos distintos en cada mosaico, usando 3

colores distintos para distinguirlos.
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7. iCuales de los mosaicos anteriores tendran los mismos grupos de simetrias?

8. ¢Existira un mosaico cuyo grupo de simetrias tenga rotaciones de 90° y rotaciones de 60°?



