Funciones Continuas

Recordar que una funcién entre espacios métricos f : M — N es continua si para cada x € M y para
cada € > 0 existe § > 0 tal que si d(z,y) < ¢ entonces d(f(z), f(y)) < €, o en otras palabras, que

f(Bs(x)) C Be(f(x)).

Lema. Una funcién entre espacios métricos f : M — N es continua si y sélo si la imagen inversa de cada
abierto de IV es un abierto de M.

Demostracion.

= Supongamos que f : M — N es continua y sea A un abierto de N. Para ver que f~'(A) es abierto hay
que ver que todos sus puntos son interiores. Si & € f7'(A) entonces f(z) € A, asi que existe ¢ > 0 tal que
B.(f(z)) C A. Como f es continua existe un § > 0 tal que f(Bs(z)) C B(f(z)). Esto dice que Bs(z) C f1(A),
asi que x € Intf~'(A).

< Ahora supongamos que para cada abierto A de N sucede que f *(A) es abierto en M. Siz € M y € > 0
la bola B.(f(x)) es un abierto de N, asi que f~'(B.(f(z))) es abierto en M. Como z € f~'(B.(f(z))) que es
abierto, existe § > 0 tal que Bs(x) C f~H(Be(f(x))), asi que f(Bs(z)) C Be(f(z)) °

El lema anterior permite hablar de continuidad en espacios donde estan definidos los abiertos, aunque no
este definida una métrica.

Una funcién f : X — Y es continua si para cada abierto A de Y, f~!(A) es un abierto de X.

Ejemplo. Como los abiertos de R son las uniones de intervalos abiertos, para ver si una funcién de R en
R es continua basta ver si las imégenes inversas de intervalos abiertos son uniones de intervalos abiertos.

Consideremos las funciones f y g cuyas grafi-

cas se muestran. ‘

Las preimagenes bajo f de los intervalos y=g(x)
abiertos consisten de uno, dos o tres inter-

valos abiertos, asi que f es continua. y=f{x)

Pero las preimagenes bajo g de algunos in- [\

tervalos abiertos (como el rojo) consisten de /

un intervalo abierto y un intervalo que no es \/
abierto, asi que g no es continua.




Lema. Si f: X - Y yg:Y — Z son funciones continuas entonces la composicion go f : X — Z es
continua.

Demostracién. Sea A un abierto de Z. Como g es continua, g~'(A) es un abierto de Y y como f es continua,
F (g7 *(A)) es un abierto en X. Como (g *(A)) = (go f)"*(A), esto dice que g o f es continua. °

Ejemplo. En R” las funciones coordenadas c¢;(x1,x2,...,x,) = x; son funciones continuas, ya que la
preimagen de cada intervalo abierto en R es un abierto en R".

(a,b)

¢,'(ab)

Lema. Una funcién f: X — R"™ es continua si y solo si sus funciones coordenadas son continuas.

Demostracién. = Sea f = (f1, f2,..., fn). Si f es continua entonces cada f; es continua porque es la composicion
de f con la funcién coordenada c;.

< Sean f1, f2,..., fn funciones continuas de X en R. Para ver que f = (f1, f2,..., fn) es una funcién continua de
X en R™ basta ver que la imagen inversa de cada abierto de R™ es un abierto de X. Como los abiertos de R™ son
uniones de abiertos de la forma I X I> X -+ X I, (donde los I; son intervalos abiertos), basta hacerlo para estos
conjuntos. Pero f™1(I1 x Io x -+~ x I,) = fi " (1) N fy *(I2) N -- -0 £ 1 (1) que es una interseccién de abiertos ya
que las f;’s son funciones continuas. °

Lema. La suma y el producto de niimeros reales son funciones continuas de R? en R.

La inversién i(z) = 1 es una funcién continua de R — {0} en R — {0}.
Demostracion.
1. Sean s : R? — R dada por s(z,9) = z+y y p : R?> — R dada por p(z,y) = = x y. Para ver que s y p
son continuas hay que ver que las imigenes inversas bajo s y p de cada abierto de R son abiertos de R%. Como
cada abierto de R es unién de intervalos abiertos, basta considerar las imdgenes inversas de intervalos abiertos.
s a,b) = {(z,y)/a < x +y < b} que es la franja del plano comprendida entre las lineas z+y =ayz+y=>by
p~Y(a,b) = {(z,y)/a < zy < b} que es la regién del plano entre las hipérbolas 2y = a yry = b.
2. Para ver que la funcién i : R — {0} — R — {0} dada por i(z) = 1 es continua, basta ver que las imdgenes
inversas de intervales abiertos en R — {0} son abiertos en R — {0}. Si el intervalo (a,b) no contiene al 0, su imagen

inversa es el intervalo (, 1). °
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Lema. Si f,g: X — R son funciones continuas, entonces f + g y f X g son continuas y = es continua en

el subespacio de X donde esta definida.

~s|=

Demostracién. Como f y g son continuas entonces la funcién (f,g) : XR? que envia a cada punto z a la pareja
(f(x),g(x)) es continua. La funcién f + ¢g : X — R es la composicién de (f,g) : X — R? con la funcién suma
s:R* 5 R. Y la funcién f x g : X — R es la composicién de (f, g) con la funcién producto p : R* — R, asf que
ambas funciones son continuas.

La funcién % es la composicién de la funcién f con la funcién i(z) = %, que estd definida y es continua para
z # 0, asi que % estd definida y es continua en el conjunto de puntos de X donde f(x) # 0. °

Ejemplos.

1. Los polinomios en n variables son funciones continuas de R™ en R, ya que son sumas de productos
de las coordenadas, que son continuas.

2. Si M, «, es el espacio de matrices reales de n x n, entonces la funcién de M, «, en R que a cada
matriz le asocia su determinante es una funcién continua, ya que el determinante es un polinomio
de las entradas de la matriz. Por ejemplo,

r1 T I3
Det |y1 Y2 y3| = T1Y223 + TaYsz1 + TaY122 — T3Y221 — T2Y123 — T1Y322.

Convergencia y continuidad

Es mas facil definir convergencia de sucesiones en espacios métricos usando solamente los abiertos. Las
vecindades de un punto p en un espacio X son los abiertos de X que contienen a p. Decimos que
una sucesiéon de puntos pi, p2, ps, ...Dn... €n X converge a un punto p si cada vecindad de p contiene a
casi todos los p,’s, es decir, a todos salvo un nuimero finito de ellos. Esta definicién es equivalente a la
definicién de convergencia en espacios métricos, que dice que para toda € > 0 existe un n. tal que para
toda n > ne, d(pn,p) < €.

Afirmacién. Una funcién entre espacios métricos f : M — N es continua si y solo si para cada sucesién
de puntos en M que convergen a un punto z, la sucesién de sus imdgenes convergen a f(x).

Demostracién. = Supongamos que f es continua, asi que la imagen inversa de cada abierto de N es un abierto
de M. Sea x1,x2,%3,...Tn... una sucesién de puntos que converge a x en M. Para cada vecindad V de f(x), su
imagen inversa f~*(V) es un abierto de M que contiene a 2. Como los x,,’s convergen a z, los x,,’s estn contenidos
en f71(V) a partir de algin n. Pero entonces los f(z,)’s estdn contenidos en f(f~!(V)) = V a partir de algtin
n. Como esto vale para cualquier vecindad V' de f(z), la sucesién f(x1), f(x2), f(x3),... converge a f(x).

< Supongamos que f no es continua, asi que hay un abierto A de N tal que f_l(A) no es un abierto de M.
Entonces fﬁl(A) contiene al menos un punto x en su frontera. Como toda vecindad de x contiene puntos de
M — f~'(A), hay una sucesién de puntos x1, 2, x3,... en M — f~*(A) que converge a x. Pero la sucesién de sus
imégenes f(x1), f(x2), f(x3),... no puede converger a f(z) porque los f(x;) estén en f(M — f~'(A)) = f(M)— A
y por lo tanto no estédn en ninguna vecindad de z contenida en A. °



Problemas

1. Demuestra que una funcién f : X — Y es continua si y sélo si la imagen inversa de cada cerrado
de Y es un cerrado de X.

2. ;Seré cierto que las funciones continuas envian abiertos en abiertos? ;Y cerrados en cerrados?

3. Demuestra que si f : X — Y es continua, las restricciones de f a los subespacios de X y a los
subespacios de Y que contengan a sus imagenes son continuas.

4. Muestra que f : X — Y es continua si y solo si f(CI(A)) C CI(f(A)) para todo A C X.
iSeré cierto que f(CIl(A)) = Cl(f(A))?

5. Encuentra funciones continuas y suprayectivas que envien a cada uno de los siguientes conjuntos
en los otros.

(muestra que las dos funciones que diste entre el intervalo y el circulo son realmente continuas)

6. Sea M, «, €l espacio de matrices reales de n X n.
a. Da varias funciones continuas de My, en M, « .

b. Da varias funciones continuas de M,,x, en R.

7. Sea C(I) el espacio de funciones continuas de [0, 1] en [0, 1], con la métrica uniforme.
a. Da algunas funciones continuas de C(I) en C(I).
b. Da algunas funciones continuas de C'(I) en R.
c. Da algunas funciones continuas de R en C(I).

No es necesario demostrar que las funciones que den son continuas, solo convénzanse que lo son

8. * a. Da una funcién continua y suprayectiva de [0,1) en R.
b. Demuestra que no hay ninguna funcién continua y suprayectiva de [0,1] en R.

9. * Considera la funcién ¢ : (0,1)x(0,1) — (0, 1) dada por ¢(0.a1azas...,0.b1babs...) = 0.a1basbsasbs....
L@ serd continua? ;¢ tendra inversa? ;y serd continua?



