La derivada compleja

Recordar que una funcion f : R — R es derivable en un punto a € R si l@'mz_mM existe.

El limite es la derivada de f en a y es denotado por f'(a). o

Para definir la derivada real solo necesitamos poder restar, dividir y sacar limites, y en los complejos
tambien podemos hacerlo, asi que podemos usar la misma definicién para la derivada compleja:

f(Z)—f(a)

Diremos que una funcién f : C — C es derivable en un punto a en C si lim,,,~——"= existe.
El limite es la derivada de f en a y es denotado por f’(a).
Notar que para que f'(a) exista, w debe aproximarse a un mismo ntimero complejo cuando z

se aproxima a a en todas las direcciones del plano.

Ejemplos.

» Si f(z) = z entonces

f(a) =lim,,,*=2 = 1.

zZ—a

= Si g(z) = 2* entonces
g'(a) = limz_,ai:f = limzﬁa% =lim, .z + a = 2a.

z) = z™ entonces

n—1 n—2 2, ,n—3 n—2,1 n—1
_ limzﬁa (z—a)(z" t4az" “+a*2" 2 4. +a" %2z +a" ) _

zZ—a

zt—a”
z—a

=lim, 2" '+ az" 2 +a?2" 32+ ...+ a2+ a" ! = na™L.

g'(a) =lim,_,

» Si A(z) = 1/z entonces

1/z—1/a _ (a=z)/az

h'(a) = lim,_q4 =lim,_q — 1/az = —1/a?

= Si h(z) = Z entonces lim._,,Z=2 no existe, asi que h(z) = Z no es derivable:

si z se aproxima a a por la derecha o por la izquierda entonces z —a esreal y z —a = z — a, asi

que 22 — 1, pero si z se aproxima a a por arriba o por abajo entonces z — a es imaginario y
zZ—a ’ o
z—a=—z+a, asi que == — —1. Como los resultados no coinciden en todas las direcciones el

limite no puede existir.



Significado de la derivada
Si f(x) es una funcién real, el nimero W nos dice por cuanto hay que multiplicar la diferen-

cia entre x y a para obtener la diferencia entre f(z) y f(a). Si el limite f'(a) = limg_,, 1=

r—a
existe, nos da una aproximacion del valor de M para los z cercanos a a. Asi que f'(a)
r—a

mide cuanto estira f a los reales alrededor de a, y nos podemos estimar el valor de f(z) para
x cercanos a a como f(x) — f(a) = f'(a)(z — a).

Si f: C — C es una funcién compleja, el nimero complejo %ﬁ(a) nos dice por cuanto hay
que multiplicar (estirar y rotar) la diferencia entre z y a para obtener la diferencia entre f(z)
y f(a). Si f'(a) = limzﬂa% existe, nos da una aproximacion del valor de % para
las z cercanas a a. Asi que f’(a) mide cuanto estira y gira f a los complejos alrededor de a, y
podemos estimar el valor de la funcién f(z) para z cercanos a a como f(z)— f(a) =~ f'(a)(z—a).

Ejemplo. Si f(z) = 2? entonces f/(z) = 2z y el comportamiento infinitesimal de f en algunos
puntos puede ilustrarse asi:

— |
N\
» f(1)=2 asi que para z cerca de 1 22 —12~2(z—1).
= f1(2) =4 asi que para z cerca de 2 22— 22 x4z —2).
w (1) =21 asi que para z cerca de ¢ 2% — %~ 2i(z — ).
w ff(144) =242 asi que para z cerca de 141 22— (1+4)? ~ (2+2i) (2 —1—1).



Ejemplo. Si h(z) = 1/z entonces h/(z) = —1/2% y el comportamiento infinitesimal de h en
algunos puntos puede ilustrarse asi:

1/z
= — e
3 ’ ok
» A/(1)=-1 asi que para z cerca de 1 I-1lr—(z-1).
= 1(2) =—1 asi que para z cerca de 2 11w~ —1(z-2).
= W) =1 asi que para z cerca de i I -lx(z—14)
n W(1+4) =1 asi que para z cerca de 1+ - ri(z-1-9)

Funciones analiticas.

Si una funcién compleja f(z) tiene derivada compleja en todos los puntos de una regién A de
C decimos que f es analitica en A. Si f es analitica en todo C decimos que f es entera.

Si f(z) es analitica en A entonces f(z) es continua en A, ya que:

lim, q(f(2) — f(a)) = lim,_q(z — a)lim,_,(L2=12) = 0. f'(a) = 0.

Reglas de derivacion. Si las funciones f y ¢ son analiticas en la region A entonces las
funciones f+g¢ y f-g son analiticas en A. La funciéon f/g es analitica en la regién

{a € A/g(a) # 0}. Las derivadas son:
(f+9)(a) = f(a) +¢'(a)
- (f9)'(a) = f(a)g'(a) + ['(a)g(a)

(f/g)(a) = L@s@)-t(a)g' )

g%(a)




Demostracion.

(f +g>/<a) — limz_mf(Z)Jrg(Zg)U:i(a)*g(a) — limz_mf(z)if(a) + limzﬁag(z)ig(a) — f’(a) +g/(a)

zZ—a zZ—a

(F - g)'(a) = lim._,, 129E=@ro@) _ i @)@ g+ @) ge)=fa)ole) _

Tr—a r—a

= lim. o L g(2) + lim. o f () 22242 = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

zZ—a

(1/9)’(@) = limz—m l/g(z;:(ll/g(a) - limz%ag(a)_g(;),/f(a)g(@ = limz—m g(a)lg(z) g(agz:Z(Z) - _g%a) gl(a)

Asique  (f/g)(a) = (f - 1) (a) = f'(a) 55 — fla) Gy = Hestetleidtel 4

En particular, los polinomios con coeficientes complejos son funciones analiticas en todo C: si
p(2) = apz"+an 12" '+ ..+ a1z+ag entonces p'(z2) = na, 2"+ (n—1)a, 12" 2+ ... +a;.

Las funciones racionales (cocientes de polinomios) son analiticas en todos los puntos de C
donde el denominador no se anula. Las derivadas de funciones racionales son tambien funciones
racionales.

Ejemplos.

n—1

Si f(z) =2z entonces f'(z)=(1/2") =% =2 = _pz !

i h(2> _ zziz entonces h/(2> _ (3ZQ—H)(Z2(;4j_)4_i)(§3+iZ)(2Z) _ z(;iz;i

La regla de la cadena: Si f es analitica en la regién A y g es analitica en f(A) entonces go f
es analiticaen Ay (go f)(a) = ¢ (f(a)) - f'(a).

Demostracion. lim,_,(go f)(a) = limzﬁa—g(f(z)iiz(f(a)) = limzﬁag(f;f;;:]gc((ﬁga)) f(zi:f:(“)

Como f es analitica en A entonces f es continua en A, asi que lim,_,,f(z) = f(a), por lo tanto

lim, o LED=ID) — /(£ (a)) y ya sabemos lim, ., LEZL@ = /().

Ejemplo: Si f(2) =2° vy g(z) = 23 +iz — 1 entonces
go f(z)=2%+1iz° -1 v (go f)(z) = 152" + bizt = (3(2%)2 +i(2°)) - 52*
gof(z)=(+iz=1° 'y (gof)(2) =5(z"+iz—1)* (32> +1)
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La derivada de ¢*

La derivada de la funcion exponencial exp(z) = €”, si existe, es

ea (ez—ai

zZ—a

e*~a—1 1
V—a =e” limzao

. zZ_pa . 1 .

exp'(a) = lim, = = lim,_,, ) — ¢ lim,_,,
. . . z__ .

Asi que para ver que e* es derivable en cada a € C basta mostrar que lzmzﬁo% (la derivada

de e* en 0) existe, pero esto no es tan obvio: si nos acercamos a 0 por la recta real entonces

. t_ . . . . .
hay que calcular lzmt_m% y si nos acercamos a 0 por el eje 1mag1nar1o hay que calcular

limtﬁow = limy_, 0% + limy_o2l) |y hay una infinidad de

direcciones que no hemos considerado!

Una manera facil de calcular el limite lz'mz_m% seria recordar que
2
P=ltz+ o+ 5+ .+ 5+

1 z 22
=2ttt

. z_ . 2
y entonces lim.,0“+ = lim, 02 + 5 + 5 + ..

Aqui hay algo de trampa porque la serie misma es un limite (el limite de las sumas parciales) y estamos
calculando limites de limites asumiendo que podemos cambiarlos de orden:

; ef—1 . 17: n zk Ic 1
lim, 05— = lim.0(ZliMn 00 Y1 57) = lima0 limpee D1 2

nzkl n0k1 1

L i o0 lima o > = limp—o00 )} =

. . z__ —
Si aceptamos que lzmz_m% =1 entonces exp’(a) = e” l@mz_m L — eo

funcion e* es analitica en todo C y su derivada es

a

-1 =e¢e" asiquela

exp(z) = exp(z)

Conociendo la derivada de la funcién exponencial podemos calcular las derivadas de las funcio-
nes trigonométricas usando las reglas de derivacién y la regla de la cadena:

iz —iz

Como cos(z) = % y sen(z) = “5+—  sus derivadas son
sen!(z) = S = e R — (pg(2)
T e e e ()



Ejemplos.

2

La derivada de tan(z) = iZZ((,:)) es tan'(z) = %ﬁj(z) = 1/cos?(2)

1/z 1 1/z

La derivada de e es ——e

La derivada de sen(sen(sen(z))) es cos(z) - cos(sen(z)) - cos(sen(sen(z)))

Curvas y funciones conformes.

Una curva suave por pedazos en el plano complejo es la imagen de una funcién continua « :
I C R — C. que es derivable en casi todos los puntos de I. La derivada de « en instante t; es

a()-alto)

CY/ (to) = limt*)to —to

Como t — t; es real, %fo(to) es un complejo que apunta en la direccién de «a(ty) hacia a(t) y
que aproxima la direccién de la curva en el instante ¢y. El limite, o/(to), en caso de existir y ser
distinto de 0, es un complejo que da la direccién exacta de la curva en ese instante.

Ejemplo. a(t) = t3+ti y 5(t) = t3+1%i son curvas derivables en todos sus puntos: o/(t) = 3t?+i
y B (t) = 3t* 4+ 2ti. Como o/ nunca es 0 entonces « tiene una direccién bien definida en cada
punto y no puede tener picos, pero 3’ se anula en 0, y de hecho 8 tiene un pico en 0:

a'(1)=3+i B'(-1)=3-2i B'(1)=3+2i

p'(0)=0

a'(-1)=3+i

El pico de 3(t) no viene de un cambio brusco en la derivada 3'(t), ya que 8'(t) es continua, sino de
B'(t) .

un cambio brusco en su direccion, que esta dada por el complejo unitario A0

!

; Bt _ g 324260 g, 3t242t0 g, 3t4+2i 20 _
limesor () = Mo+ Jgmge = WMot g = liMesor gy = 3 =@ pero

; B g, 32420 __ 7 34242t _ g 3t+2i 2
limy_yo- O] = limy_yo- Vot limy 0~ oz id limy - — ord . -2 ¢
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La regla de la cadena, que tambien vale para la composicién de funciones reales con una
funciones complejas (la demostracion es la misma) dice como cambia la direccién de la curva «
al aplicarle una funcién analitica f: (foa)'(t) = f'(a(t)) /(t) donde f'(a(t)) es la derivada
de la funcién analitica f en el punto «(t). Asi que si @' no se anula y f’ no se anula en los
puntos de « entonces la derivada de f o o tampoco se anula.

Una funcién analitica f manda curvas sin picos a curvas sin picos, a menos que las curvas pasen
por puntos donde [/ = 0.

Decimos que una funcién f es conforme en una regién A del plano si manda a todas las curvas
suaves (sin picos) en A a curvas suaves en f(A) y preserva los dngulos de interseccién entre
ellas.

Teorema. Si f es analitica en una regién A entonces f es conforme en todos los puntos de A
donde f'(a) # 0.

Demostracién. Sean « y 8 dos curvas suaves en A que se intersectan en un punto a de A tal que
f'(p) # 0. Las direcciones de a y 8 en el punto de interseccién estan dadas por complejos o/(t) y
B'(s) (donde «a(t) = a = B(s)), suponiendo que estos complejos son distintos de 0. Las curvas f o «
y f o (3 se intersectan en el punto f(a) y sus direcciones estan dadas por los complejos f'(a) - /(t) y
f'(a) - B'(t). Como estos dos complejos se obtienen multiplicando los primeros dos complejos por el
complejo f'(a) # 0, el d&ngulo entre estos dos complejos es igual al &ngulo entre los primeros dos. A

En particular, cada funcién analitica f en C manda a las familias de rectas horizontales y
verticales del plano a dos familias de curvas que se interesectan ortogonalmente, excepto (quizas)
en los puntos donde la derivada f’ se anula.



Teorema. Si una funcién f es analitica en una regién conexa Ay f’(z) = 0 para todo z € A
entonces f es constante.

Demostracién. Hay que mostrar que f(a) = f(b) para todos los puntos a y b de A. Sea a: [0,1] — A

0 (ya que f' = 0 en todos los puntos de A). Asi
) — f(a), asi que f(a) = f(b). A

una curva suave que vaya de a a b. Entonces g(t) = f o @ es una funcién de [0,1] en R que es
i

d1feren(31able yg(t)=(fo 04) ( ) = f(a(t)d(t)
que fO t)dt = 0. Pero fo t) =g(1) —g(0) =

Este teorema implica que si dos funciones analiticas tienen la misma derivada en una regién
conexa, entonces las funciones difieren por una constante.

Problemas

1. Tlustra el comportamiento infinitesimal de la funcién p(z) = 2% —2z+1 cerca de los puntos

—1
z=0,1,i. Haz lo mismo para la funcién ¢(z) = 3.

2. (En que regién es analitica la funcién h(z) = Zi +7 ;Cuales son los puntos donde h' se

anula?

3. Demuestra que si P(z) es un polinomio complejo y P(¢) = 0 para un complejo ¢ entonces
z — ¢ divide a P(z) asf que P(z) = (z — ¢)Pi(z), donde P;(z) es un polinomio de grado
n — 1. Concluye que cada polinomio de grado n tiene a lo mas n raices complejas.

4. Si H(z) = P(z)/Q(z) es una funcién racional con P(z) un polinomio de grado m y Q(z)
un polinomio de grado n, ;A lo mas en cuantos puntos puede no estar definida H? ;En
cuantos puntos puede no ser analitica? ;En cuantos puntos puede anularse su derivada?

5. 51 f(z) = Z5 vy g(z) = M Calcula fog(z) y go f(z) y sus derivadas (expresadas

como funciones racionales)

6. Encuentra todos los puntos donde la funcién P(z) = 23+ 2+ 1 no es conforme. Encuentra
dos curvas a y 8 cuyo angulo de interseccion no se preserva al aplicarles la funcién P.

7. Sean f y g dos funciones analiticas en una regién A.
. Que relacién hay entre fy g si f'(z) = 2¢/(z) para todo z € A?
Y si(f/g)(z) =2 para todo z € A?

8. Demuestra que si f es una funcién analitica cuya n-esima derivada existe y es 0, entonces
f es un polinomio de grado menor que n.



Derivadas reales vs derivadas complejas.

Cada funcién f : C — C puede pensarse como una funcién f : R? — R? y viceversa. Es natural
entonces preguntarse que relacion hay entre las derivadas complejas y las derivada reales de
estas funciones.

La definiciéon de la derivada de funciones de varias variables reales no es tan directa como la
definicion de la derivada de funciones de R en R, porque no podemos definir la divisién entre
vectores! En lugar de eso se usa una propiedad de la derivada de R en R: la derivada de f en
un punto a, en caso de existir, es el tinico nimero real r tal que lz'mgHaM = r es decir

que lim,_,L@=I@=re=a) _ o Esto dice que la funcién lineal r(z — a) aproxima tan bien a

f(x) — f(a) que la diferencia |f(x) — f(a) — r(z — a)|, aun dividida por |z — a|, se aproxima a
0 cuando x se aproxima a a.

Esta propiedad de tener una buena aproximacion lineal cerca de un punto es la que se usa para
definir las derivada funciones de R? en R?:

f : R? — R? es derivable en un punto (a,b) si existe una funcién lineal L que aproxime a la
diferencia f(z,y) — f(a,b) tan bien que

. |f(z,y)—f(a,b)—L(z—a,y—b)| __
i 0,0,y LR EE =0 — 0,

Es facil ver que hay a lo mas una funcién lineal L con esa propiedad, si existe se le llama la
derivada de f en el punto a y se le denota por Df.

En los cursos de célculo se demuestra que si f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) y las derivadas parciales
de u y v existen y son continuas entonces f es derivable y la matriz de la derivada Df es la
matriz:

ou  u
or Oy
Df =
o
ox Oy

Ahora observemos que si una funcién de f : C — C es derivable (como funcién compleja) en el
punto a + b entonces:

f(x+iy)— f(a+ib)

lz'mﬁiy%aﬂbm =r+14s para algun complejo r +is y esto equivale a decir que
. . ) (i o laib
llmm—&—iy—m—&-ib f(z+iy) f(a;zrzyfzjii)b()w+zy (a+1b)) —0.

Asi que si multiplicamos z + iy — (a + @) por el complejo r + is obtenemos una buena
aproximacién de f(z +1iy) — f(a +ib) para x + iy cerca de a + ib.
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Pero multiplicar por el complejo r + is corresponde en R? a aplicar la funcién lineal L dada
—5

por la matriz [ Z

Asi que podemos reescribir el limite anterior como

. f(zy)—f(a,b)—L(z—a,y—b)| __
i ) ) R0 — g,

Esto dice que la funcién f es derivable como funcién de R? en R? y que la derivada compleja,
vista como transformacion lineal, da la derivada real. Pero esto también dice que las derivadas
complejas son funciones lineales muy especiales porque sus matrices son ortogonales y tienen
determinante positivo (multiplican a todos los vectores por el mismo escalar y los giran el mismo
dngulo). Asi que una funcién derivable de R? a R? cuya derivada no este dada por una matriz
ortogonal no puede ser derivable como funciéon compleja!

Teorema (Cauchy-Riemann). Una funcién compleja f(x + iy) = u(z + iy) + iv(z + iy)
es derivable (como funcién compleja) si y solamente si f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) es derivable
como funcién de R? en R? y sus derivadas parciales satisfacen:

Ou __ Ov ov _ _ Ou

9 = or 5 = "oy (Las ecuaciones de Cauchy-Riemann)

es decir, si su derivada como funcién real tiene una matriz ortogonal con determinante positivo.

Funcion derivable real

4

Funcion derivable compleja

La derivada de f : R? — R? envia los vectores (1,0) y (0,1) a los vectores (g—;, g—;) Yy (%Z’ g—Z)
Las ecuaciones de Cauchy Riemann dicen que estos vectores son ortogonales y del mismo tamario.

10



Demostracién. Ya hemos mostrado que las funciones derivables complejas son derivables como funcio-
nes reales y que su derivada real tiene matriz ortogonal con determinante positivo.
Ahora si una funcién f : R? — R? es derivable en el punto (a,b) (como funcién real) y su derivada

estd dada por una matriz de la forma Df = { Z _TS }

‘f(xvy)ff(avb)7Df(x7avy7b)| —
[(z—a,y—b)|

entonces la expresion  1im ;) (ap) 0 puede reescribirse como

lemgtiy—ativ ‘f(ﬁiy)7f(a\112;—(2ti;)|(Hiyiaﬁb)I =0 lo que equivale a

. fla+iy)—f(a+ib)—(r+is)(x+iy—a—ib) __
lzm:c—&-iy—)a-i—ib x+iy—a—ib =0

y esto dice que r + is es la derivada compleja de f en el punto a +ib A

Ejemplo 1. f(z +1y) = 2? — y? + 2izy
Aqui u=2?—-19* vy v =2y las dos son funciones reales derivables y

ou _ v _ ou _ _ v _
%—Qx 6x—2y oy = 2y 8y—2x

Asi que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y f es derivable como funciéon compleja.

La derivada de la funcién real f(z,y) = (2% — y%,2zy) es Df = [ 2o —2y ]

2y 2z

La derivada compleja de f(x +iy) = 2% — y* + 2izy es f'(z +iy) = 2w + 2iy.

Ejemplo 2. g(x + iy) = 2® + y? + 2ixy

Aqui v=2%+y? v v=2zy las dos son funciones reales derivables y

ou _ v _ ou _ w _
Oy =2z 5 =2y a—Z—Qy a—;—Qm
Asi que no se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y g no es derivable como funcién
compleja.

2 2y

La derivada de la funcién real g(z,y) = (2> + 9, 2zy) es Dg = [ 2y 2z

] y no es ortogonal.
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Ejemplo 3. ¢(x + iy) = = — iy

Aqui u==x y v =y las dos son funciones reales derivables y

ou _ o0 _ ou _ o _ _
$_1 8:}0_0 By_o oy 1

Asi que no se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y ¢(z + iy) = = — iy no es derivable
como funciéon compleja.

1

La derivada de la funcién f(z,y) = (x —y) es: [ 0

1 } que es ortogonal pero tiene determi-

nante negativo.

(esta funcién es ¢(z) = Z, que no preserva angulos, sino que les cambia de signo)

Ejemplo 4. e(z + iy) = e®cosy + e*seny i

Aqui u=e"cosy y v =e"seny las dos son funciones reales derivables y

S = e"cosy 5o = e"seny 5, = —€"seny 5, = €"cosy

Asi que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y e es derivable como funcién compleja.

. L, i . | e®cosy —eseny
La derivada de la funcién real e(x,y) = (e*cosy, e*seny) es Df = ¢Pseny  e*cosy
La derivada compleja de e(x + iy) = e"cosy + e"seny i es €' (x + iy) = e"cosy + e"seny i.

(Esta funcién es e(z) = €7, esto demuestra que es derivable y que su derivada es e?.)

Ejemplo 5. h(z + iy) = e"seny + e"cosy i no es derivable como funcién compleja:

e*seny  e*cosy

La derivada de la funcién real h(z,y) = (e*seny, e"cosy) es Dh = eFeosy —cFseny

que es ortogonal, pero tiene determinante negativo.

(Esta funcién es la conjugada de e*: no preserva angulos, solo les cambia el signo.)
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Teorema de la funcién inversa. Si f es una funcién analitica en una vecindad del punto a
con derivada continua y f’(a) es distinta de 0, entonces hay una vecindad U de a y una vecindad
V de f(a) de modo que f: U — V es biyectiva y la funcién inversa g : V' — U es analitica. La
derivada de g satisface ¢'(w) = ﬁ para cada w = f(z) en V.
Demostracion. Sabemos que si f es analitica en una vecindad de a, antonces f es diferenciable como
funcion de R? en R?, y si la derivada compleja de f en un punto p es r + is entonces la derivada real
r o —s

en ese punto esta dada por la matriz D f = { s

Pero si r + is # 0 entonces la matriz es invertible, y si r + is es una funcién continua de p entonces
la matriz tambien lo es. Ahora el teorema de la funcién inversa para funciones en R" dice que si una
funcién f : U C R? — R? es derivable en una vecindad de un punto «, y si la derivada D f es continua
y Df(a) es invertible, entonces hay una vecindad del punto a donde la funcién es invertible, la inversa
g es diferenciable y Dg(w) = Df~1(2) para w = f(z) en V. Nos falta ver que g es derivable como
funcién compleja, y para esto basta checar que se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

-1 r s
_ r —s pe s S i)
Dyw) = f )= | 1 | | T T
7,2+52 T’2+82
que es una matriz ortogonal con determinante positivo, asi que g es una funcién derivable compleja y
su derivada en cada punto w = f(z) es

/ __r s s_ _1
g (w) o242 2452t = THis

1
e A
Ejemplos.

Si w(z) =z2*+23+22+2 entonces w'(z) =42°4+322+2z+ 1. Enz =i, w="+*+i*+i=0
yw =43 +3i2+2i+1 = —2—2i # 0, asi que la funcién w(z) es localmente invertible alrededor

de z = i, la inversa local z(w) es analitica alrededor de w = 0 y su derivada en 0 es 2’ = 721721..

Si w = 22 entonces ¢ = 2z que no es 0 si z no es 0, asi que w = 22 es localmente invertible en
dz )

todos los puntos excepto 0 y la inversa local, z = y/w, es analitica para w # 0 y su derivada es
| /= de _ 1 _ 1 _ 1
dw _dw_%_Qz_2\/ﬁ

Si w = e* entonces ‘é—g’ = €%, que es distinto de 0 para toda z, asi que w = ¢e* es localmente

invertible alrededor de cada punto, y cada rama de z = log(w) es analitica y su derivada es

Llog(w) = & = % :
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Como cada rama de log(z) es analitica, entonces para cada complejo a la funcién z* = e® log(2)
(definida en la misma regién que log(z)) es analitica y su derivada es

éza _ iea log(z) — o log(z)% — el log(z)eflog(z) — ae(afl)log(z) — gz 1

dz

Como 27! = €2 °9()~1 nunca es 0, entonces éz“ =az" ' £ 0sia#0,asi que w(z) = 2% es

localmente invertible alrededor de cada punto de C y la inversa local z(w) es analitica.

Problemas

9. Calcula como puedas estos limites, si es que existen:

tan(z) cos(z)—1

z

cos(z)—1
22

. log(z) ;
lim 1 o1 ltm, 0

lim,_o lim

10. ;Cuales de estas funciones complejas son analiticas y cuales no?

fla+iy) = 2® 4+ 3wy® + (3% + ¢°)i

h(z +1y) = 2® + 3xy® — (32y + y3)i

g(x +iy) = 2° — 3wy® + 32y — ¢°)i
11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones

Jz 37 21 e 2* log(sin(z))
12. ;(En que regién del plano es conforme la funcién sen(z)?

13. Calcula las derivadas de w = sen™'(z) y de w = cos™!(z) en donde estén definidas.
(sen™!(z) es una inversa local de sen(z), no es 1/sen(z)).

14. Demuestra que si la funcién f(z) es analitica en una regién A C C entonces la funcién
g(z) = f(Z) es analitica en la region A.

15. Si w(z) = 2, encuentra la inversa local z(w) y comprueba -sin usar el teorema de la
funcién inversa- que £ = L
dz
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Funciones armdnicas

Para que una funcién f(z + iy) = u(z + iy) + v(z + iy)i sea derivable como funcién compleja
la parte real y la parte imaginaria deben estar relacionadas de una manera especial, ya que

ou _ o o _ _ou
Ox ~ Oy ox Oy

Uno puede preguntarse si las funciones u(x,y) y v(z,y) tomadas por separado tienen alguna
restriccién, o si cualquier funcion derivable u(x,y) puede ser la parte real o imaginaria de una
funcién analitica.

Ejemplo 1. Considerar u(x,y) = zy

Si u(z,y) es la parte real de una funcién analitica y v(x,y) es su parte imaginaria entonces

% =y = %Z =y = v(z,y) = 3y*> +r(z) para alguna funcién r(z)

% —r = % =—z = v(z,y) = —32? + s(y) para alguna funcién s(y).

Si hacemos v(z,y) = %y2 — %a:2 se cumplen las dos condiciones, y es facil ver que u(z,y) vy v(zx,y)

satisfacen Cauchy-Riemann asi que son la parte real e imaginaria de una funcién analitica.

Ejemplo 2. Considerar ahora u(z,y) = 2 + y?

Si u(x,y) es la parte real de una funcién analitica y v(z,y) es su parte imaginaria entonces como

Wu—9r = g—z =2r = v(z,y) = 22y + r(x) para alguna funcién r(z)

%Z =2y = % = -2y = v(z,y) = —2zy + s(y) para alguna funcién s(y).
Si existe una v(z,y) que cumpla las dos condiciones entonces 2zy + r(x) = —2zy + s(y), asi que
4dxy = s(y) — r(x) pero si derivamos respecto a x obtenemos 4y = —r'(x) que es imposible porque 4y

no es funcién de x. Esto prueba que u(x,y) = 2+ y? no es la parte real de ninguna funcion analitica.

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann no solo dan relaciones entre la parte real e imaginaria de
una funcién analitica, sino que ponen condiciones sobre cada una de ellas:

. . du _ dv Pu . v
Si derivamos Z2 = Z- respecto a x obtenemos F5- = S

15



: : ov _ _ Ou v . %
Si derivamos 3% = gy Trespectoay obtenemos 920y = g0y
. « . 2 2
Pero sabemos que las derivadas parciales cruzadas son iguales: 2% = 2v
0xdy oyox
: Pu 9% 3%u Pu __
asique 7o = -5z oOsea gg + W = 0

Dada cualquier funcién v : A C R? — R? que es dos veces derivable, definimos el Laplaciano
de u como:

2 2 . . . s
Au = % + (‘3712‘ Si el laplaciano Au es 0, decimos que u es armdnica.
Ejemplos.
9%u 9%u

Si u(z,y) = 2 — 32y entonces Au = o t o = 6x — 6x = 0 asi que u es armonica.

. 2 2 , -
Si v(z,y) = 23 — 32%y entonces Au = 373 + g—yg = 6x — 6y # 0 asi que v no es armonica.

Y lo que mostramos antes fue:

Teorema. La parte real y la parte imaginaria de una funcién analitica son funciones armoénicas.

Por ejemplo, f(z) = % es analitica para z # 0, asi que su parte real, que es u(x,y) = o
a

debe ser arménica (y su parte imaginaria también).

Si dos funciones u(x, y) y v(x, y) son la partes real e imaginaria de una funcién analitica, decimos
que u y v son conjugadas armonicas.

No es dificil ver que todas las conjugadas armonicas de una funcién armoénica u difieren por
una constante.

Afirmacion. Las curvas de nivel de dos funciones arménicas conjugadas son ortogonales.

Demostracion. Las curvas de nivel de una funcién diferenciable u(z,y) : R> — R son ortogonales a
su gradiente Vu = (%, %). Si w y v son conjugadas armonicas entonces las ecuaciones de Cauchy-

Riemann dicen que sus gradientes son ortogonales, asi que sus curvas de nivel deben ser ortogonales.
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Ejemplo: u(z,y) = 22 —y? y wv(z,y) = 22y son conjugadas arménicas porque son la parte real e
2

imaginaria de f(z) = 2°.
Sus gradientes son Vu = (2z,—2y) y Vv = (2y,2x) que son ortogonales.

2

Las curvas de nivel de u(x,y) = 22 — y? y v(z,y) = 2xy se ven asi:

e (JH
] 8
TR
SRR
S

Es natural preguntarse si cualquier funcion arménica tiene una conjugada armonica.
Teorema. Cada funcién arménica es localmente la parte real de una funcién analitica.

Para demostrar este resultado necesitamos integrales complejas, de las que hablaremos a con-
tinuacion.

Problemas

16. Cuales de estas funciones son arménicas y cuales no?

23 + 622y — 3xy? — 29° e’senx log(z® + y?) :

x2+y2

17. Encuentra conjugadas armonicas de las siguientes funciones:

2 _ a2 x Y
¥ —06zy —y e*seny R
18. Demuestra que las derivadas parciales de una funciéon armoénica son funciones armoénicas
(asumiendo que todas las derivadas existen).
. < /. .. N Ou ou -
19. Si u(x,y) es una funcién arménica en una regién A, entonces f(z + yi) = oy taal ¥

g(x +yi) = % — g—:i son funciones analiticas en A
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