Examen [
(1) Resolver la desigualdad |2z — 1| > |2 — x|.

Solucion

Primero tenemos que 20 —1=0=2=1/2y2—2=0=2=2.

I. Siz € [2,00), entonces 2z —1 > 0y 2— 2 < 0, en cuyo caso se debe
cumplir que 2x — 1 > x — 2, lo cual sucede siempre que z € (—1, 00).
IT. Si z € [1/2,2), entonces 2x—1 > 0y 2—x > 0, en cuyo caso se debe
cumplir que 2x — 1 > 2 — x, lo cual sucede siempre que z € (1, 00).
ITI. Si x € (—00,1/2), entonces 2z —1 < 0y 2 — 2 < 0, en cuyo
caso se debe cumplir que 1 — 2z > 2 — x, lo cual sucede siempre que
x € (—oo,—1).

Concluimos entonces que para que la desigualdad se satisfaga, se debe
cumplir que x esté en

([2,00) N (=1,00)) U([1/2,2) N (1,00)) U ((—=00,1/2) N (=00, 1))
=[2,00) U (1,2) U (—00,—1)
= (—o0,—1) U (1, 00)

~R-[-1,1].

(2) Demostrar por induccién que 1 +2+3+ -+ +n = ”(”;1).

Solucion "
1(1+1
I. Para n=1 se cumple porque 1 = =5—.

k(k+1
II. Supongamos que 1 +2+ ---+ k = (;).
)(k+2)

III. Por demostrar que 1 +2+---+k+(k+1) = (kHT En efecto,
1




usando la hipétesis de induccién (IT), tenemos que
k(k+1) k(k+1) 2(k+1)
= +
2 2
k(k+1)+2(k+1)  (k+1)(k+2)

2 B 2 '

142+ +k+(k+1) = +(k+1) =

(3) Encontrar el supremo y el infimo del conjunto

1
S:{x2 1\xER}

y determinar si inf (S) € S osiinf (S) ¢ Sy lo mismo con sup (S).

Solucién
Ya que 22 +1 > 1, entonces 0 < 2 = < 1 (la igualdad se da cuando
x = 0). Esto implica que sup(S) = 1 € S. Como lim z° + 1 = oo,

Tr—00

concluimos que inf(S) =0 ¢ S.
(4) Resolver el siguiente limite:

lim —Y
=N

Solucion

lim ——— = lim = lim ————

(5) Resolver el siguiente limite:

lim Va2+1—+ya2—1.

r——00

Solucion

lim Va2+1—+v22—-1

r——00



= lim (\/$2+1—\/x2—1)<\/x2+1+\/x21) 3

T——00 Vrz+1+vVa2—1

: 2 4+1—(22-1) , 2
= lim = lim =0
r=—00 /2 + 14+ /22 —1 2=-0y/a2 + 1+ 22 -1

(6) Resolver el siguiente limite:

1 — 1+ 22

lim
x—0 €T
Solucion
o1l =142 , 1 — 1+ 22 14++V1+ 22
lim = lim
z—0 T x—0 T 1+‘/1—|—I'2

1—(1+2?) , 2

—X
im lim
=0p(1+v1+22) =021+ V14 2?)

x—0

(14 V1+2?)

(7) Encontrar lim f(x)y lirgl+ f (x), donde f(x) = %' para toda x # 0.

x—0~
Solucion

lim f(x)=-1 y lim f(z) =1

x—0~ z—07t

(8) Usando la definicién de limite, demostrar que si f (x) = 2x+1, entonces
lim f (z) = 9.
x—4
Solucién
Si € > 0, entonces es facil ver que si 6, =

[f(z) 9] <e.

5, entonces | — 4| < ). =

(9) Demuestre que la funcién



no es continua en r € R.
Solucion

Sear € Rye= % > (0. Siz € Q, entonces existe g € (xr —e,x+¢€)N1,
y entonces |f(z) — f(xg)| = |1 — 0] = 1 > ¢, lo que implica que f no
es continua en x € Q. Un argumento similar se aplica cuando x € I.
(Recuerde que en clase vimos que tanto Q como I son densos en R.)

(10) Recordemos que una sucesién de nimeros reales {s,} -, converge a
¢ € R si para toda € > 0, existe N, € N tal que si n > N,, entonces

|s, — €] < €, y en este caso escribimos lim s, = ¢. Demostrar que si
n—oo

f: R — R es una funcién continua y lim s, = 0, entonces

n—oo

lim f (2 + 5,) = f (x).

Solucion

Seax € Rye > 0. Como f es continua en x, existe 6 > 0 tal que
si |z — x| < 6, entonces f(x) — f(xy) < e. Como s, — 0, existe
N € N tal que si n > N, entonces |s,| < 0. Asi pues, tenemos que
si n > N, entonces |(z + s,) — x| = |s,| < 9, lo que implica que

[f(z+s0) = fl2)] <e



