Ejercicio de Optimizacion

Restricciones Mezcladas (Igualdad y Desigualdad)

Maximizar
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Observamos que el gradiente de la restriccion de igualdad h(x,y) = 2x —y es

Vh(xay) - (27 _1) # (070)

Para que se cumpla la restriccién de cualificacion, a lo mas una restriccion
de desigualdad es efectiva. Vemos cada caso:



0 2 -1y 2
rang 5 _9 =
rango ( _? _(1) ) =2

ango 2 -1 =2
rango\ o 1) =

En todos los casos se satisface la condicién de restriccién no degenerada.

No £ 0

N 20

Formamos el Lagrangiano:
L(l’,y, s >\1a )\27 )\3) - 3xy—$3—u(2$—y+5) —)\1(—55E—2y+37)—|—>\2x—|—>\3y

Escribimos las condiciones de primer orden:

oL
Al — =3y —32 —2u+5M+X=0
oL
A2 a—y:3x+,u+2>\1+>\3=0 D.2 Ao >0
D.2 A3 >0

B.1 20 —y = =5

E.1 —bx — 2y < =37
C.1 AM(=bx —2y+37)=0

E.2 —z <0
C.2 Aox =0

E.3 —y <0
C.3 /\3y =0
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Ahora analizamos casos.

)\1#0}7)\2:)\3:0

En este caso la primera restriccion es efectiva, es decir que E.1 se transforma
en 5x + 2y = 37. De B.1 llegamos a que y = 2x 4+ 5 y entonces

br+2(2x+5)=37T = zx=3 = y=11

Los coeficientes de Lagrange iy A los obtenemos del sistema de ecuaciones
que resulta al sustituir los valores de x y y en las ecuaciones A.1 y A.2.
Entonces

3(11) — 3(3%) = 2u+5X; =0 = 2u—5\ =6
33)+pu+2X\ =0 = w42\ = -9
Asi, = —9 — 2\ y entonces
2(—9—2)\1)—5)\1 =6 = —18—4M\ — D5\ =6 = )\1:—8/3

Por lo tanto u = —11/3. Tenemos nuestro primer candidato:
T Yy [ A1 A2 A3
3 11 —11/3 —8/3 (< 0) 0 0

)\27&0}7}\1:)\3:0

En este caso la segunda restriccién es efectiva, es decir que E.2 se transforma
en r = 0. De B.1 llegamos a que y = 5. De A.2 llegamos a que u = 0 y
entonces sustituimos en A.1 para obtener

3(5) + X =0 = A= —15.

Tenemos nuestro segundo candidato:

€T Yy Y /\1 )\2 )\3
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‘)\37&0}/')\1:)\2:0

En este caso la tercera restriccion es efectiva, es decir que E.3 se transforma
en y = 0. De B.1 llegamos a que z = —5/2. Aqui hay que parar puesto que
E.2 no se satisface.

AM=X=X3=0

En este caso A.1 y A.2 se reducen a

3y —32 —2u=0

3+ p=0.

Multiplicamos por 2 la segunda de estas ecuaciones y la anadimos a la primera
para obtener
3y—32°+62=0 = y=2a°-22

Sustituimos en B.1 para obtener

20 — (¥ —2r)=-5 = 2°—4r—-5=0

de donde = 5y x = —1. El segundo de estos valores, x = —1, viola
la condicion E.2. Asi, si x = 5, entonces y = 15 y 4 = —15. Obtenemos
entonces al dltimo candidato:

x (0 Ju A1 Ao A3

5 15 —15 0 0 0

Nos interesan los maximos, para esto requerimos que los multiplicadores de
Lagrange de las desigualdades sean positivos. Esto no ocurre con los primeros
dos candidatos pues. El tultimo candidato corresponde al caso en el que
ninguna de las restricciones de desigualdad es efectiva. El punto en cuestion,
x* = (5, 15), es en efecto el punto en el que se maximiza la funcién objetivo.
Una manera de ver esto es despejando y de B.1. Al hacer ésto observamos
que el conjunto restriccién es la semirecta (z,2x + 5) con > 3, en donde la
funcién objetivo toma los valores F(z) = 3z(2z + 5) — 23 = 622 + 152 — 2°.
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Es sencillo ver que esta funcion es creciente en el intervalo [3, 5] y decreciente
en el intervalo [5,00). El maximo de la funcién es entonces

£(5,15) = 100

Page 5



