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Variable Compleja II

TAREA III

1. Sea Ω una región acotada y suponga que f : Ω → C es continua en Ω y anaĺıtica en
Ω. Demuestre que si existe una constante c ≥ 0 tal que |f(z)| = c para toda z ∈ ∂Ω,
entonces f es constante o bien f tiene un cero en Ω.

2. Suponga que |f(z)| ≤ 1 para toda |z| < 1 y que f es una función anaĺıtica que no es
constante. Sea D = {z : |z| < 1} y defina g: D → D por

g(z) =
f(z)− a

1− af(z)

donde a = f(0). Demuestre que

|f(0)| − |z|
1 + |f(0)| |z|

≤ |f(z)| ≤ |f(0)|+ |z|
1− |f(0)| |z|

∀ z ∈ D.

3. Suponga que f : D → C satisface Re f(z) ≥ 0 para toda z ∈ D = {z : |z| < 1} y
suponga que f 6= constante es anaĺıtica.

(a) Demuestre que Re f(z) > 0 para toda z ∈ D.

(b) Use una transformada de Möbius adecuada y use el Lema de Schwarz para de-
mostrar que si f(0) = 1, entonces

|f(z)| ≤ 1 + |z|
1− |z|

∀ z ∈ D.

¿Qué pasa si f(0) 6= 1?

(c) Demuestre que si f(0) = 1, entonces

|f(z)| ≥ 1− |z|
1 + |z|

∀ z ∈ D

(Sugerencia: Utilize la parte 3a).


