Capitulo 5

La Esfera y el Espacio

En este capitulo estudiaremos la geometria de la esfera. Veremos cémo se puede
hacer, y hay, geometria en otros “espacios” ademds del plano euclidiano. Pero antes
tenemos que repazar y ver ciertas propiedades de su “habitat” natural, del espacio
ambiente en el que vive.

5.1 Planos en R?

Hemos visto que los planos en R? se pueden definir de, al menos, tres maneras.
Una, su descripcion paramétrica, es dando un punto base p y dos vectores direc-
cionales u y v, no paralelos, para describir a un plano
IT con dos parametros libres s y t como

H={p+su+tv|steR}.

Otra, su descripcion baricéntrica, es dando tres pun-
tos a, b, c en él, no colineales, y describirlo por coor-
denadas baricéntricas (o combinaciones afines):

M={aa+pb+tyc|a,fyeR;a+F+y=1}.

Y finalmente, una descripcién intrinseca, por medio de una ecuacion normal, dando
un vector normal n # 0 y una constante d € R

I:n-x=d

Pasar de una descripciéon baricéntrica a una paramétrica, y viceversa, es fdcil pues
tomando a = p,b = p+uyc = p+ v por ejemplo, podemos transformar una en
la otra (Seccién 1.77). El primer problema importante que vamos a atacar es cémo
encontrar una ecuacion normal para un plano dado paramétricamente. Es decir, dados
u 'y v, no paralelos, encontrar un vector n perpendicular a ambos. Pero antes, vedmos
con un ejemplo cémo es fécil encontrar una descripcién paramétrica, o baricéntrica,
de un plano dado por una ecuacién normal.
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Tomemos por ejemplo la ecuacién
2r+y—2=2

que define un plano II normal al vector (2,1, —1). Para encontrar una descripcién
baricéntrica basta encontrar tres soluciones particulares no colineales. Y para esto,
podemos asignar valores arbitrarios a dos de las variables y despejar la tercera. Lo
mas facil es hacerlas cero. Asi, si hacemos y = 0 y z = 0 la ecuacién implica que
x = 1y por tanto que a = (1,0,0) es una solucién. Andlogamente, b = (0,2,0) y
c = (0,0, —2) son soluciones. Y estos tres puntos nos dan una descripcién baricéntrica
del mismo plano pues son los puntos de interseccién de II con los tres ejes y en este
caso no son colineales.

Para obtener una descripcion paramétrica, podemos tomar a a como punto base
y ab —a y c— a como vectores direccionales:

1 -1 -1
I = 0] +s 2 |+t 0 | s, t€R
0 0 -2
l1—s—1
= 2s | s,t € R
—2t

Y efectivamente, estos valores siempre satisfacen la ecuacién original; para corrobo-
rarlo, podemos sustituir en la ecuacion original y ver que simbdlicamente, es decir,
independientemente de los valores de los pardmetros, siempre se cumple:

2(1—s—t)+(25) — (—2t) =2

Hay que observar que a veces puede ser un poco, pero no mucho, més dificil encontrar
soluciones particulares no colineales (vednse los siguientes ejercicios).

Por 1ltimo, es bonito ver lo ficil que resulta demostrar porque el método que
acabamos de esbozar funciona siempre.

Lema 5.1.1 Si a,b,c son soluciones de la ecuacion lineal n - x = d, entonces
cualquier combinacion afin de ellos también lo es.

Demostraciéon. Recordemos que una combinacion afin de a, b, ¢ es un vector que se
expresa de la forma

aa+(Bb+vc con at+pB+y=1
De la linearidad del producto interior, la hipétesis y esta tltima ecuacién se obtiene:
n-(aa+fb+yc) = a(n-a)+fm-b)+7(n-c
ad+[Bd+~d
= (a+pB+vy)d=d
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EJERCICIO 5.1 Encuentra descripciones baricéntricas y paramétricas para los siguientes
planos: ITy : 22 — 3y +2 =6; Iy : x+4y—22 =4; Il3: —x+y—2z = 2; Ily:
St —2y+z=1.

EJERCICIO 5.2 Enuncia y demuestra el Lema anterior para combinaciones afines de lon-
gitud arbitraria (no necesariamente de tres vectores) y en cualquier espacio vectorial.

5.2 El producto cruz

Consideremos ahora el problema inverso: encontrar una ecuacién normal para
un plano descrito paramétricamente. Puesto que sabemos pasar de una descripcién
baricéntrica a una paramétrica y viceversa, el problema se reduce a encontrar un
vector perpendicular a dos vectores u y v dados. Es decir, tenemos que resolver el
sistema

u-x=20 u
v-x=0 v

o bien, encontrar un punto x en la interseccién de los planos
ortogonales a u y a v. Tenemos siempre a la solucién trivial
x = 0, pero esa no nos sirve pues el vector normal a un plano
debe ser distinto de cero. De tal manera que si encontramos
n # 0 que satisfaga las dos ecuaciones anteriores entonces el
plano que pasa por p con vectores direccionales u y v tendrd la ecuaciéon normal

n-x=n-p

Ademss, resolvamos de una buena vez el problema de manera general, tratando de
no hacer suposiciones extras sobre los vectores dados.

Démosle coordenadas a nuestros vectores usando subindices, u = (uy, us, us) y
v = (v1, v9,v3) para que el sistema se escriba

U T+ Uy +uzz=20
U1$+U2y+1}32:0

con X = (z,y,z) c6mo nuestro vector variable o incégnita. Para eliminar una de las
variables, podemos usar el mismo método que en sistemas de 2 x 2. Eliminémos z
multiplicando la segunda ecuacién por ug, la primera por —v3 y sumando para obtener

(usvy — v3ug) = + (ugvg — vaug) y =0
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Esta ecuacién ya la conocemos aunque con otros nombres para las constantes
(recuérdese nuestro primer encuentro con el compadre ortogonal). Tiene una solucién
candnica “volteando” los coeficientes y a uno de ellos también el signo, es decir:

T = UgV3 — VU3 ; Y = U3V1 — V3Uy

Sustituyendo ahora estos valores en la primera ecuacién y simplificando se obtiene

Uy (Ugvg — U2U3) + us (U3’U1 — ’U3U1> +uzz = 0

us (’u,g’Ul — VU + Z) =0

que, independientemente del valor de us, tiene la solucién

Z = U1V — V1Uy .

La solucién particular que acabamos de encontrar (y que siempre funciona pues
nunca dividimos ni hicimos ninguna suposicién sobre si los coeficientes son cero o no)
es tan importante que tiene nombre establecido. Se llama el producto cruz de uy v.
Y para resumir, remarcar, y establecer su notacién, defindmoslo como el vector

U U1 U2V3 — Va2U3
uxv= /| u | x| v | = usvi —v3y ) (5.1)
us U3 U1V — V1U2

La férmula parece complicada, pero la “cantaleta” que nos ayuda a recordarla la hace
sencilla. Obsérvese que en la primera coordenada del producto cruz no aparecen las
primeras coordenadas de los ingredientes: es justo el determinante de la matriz 2 x 2
que se obtiene al eliminar el primer renglén de la matriz 3 x 2 de los dos vectores.
La segunda coordenada es de nuevo el determinante eliminando ahora al segundo
renglén, pero con signo negativo. Y la tercera vuelve a ser el determinante tal cual
al olvidarse del tercer renglén. El producto cruz se arma de subdeterminantes 2 x 2
olvidando datos (coordenadas) correspondientes y teniendo cuidado de los signos (el
de enmedio lleva un menos).

Geometricamente, el producto cruz es a R? lo que el compadre ortogonal es a R2.
En el plano, dado un vector u, se puede escoger un vector canénico ortogonal a él
girdndolo 90° en la orientacién positiva; ese es su compadre ortogonal ut que tanto
nos ha ayudado; nétese que u' estd en la media recta de vectores ortogonales a u
que estd a “su izquierda” y que tiene la magnitud de u.
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En R3 no es posible escoger para un vector u un ortogonal de manera coherente,
pues u tiene todo un plano de ortogonales y es imposible decidir cudl de ellos es “el
bueno”. Pero para dos vectores, u y v, si se puede elegir al “bueno” de manera ge-
ométrica: si generan un plano, tenemos que escoger un vector en su recta ortogonal.
Primero escogemos el lado de ese plano donde el giro de u a v se ve contra las mane-
sillas del reloj (positivo). Esto nos da media recta de sus posibles
ortogonales. Y de estos, escogemos al que tiene magnitud igual al uxv
area del paralelogramo que generan u 'y v. Asi obtenemos un ortog-
onal a ellos, escogido canénicamente, y que es precisamente su pro-
ducto cruz, u x v, como veremos mas adelante. Obsérvese ademés
que la construccion geométrica del producto cruz que acabamos de
esbosar funciona también cuando u y v no generan un plano, pues entonces estdn en
una linea por el origen, el drea de su paralelogramo es cero, y les toca entonces el
vector 0. Asi que el producto cruz también debe detectar si u y v son linealmente
dependientes.

Hemos hecho muchas afirmaciones que ahora debemos demostrar. Empezemos
por las propiedades elementales del producto cruz respecto a las otras operaciones
que ya conocemos.

Teorema 5.2.1 Sean u,v,w € R3 tres vectores cualesquiera y t € R. Se cumplen
entonces las siguientes propiedades del producto cruz:

i) (uxv)-u=(uxv)-v=0

i) uxv=-vxu

i) ux (v+w)=(uxv)+(uxw)
w) ux(tv) =t (uxv)

v) (uxv)-w=u-(vxw)

vi) (uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u
vig) |u X v| = |u||v|send

donde 0 (entre 0 y 7) es el dngulo entre u y v.

Demostracién. La propiedad (i) es justo la motivacién que usamos para definir
el producto cruz (que es ortogonal a u y a v). La propiedad (ii) se conoce como
antisimetria, las variables no conmutan sino que aticonmutan. Las propiedades (iii)
y (iv) son la linearidad del producto cruz, que junto con (ii) dan que tambien es
lineal en la primera variable; se dice que es bilineal. Todas ellas se siguen directamente
de la definicién (5.1) y se las dejamos como ejercicio al lector.

El inciso (v) es igualmente fécil pero es tan importante que preferimos darle un
pequeno espacio. Al desarrolar ambos lados (segun las definiciones de los productos
cruz e interior) se obtiene una suma de monomios de la forma +u,;v;wy, con {i, j, k} =
{1,2,3}. A saber, siguiendo el orden de u- (v x w) y la correspondiente férmula (5.1)
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para (v X w), tenemos

U1 (’Ug’lUg — ’Ug’wg) -+ Us (’Ug’wl — ’Ul’lU3> + us (U1w2 — ’Ug’wl)

= U Vw3 + Ug3wy + UzV Wy — (U V3We + UsVIW3 + UZVaW? )

que son todas las posibles permutaciones de los tres indices. Nétese que las que
tienen signo positivo son las tres que preservan el orden ciclico 1 — 2 — 3 — 1
y las que tienen menos son las tres que lo invierten. Para concluir (v) basta ver
que al desarrollar (u x v) - w se obtienen de nuevo los seis posibles monomios y con
los mismos signos, aunque en diferente orden. Esta funcién de tres vectores es el
determinante y la estudiaremos con detalle mdas adelante.

La razén geométrica de (vi) es que cualquier vector ortogonal a (u x v) estd
contenido en el plano que generan u y v, y por tanto se expresa en términos de ellos.
Pero que los coeficientes sean tan nitidos es agradable. Para demostrarlo hay que
desarrollar

U2V3 — V2U3 w1
(uxv)xw=| usvy —vgu; | x| wsy
U1V — V1U2 ws

Hagamos con cuidado la primera coordenada; las otras dos son andlogas y se dejan
al lector. Aplicando de nuevo la férmula del producto cruz se tiene que la primera
coordenada es

(usvy — v3uy) w3 — we (U1ve — V1U)

(usws + ugws) v1 — (Vsws + Vaws) Uy

(u1wy + ugwe + usws) v — (Viwy + vews + vVsws) Uy
(w-w) vy —(v-w) u

que claramente es la primera coordenada de (u-w) v — (v-w) u.

Observémos, antes de entrarle a (vii), que de aqui se sigue que el producto cruz
no es asociativo (mds que un “producto algebraico” es un “producto geométrico”).
Usando la antisimetria, (ii), y la férmula para un doble producto, (vi), se obtiene

ux (vxw) = —(vxw)xu
- (vow) W (wew) V)

= (u-w)v—(u-v)w

que no tiene porque ser igual a (u X v) X w.
oo 2 . .
Para demostrar (vii) desarrollemos |u x v|” usando en las dos primeras igualdades
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a (v) y a la férmula que acabamos de ver respectivamente:
(uxv)-(uxv) = u-(vx(uxv))
= u-(v.vyu—(v-u)v)
— (v-v)(u-u) - (u-v)
— v uf? — [uf? [V cos?
= |u]*|v] (1 —cos®f) = lu|? [v|* sen? @

De donde se sigue (vii) pues todos los factores son positivos. O

Corolario 5.2.1 La magnitud de u X v es el drea del paralelogramo generado por u
Y V.

Demostracion. Si tomamos a u como base del paralelogramo
entonces su altura es |v|sen#; y el corolario se sigue de (vii).

Corolario 5.2.2 Los vectores u y v son paralelos si y solo si su producto cruz, u X v,
es iqual a 0.

Demostracién. Se sigue de (vii), pues u y v (no nulos) son paralelos si y sélo el
dangulo 0 entre ellos es 0 o 7, y esto sucede si y sélo si senf = 0. U

Nétese ademads que si u o v son el vector cero, entonces su producto cruz también
es cero. Por lo tanto tenemos que u y v generan un plano si y sélo si su producto
cruz es distinto de cero, y en este caso u X v es normal a ese plano.

EJERCICIO 5.3 Encuentra una ecuacién normal para los siguientes planos:
I, ={2+t—s,1—2t+s,3t—s—3)|t,s € R}
Lh={(a+0-2v,2a—-28+7v,3a+08—7) |a,B,7ER; a++~y=1}
I3 ={2a+pf—-v,a=30+y,a=F+7) [a,f7eR; a+B+7=1}
My ={(3+2t+s,2s—t,t+5s—3)|t,s € R}

EJERCICIO 5.4 ;Cudles de las siguientes cuartetas de puntos en R? son coplanares? Y si
lo son define al plano en el que estén.

a) a=(2,—1,0),b=(1,2,—2),c= (071a0)7d2(47_17_1)
b) 32(2,—1,0),b:(1,2,—2),C: (O,l,O),d:(?),—]_,—]_)

EJERCICIO 5.5 Encuentra un criterio general para saber si cuatro puntos a,b,c,d € R3
son coplanares o no, y demuéstralo.
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5.2.1 Interseccién de planos

Consideremos dos planos dados por una ecuaciéon normal

H1 LNy X = d1 (52)

H2 : n2‘X:d2

Supongamos que sus dos vectores normales no son paralelos.
Entonces el vector d := n; X ny es no nulo por el Corolario
5.2.2. Esta es la tnica “direccién comin” a los dos planos,
pues es normal a los dos vectores normales; de tal manera que
la recta donde se intersectan debe tener esa direccién. Supong-
amos que p es una solucién particular al sistema de dos ecua-
ciones con tres incégnitas anterior, es decir, que p es un punto
en la interseccion: p € II; N1l;. Vamos a demostrar que entonces la recta

(={p+td|teR}

es precisamente la interseccién.
Primero veamos que un punto en ¢ satisface las ecuaciones (5.2). Para i = 1,2 se
tiene:

n,-(p+td) = n;-p+n,;-(td)
= n-p+t(n,-d)=n;-p=4d;

pues n; -d = 0 por definicién de d. Lo que demuestra que ¢ C II; N1ls. Y por el otro
lado, si q € II; N II; probaremos que q — p es paralelo a d, para lo cual usamos el
criterio del Corolario 5.2.2 y el Teorema 5.2.1:

dx(q—p) = dxq—-dxp
= (n; Xxmng) xq—(n; Xxny) Xp
= (mi-q)ny—(n2-q)n; — (n;-p)nz + (N2 - p) my
= dinyg—dyn; —diny+dyn; =0

Hemos completado la parte central de la demostracién del siguiente.

Teorema 5.2.2 Dos planos en R? se intersectan en una recta si y solo si sus vectores
normales no son paralelos. En caso contrario, o no se intersectan (son paralelos) o
son el mismo plano.

Demostracién. Nos falta nadamds afinar detalles. Primero, suponiendo que los
vectores normales no son paralelos, tenemos que ver que existe una solucién particular
p como la que usamos arriba; y segundo, observar que cuando son paralelos, que



5.2. EL PRODUCTO CRUZ 217

exista o no esta solucién particular determina los dos casos correspondientes. Para
esto, consideremos al sistema (5.2) en coordenadas:

ar+by+cz = d
asx+byy+coz = dy

Para encontrar una solucién particular podemos asignar un valor arbitrario a cualquiera
de las variables y resolver el sistema 2 x 2 que queda. Lo mas facil es hacerla 0; por
ejemplo si z = 0 tenemos un sistema 2 x 2 clésico (en z y y) que tiene solucién unica
dependiendo de su determinante. Puesto que las coordenadas del producto cruz son
precisamente (+) estos determinantes, que los vectores normales no sean paralelos
implica que alguno de los tres subsistemas 2 x 2 que se obtienen al hacer una variable
0 tiene determinante no nulo y por tanto solucién. En el caso en que son paralelos los
vectores normales entonces los lados izquierdos son multiplos: si las constantes lo son
por el mismo factor definen al mismo plano, pero si no lo son no existen soluciones
comunes. U

Asi que las rectas en R? se pueden determinar por dos ecuaciones lineales o bien
describirse paramétricamente.

EJERCICIO 5.6 Encuentra una descripcién paramétrica para la recta de interseccién de
las siguientes parejas de planos:

I :2z2+y—2=1, Ilh:—-2zx+y—32=23.

Ii:x—y—2=0; lh:z+y—z=1.

I :2x+y—2=2; Ily:—2ax+y—2z=2.

I :2v+2=1; Ilp:—-2z+2=3.
EJERCICIO 5.7 Describe las siguientes rectas intrinsecamente, es decir, como las soluciones
de dos ecuaciones lineales:

G={(2+t,1-2t,3t—3)|teR}
ly={(s,2—3s,2s—3) | s € R}.

EJERCICIO 5.8 SeaIT el plano dado por la ecuacién n-x = cy sea { larecta {p +¢d | t € R}.
Demuestra (sustituyendo la expresién de los puntos de ¢ en la ecuacién de IT) que IT y ¢ se
intersectan en un unico punto si y sélo si n-d # 0. Observa que si no es asi (es decir, si
n-d = 0) entonces la direccién d es paralela al plano; por tanto demostraste que un plano y
una recta se intersectan en un inico punto si y sélo si la direccion de la recta no es paralela
al plano.

EJERCICIO 5.9 Sean u,v,w tres vectores tales que (u X v) - w # 0. Demuestra que tres
planos normales a u, v y w respectivamente se intersectan en un tnico punto.




218 CAPITULO 5. LA ESFERA Y EL ESPACIO

5.2.2 El determinante y orientacion

Dados tres vectores u, v, w € R3, definimos su determinante como el niimero real

det (u,v,w) = (uxv)-w
= (vxw)-u (5.3)

= (wxu)-v

donde hemos usado la propiedad (v) del producto cruz y la simetria del producto
punto. El determinante tiene el siguiente significado geométrico.

Proposicion 5.2.1 Dados tres vectores u,v,w € R3, su determinante es el volumen
signado del paralelepipedo que definen; donde el signo corresponde a su “orientacion”.

Demostracién. Consideremos la férmula det (u,v,w) = (u X v) - w.
Sabemos que |u X v| es el drea del paralelogramo u,v que podemos tomar como
base del paralelepipedo en cuestiéon. Y por la férmula
geométrica del producto punto tenemos entonces que

det (u,v,w) = |u x v| |w|cosa

donde « es el dngulo entre w y u x v.

Supongamos primero que
0 < a < 7/2. Entonces, en
el plano generado por u X
v y w (en el que el plano
(u,v) —generado por u y v,
recuérdese— se ve como la linea perpendicular a ux v), es
facil ver que la altura del paralelepipedo es |w|cosa y se
sigue el resultado: tenemos que det (u, v, w) es “base por
altura”. Si 7/2 < o < 7 entonces |w|cosa es también
esa altura pero con signo negativo. Corresponde a que w
vive en el otro lado del plano (u,v) en el que estd u x v.
Pero en valor absoluto, det (u, v, w) sigue siendo el volumen del paralelepipedo que
definen u, v, w.

g

El producto cruz u x v “escoge” un lado positivo del plano (u,v); los vectores w
que estén en ese lado (un semiespacio) ven el giro de u a v en contra de las manesillas
del reloj (la orientacién positiva del plano R?). El lado positivo corresponde, por
convencién, a la regla de la mano derecha. Es decir, si con la punta de los dedos de
la mano derecha simulamos el giro de u a v, entonces el pulgar apunta hacia el lado
positivo del plano, hacia u x v. Para los vectores w que estan en el otro lado, el
negativo, decimos que la terna u, v, w induce la orientacion negativa a R3.
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Asi, por ejemplo, la terna candnica ep,es, ez tiene orientacién positiva, pero la
terna ey, eq, es tiene orientaciéon negativa. De tal manera que si, por convencion,
ponemos las coordenadas de la pantalla de una computadora con el eje x (e;) hori-
zontal a la derecha (como se lee), y el segundo eje (y o el vector e;) hacia
arriba; entonces el lado positivo del eje z (o el tercer vector canénico €,
e3 = e; X ey) apunta hacia nosotros.

Podemos concluir con una regla geométrica para saber si tres vectores \
u, v, w en nuestro espacio tienen orientacién positiva o negativa (la regla e
algebrdica, abstracta, es simplemente computar el signo de det (u, v, w)). A ?
Girese de u a v con los dedos de la mano derecha; si el pulgar apunta
cerca de w, su orientacién es positiva, y si de plano apunta hacia el otro lado es
negativa; pues, por convencion, insistimos, los vectores canénicos se situan conforme
a esta regla.

€,

Proposicion 5.2.2 Sean u y v dos vectores que generan un plano (u,v) en R3.
Entonces w estd en el plano (u,v) si y sdlo si det (u,v,w) = 0.

Demostracién. Por el Corolario 5.2.2 tenemos que u X v # 0. Entonces el plano
definido por la ecuacién (u X v) -x = 0 es precisamente el plano generado por uy v,
y se sigue la proposicién, pues det (u,v,w) = (u X v) - w. O

En términos de la Proposicién anterior, w estd en el plano (u,v) si y sélo si el
volumen del paralelepipedo definido por u, v, w es cero.

EJERCICIO 5.10 Demuestra que el determinante cumple las siguientes propiedades
i) det(u,v,w)= —det (v,u,w) = —det (u,w,v) = —det (w, v, u)
ii) det(u,u,v) =
iii) det (tu,v,w) = t det (u, v, w)
iv) det(u+x,v,w) =det (u,v,w) + det (x,v,w)

EJERCICIO 5.11 Demuestra, usando unicamente el Ejercicio anterior, que el determinante
no cambia si sumamos un multiplo de un vector a alguno de los otros, es decir, que

det (u,v +tu,w) = det (u,v,w)

5.2.3 Sistemas de ecuaciones

Aplicaremos ahora el producto cruz a la resolucién de sistemas de tres ecuaciones
lineales con tres incégnitas. Como vimos en el Capitulo 3, tal sistema se puede
escribir como

Ax=Db
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donde A es una matriz de 3 X 3, x es el vector variable, o de las incégnitas (z,y, 2),
y b € R? es un vector constante. Si denotamos por u, v, w a las columnas de A (es
decir, si A = (u,v,w)) entonces es natural definir el determinante de la matriz A
como

det A = det (u, v, w)
y tenemos:
Teorema 5.2.3 FEl sistema Ax = b tiene solucion tinica si y solo si det A # 0.

.. . . T
Demostracién. Con la notacién del parrafo anterior (A = (u,v,w),x = (z,y,2) ),
el sistema Ax = b es equivalente a la ecuacién vectorial

ru+yv+zw=D>b

Tomando el producto punto con el producto cruz de dos de los vectores se eliminan
las dos variables correspondientes. Asi, para eliminar a x y a y tomamos el producto
punto con (u X v) para obtener la ecuacién

z((uxv)-w)=(uxv)-b
pues (u X v) es ortogonal a u 'y a v. De aqui, si (u X v)-w = det A # 0, se tiene que

(uxv)-b
det A

Zz =

Y andlogamente, por (5.3), det A # 0 implica que

_(wxu)-b _(vxw)-b
Y= et A © T T det A

Por lo tanto, si det A # 0 entonces la solucién de Ax = b es unica y esta dada por
las ecuaciones anteriores que son conocidas como “la regla de Krammer”.

Ahora tenemos que demostrar el inverso, supongamos entonces que det A = 0 y
hay que ver que el sistema no tiene solucién inica. Expresemos el determinante como
det A= (uxv)-w. Si(uxv)=0 entonces por el Corolario 5.2.2 tenemos que u
y v son paralelos, y si (u x v) # 0 entonces por la Proposicién 5.2.2, tenemos que
w € (u,v). En ambos casos podemos afirmar que existen nimeros g, s y to con
alguno de ellos distinto de cero que cumplen

T0u+SOV+t0W:0, (54)

pues en el primer caso (u X v = 0) tenemos una igualdad u = svov =ru, y en
el segundo (u x v # 0) podemos expresar w = ru + sv; y de cualquiera de estas
igualdades obtenemos una expresién (5.4) con alguno de los coeficientes igual a 1 al
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pasar a todos los sumandos al lado izquierdo. Esto implica que el sistema Ax = 0 no
tiene solucién tnica pues encontramos una diferente de la trivial que es x = 0 (los
tres coeficientes cero). Resumiendo, si suponemos que det A = 0, hemos demostrado
que existe xg = (79, So,to) # 0 tal que Axy = 0. Esta serd la base para demostrar
que para cualquier b € R? la solucién de Ax = b no es tnica:

Si el sistema Ax = b no tiene solucién (el caso, por ejemplo, en el que w estd
en el plano generado por u 'y v pero b no estd en ese plano) entonces, en particular,
no hay solucién tnica. Pero si Ax = b si tiene solucién, digamos que x; es tal que
Ax; = b entonces

A(X1+X0):AX1+AX0:b+OIb

y como X; # X1 + X pues xg # 0 entonces la solucién no es tdnica. Dicho de otra
manera, si existen r, s y t tales que

ru+sv+tw=>b
entonces también se cumple que
(r+ro)u+(s+sg) v+ (t+ty) w=Db

Lo cual concluye la demostracién del Teorema pues que no haya solucién tinica quiere
decir que o bien no hay solucién o si si la hay, entonces hay muchas (en el fondo
hemos demostrado que hay tantas como para la homogénea Ax = 0). O

EJERCICIO 5.12 Sea A = (u,v,w) una matriz de 3 x 3 con det A # 0. Demuestra que
entonces tiene matriz inversa A~ y que esta estd dada por la férmula

) 1 (v x W)I
A = (w x u)
A
det (u % V)T

T

donde, recuerda, x' es el vector renglén transpuesto del vector columna x.

5.2.4 Dependencia e independencia lineal

En la demostracion del regreso (si det A = 0, la solucién no es unica) del Teorema
anterior hubo un paso fundamental que amerita comentarios y profundizacién. El
de encontrar una solucién no trivial a la ecuacién homogénea Ax = 0, porque es la
manera mas democréitica y general de decir que las columnas de la matriz A no son
tan generales como podrian ser; que en vez de generar a todo R? sélo generan a un
plano o una linea o al origen (si las tres son 0). Amerita una pomposa definicién
que funciona en general, aunque en este libro sélo se le dé uso en instancias pequenas
(k<4yn<3).
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Definicién 5.2.1 Sean up, us,--- ,u; vectores en R”. Se dice que son [inealmente
dependientes si

es decir, si la tinica combinacion lineal de ellos que da el vector O es la trivial. Y si,
por el contrario, existen A1, Ao, -, A\ no todas ellas cero, tales que A\ u; + Ay us +
-+ 4+ Apu, = 0 entonces se dice que son linealmente dependientes.

Asi se tiene que un vector es linealmente dependiente si y sélo si es el vector 0,
que dos vectores no 0 son linealmente dependientes si y sélo si son paralelos y que
tres vectores son linealmente dependientes si y sélo si los tres estdn en un mismo
plano por el origen; que son los casos que nos interesan y que han quedado debida
y elegantemente incluidos en una sola definicién. Podemos refrasear entonces que el
paso fundamental de la demostraciéon anterior fué ver que det A = 0 si y sélo si las
columnas de A son linealmente dependientes.

A manera de resumen, enlistemos una serie de equivalencias, cuya demostracién o
bien ya dimos o bien falta sélo algun argumento sencillo que dejamos como ejercicio
mental para el lector.

Teorema 5.2.4 Sea A = (u,v,w) una matriz 3 X 3, y sea f : R> — R? su funcidn
lineal asociada (es decir, definida por f (x) = Ax. Entonces son equivalentes:Sea 11
el plano dado por la ecuacion n-x = ¢ y sea £ la recta {p +td |t € R}. Demuestra
que I y £ se intersectan en un unico punto si y sélo sin-d # 0. Observa que si no
es ast (es decir, sin-d=0) en

i) detA #0
1) u,v,w son linealmente independientes
iii) el sistema Ax = b tiene solucion unica para alguna b € R?
iv) el sistema Ax = b tiene solucion tunica para toda b € R?
v) (u,v,w)=R? (ie, u,v,w generan R3?)
vi) f es inyectiva
vit) f es suprayectiva
vigr) f es biyectiva

EJERCICIO 5.13 Demuestra que tres planos en R3 se intersectan en un tinico punto si y
sélo si sus tres vectores normales son linealmente independientes.

EJERCICIO 5.14 Sean di,ds,ds linealmente independientes, y sean £ y fo dos rectas
cualesquiera con direcciones d; y ds respectivamente. Demuestra que existe una tnica
recta f3 con direccién dg que pasa por 1 y £o.
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5.3 La Esfera

Ahora si, estudiaremos algo de la geometria de la esfera:
S?i={xeR’||x] =1},

es decir, el conjunto de todos los vectores unitarios (de norma 1) en R3. No est4
de méds remarcar que es la frontera de la “bola sélida” B* := {x e R* | |x| <1} y
que si bien estd tltima tiene tres dimensiones, su frontera, la esfera, tiene sélo dos.
Intrinsecamente es una superficie y su simil mds parecido en el mundo real son las
pompas de jabon.

Por su parte es la representante teérica de cosas importantes como la superficie
de la tierra o el firmamento. Siguiendo este simil, podemos dar dos coordenadas
angulares para sus puntos. El ecuador consta de los puntos

{(cosa,sen,0) | a € [0, 2]}

donde « es llamada la latitud, y se identifica naturalmente con el
circulo unitario S*. Y luego, para una latitud o dada podemos
variar la altitud 6 € [—m, 7] para obtener el punto

Xo,5 = (COS 6 cos o, cos d sen o, sen )

que efectivamente estd en la esfera pues

|xa,5|2 = (cos 6 cos a)2 + (cos 6 sen a)2 +sen?§
= cos?é (Cos2 a + sen? Oz) +sen?§

= cos?6+sen?d=1

Asi que podemos llegar a cualquier punto de la esfera por sus dos coordenadas,
latitud « y altitud 6, pero para el “polo norte”, es, y el “polo sur”, —es, la latitud
no estd bien definida; cualquiera es buena. Los mapas planos de la tierra usan estas
coordenadas, pero entonces los polos “son” las lineas horizontales extremas y las
distancias no corresponden a las distancias reales en la esfera. Tampoco las lineas
rectas en un mapa corresponden a las trayectorias més cortas en la esfera.

5.3.1 Geodésicas

Consideremos dos puntos u y v en la esfera S?, ;cudl serd la trayectoria m4s corta
para ir de u a v? Nos referimos a la trayectoria dentro de S?, es decir, sin salir
nunca de la esfera, como si fueramos una hormiguita sobre ella o un humano en la
tierra. En R? la trayectoria més corta es el segmento Uv entre los puntos; pero este
inmediatamente deja de estar en la esfera, su interior cae dentro del interior de la
bola sélida. Lo que més se parece al segmento uv dentro de la esfera es su proyeccién
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desde el origen, su sombra en la esfera pensando que el centro
de la esfera, el origen, es un foco. Pues entre més grande sea el
radio de un circulo més se parece localmente a una recta y los
circulos mds grandes que hay en la esfera son los que tienen su
centro en el origen, y que por tanto tienen radio uno.

No vamos a demostrar que las trayectorias més cortas (o
eficientes) dentro de la esfera son los circulos mdximos (i.e.,
interseccién de la esfera con planos por el origen) pues requiere
herramientas de célculo. Pero las vamos a tomar como definicién
de lineas esféricas (que aunque suene contradictorio, viene de
“lineas en la esfera”) siguiendo la intuicién de que son lo més
parecido a las lineas rectas dentro de S2.

Definicién 5.3.1 Una linea en la esfera, o una linea esférica es la interseccién de S?
con un plano por el origen.

Tenemos entonces que por dos puntos u y v en la esfera S? pasa una linea esférica.
Pues si u y v no son paralelos, entonces generan un plano (por el origen) (u,v) de
tal manera que la linea esférica

¢=(u,v)N§S?

los contiene a ambos. Si u y v son paralelos existe t € R tal que u = tv, pero
entonces por estar ambos en la esfera se tiene

L= Juf = [tv|=[t] [v| = [t|

y por tanto t = 4+1: o bien u y v son iguales, o bien son antipodas, es decir, u = —v.
Hemos demostrado que por dos puntos (distintos) no antipodas pasa una tnica linea
esférica. Pero obsérvese ademés que toda linea que pasa por un punto u € S? también
pasa por su punto antipoda —u, asi que por cualquier par de puntos pasa una linea
que ademsds es Unica si y sélo si no son antipodas.

Esta condicién es muy parecida a la de la geometria clasica donde por cualquier
par de puntos pasa una recta.



