
x��� Divertimento in G

En el principio fue el Verbo� y �este pregunt�o� ��De qu�e est�an hechas las cosas��

Talentosa su voz respondi�o� �Todas las cosas est�an hechas de agua��

En ese momento se cre�o la �losof�	a�

���mirando su creaci�on� el Verbo se pregunt�o� ��Cu�al es la �gura m�as perfecta y cu�al la

m�as sencilla�� �La esfera ha de ser la perfecci�on misma�� contest�o y cre�o tres esferas� una

de agua� otra de luz y la tercera de noche� Poniendo a girar las esferas unas alrededor de

otras� se detuvo a observar su creaci�on� Vio salir vida del agua y aire de la vida� entonces

separ�o unas aguas de otras con una l�	nea recta y le llam�o Firmamento� En ese momento�

comenz�o un eclipse� Con la noche todav�	a a mitad del camino entre la luz y la vida� el Verbo

a�rm�o� �La sombra de una esfera ser�a llamada C�	rculo y a la l�	nea recta que pase por el

centro de �este se le llamar�a Di�ametro� y partir�a a la �gura exactamente en dos mitades��

Finalmente quer�	a saber cu�al ser�	a la piedra angular de lo dem�as� Buscaba la �gura

elemental� mientras contemplaba sus esferas en movimiento� Fue trazando l�	neas en su imag


inaci�on hasta crearse la idea fundamental� �La �gura m�as sencilla ha de ser el Tri�angulo�

Adem�as� si �este se inscribe en un C�	rculo con un lado sobre el Di�ametro y la suma interna

de sus �angulos es � � entonces contiene un �angulo recto��

De esta manera se cre�o un d�	a� la Geometr�	a�

Al d�	a siguiente� quiso ir a ver la vida� as�	 que sec�o parte de las aguas y se pos�o ah�	�

Jugando con su creaci�on� hizo una pir�amide� Pasmado por su belleza� quiso compartirla

con alguien y cre�o un tri�angulo al cual dio vida�

Dijo el Verbo�

�Te he creado para que� admirando esta �gura� el Tetrahedr�on� escribas toda la Geo


metr�	a� Pero cu�	date de no perder la orientaci�on de tus actos� ser�	a fat�	dico� Por �ultimo�

tu nombre ser�a Dama porque naciste del Amo�

El Verbo enmudeci�o y se retir�o�

La Dama corri�o para comenzar su misi�on pero no sab�	a c�omo� as�	 que se puso a dibujar�

No pod�	a trazar m�as que garabatos� le hac�	an falta herramientas� Se procur�o una escuadra�

para trazar l�	neas y �angulos rectos y construy�o un comp�as� que le permitir�	a delinear c�	rculos

de cualquier di�ametro y en torno a cualquier punto�

Dedic�o el resto del d�	a a jugar con su nueva creaci�on� Aprendi�o a dibujarse a s�	 misma

y a enamorarse de su belleza� excitada por su propia imagen� copul�o con sigo misma y pari�o

al mism�	simo Proyectivo�
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En ese momento se perdi�o la orientabilidad para siempre�

El Verbo� al percatarse de lo acontecido� dijo�

�  H�agase la luz�

Comenz�o un nuevo d�	a�

�Te he dicho que cuidaras de la orientaci�on de tus actos� y mira lo que has hecho�

D�� Perdonad mis actos� no lo he pensado� tan s�olo me he dejado llevar por el mo


mento� despu�es de todo no soy m�as que un simple tri�angulo�

El Proyectivo al ver a su Dama agredida� salt�o en su defensa� y repuso�

P�� Se�nor� si hay alguna trasgresi�on a tu medida� no es sino culpa m�	a�

S��  Calla ahora y para siempre�

En su ira le extrajo un v�ertice y lo convirti�o en una retorcida banda M�oebiana� A ella

le hizo perder un disco para transformarla en la imagen de un Cilindro�

M�� � C�omo te atreves� Yo me encargar�e de estropear tu creaci�on� los no
orientables

seremos m�as en n�umero y dominaremos el Universo Entero�

C�� No hagas caso Se�nor� tan s�olo est�a ofuscado�

S�� Al oir tus s�uplicas no puedo hacer otra cosa que perdonaros� Lo que antes sucedi�o

ser�a olvidado y hoy ser�a el d�	a cero� En cuanto a t�	� diab�olico ser� de pegarte a otro de tu

tipo� no har�as sino perder tu capacidad de ser triangulable� al igual que ahora tu creadora�

Para lo cual�  Que sea el Toro la �unica triangulaci�on con siete v�ertices�

En ese momento se cre�o una Relledona��� sin relleno�
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x�� Introducci�on

El problema central de esta tesis fu�e encontrar la m�	nima n para la cual la gr�a�ca com


pleta Kn triangula a la misma super�cie de dos maneras combinatoriamente no isomorfas�

Se demuestra que esta n es �� Adem�as� se incluyen otros resultados originales relacionados

con el problema�

En la parte I se de�nen los conceptos b�asicos� y se hace un bosquejo de la historia de

este problema�

La parte II se divide en dos cap�	tulos� En el primero se estudian las n peque�nas �n � ��

demostr�andose que admiten inmersiones �unicas� Aunque estos resultados son del �folcklor��

no conocemos una referencia en la literatura donde aparescan expl�	citamente� El segundo

cap�	tulo consta de material original�

Finalmente� quisiera agradecer a Victor Neumann
Lara por transmitirme ese inmenso

placer por el trabajo en la teor�	a de las gr�a�cas� Tambi�en agradezco a Luis Montejano y a

Jorge L� Arocha su amistad y apoyo constante� A mi compa�nero Luis Blackaller �el Skin�

le debo las im�agenes de �La Mosca� y �La Manta�� sin las cuales la presente no ser�	a lo que

es� A mi hermana Liz le debo la paciente lectura que hizo a la presente para corregir mi

espa�nol� A mi padre le debo agradecer toda la vida el placer por el conocimiento y su apoyo

incondicional� Por �ultimo� mil gracias a Javier Bracho �Roli
san� sin el cual la presente ser�	a

un sue�no�

R�Strausz

�el Dino�

Marzo �����
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PARTE I

El problema

La Biblia� aunque fue al principio un obst�aculo para la aceptaci�on del sistema copernicano�

pronto se descubri�o que admite interpretaciones que permiten a hombres de piedad ejemplar�

como el mismo Newton� aceptar la inspiraci�on verbal de las Escrituras y tambi�en las ense�nanzas

de la astronom��a

BertrandRussell

En lugar alguno mejor que en el an�alisis combinatorio puede verse la falacia contenida en

la bien conocida sentencia de Kronecker� �Dios cre�o los n�umeros naturales� lo dem�as es obra

nuestra�� Una descripci�on m�as acertada ser��a� �Dios cre�o el in	nito� y el hombre� incapaz de

comprenderlo� tuvo que inventar los conjuntos 	nitos��

Gian�CarloRota



x�� Coloraci�on de Mapas

Desde su creaci�on� existe una estrecha relaci�on entre la Teor�	a de las Gr�a�cas y la

Topolog�	a �cf� E����� De hecho� dada una gr�a�ca G � �V��� se le puede asignar de manera

natural un espacio topol�ogico� Por ejemplo� por cada v�ertice v � V esc�ojase un punto

Pv � R� de tal forma que cada cuatro de ellos no sean coplanares� Den�otese por �Pv� Pu�

el segmento de recta abierto que se encuentra entre los puntos Pv y Pu� entonces se puede

identi�car a la gr�a�ca G con el espacio �cf� B����

T �G� ��
�
v�V

Pv � f�Pv� Pu�jvu � �g

Con este enfoque� se puede decir que G es encajable en una super�cie � si y solo si

T �G� es homeomorfo a un subespacio de �� En particular se dir�a que G es plana si y solo

si G es encajable en R��

La primera caracterizaci�on de las gr�a�cas planas fue hecha por Kuratowski �K���� al

�nal de los a�nos  ! cuando demostr�o el

 



Teorema ���� Una gr�a�ca es plana si y solo si no contiene subgr�a�cas homeomorfas a

K� o K����

Inspirado en este resultado� Erd"os conjetur�o �cf� H��� p����� que deb�	a existir una

familia �nita de gr�a�cas prohibidas como subgr�a�cas de la gr�a�cas �Toroidales�� Hoy d�	a

se sabe que �esto es cierto �cf� B��� p� #$��

Adem�as de la estructura topol�ogica arriba mencionada� hay especial inter�es en cierta

informaci�on de �	ndole totalmente combinatorio� a saber� el n�umero crom�atico�

Def�	nase una n
coloraci�on de la gr�a�ca G � �V��� como una funci�on f �V � f�� � � � � ng
de V sobre un conjunto de n �colores� �o �	ndices� de tal forma que bicolorea todas las aristas

�i�e�� uv � � � f�u� �� f�v��� El n�umero crom�atico de G� ��G�� es el m�	nimo n para el

que existe una n
coloraci�on de G� Se dir�a adem�as que la gr�a�ca es cr�	tica si y solo si toda

subgr�a�ca propia de G tiene n�umero crom�atico menor� Es claro que toda gr�a�ca contiene

una subgr�a�ca cr�	tica con el mismo n�umero crom�atico� Menos evidente es el siguiente

Teorema ���� Si G es cr��tica con � � ��G�� entonces cada v�ertice de G tiene valencia al

menos �� �� �i�e�� �v � V � Val�v� � �� ���

Demostraci�on � Sup�ongase que existe v� � V tal que Val�v�� � n � ���� Sean v�� � � � � vn

los v�ertices adyacentes a v� en G� Consid�erese ahora la gr�a�ca G n v� que por ser una

subgr�a�ca propia de G debe tener n�umero crom�atico menor �i�e�� ��G n v�� � ��G�� y

se puede colorear usando no m�as de � � � colores� En tal coloraci�on no se usan m�as de

n � ��  para colorear los v�ertices v�� � � � � vn � lo que deja un color libre que se puede usar

para colorear al v�ertice v� extendiendo la coloraci�on a una �� � ��
coloraci�on de G� �Esto

contradice el hecho de que � era el n�umero crom�atico de G�

De aqu�	 en adelante cuando se diga que G���� ��� es una gr�a�ca se quiere decir que

tiene �� v�ertices y �� aristas� As�	
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Teorema ���� Si G���� ��� es cr��tica y � � ��G�� entonces

��� ���� �  ��

Demostraci�on � Al sumar la valencia de todos los v�ertices de G� se cuentan todas las

aristas de G dos veces� Usando el teorema anterior se sigue el resultado�

Antes de continuar con la teor�	a� es de mencionar uno de esos famosos resultados en

Matem�aticas� sumamente f�aciles de enunciar y endemoniadamente dif�	ciles de probar� que

es inspiraci�on del trabajo que contin�ua�

Teorema ���� Toda gr�a�ca plana es ��coloreable�

La demostraci�on de esto es demasiado extensa y enredada para los prop�ositos de la

presente tesis� �v�ease AH��� y AHK��� �

Este teorema �antes conocido como la Conjetura de los Cuatro Colores� ha sido suma


mente prol�	�co en cuanto a la teor�	a que se ha desarrollado para tratar de demostrarlo�

En un intento por lograrlo� Heawood demostr�o un resultado �m�as general� que� para su

desgracia� no conten�	a la C�C�C� como caso particular �H� ���

Para comprender lo que hizo� se necesitan algunos conceptos de topolog�	a de dimensi�on

baja� Una super�cie � es un espacio topol�ogico que localmente es homeomorfo al plano

eucl�	deo�

Ejemplos de super�cies son la Esfera� el Toro� el plano Proyectivo� la Botella de Klein� la

banda de M�obius� un Disco� etc�� que se denotar�an por S� T� P� K� My D� respectivamente�

Una herramienta �util en el estudio de la super�cies es una operaci�on llamada Suma

Conexa� que lo que hace es �pegar� dos super�cies para generar otra que� en general� es

algo m�as �complicada�� En concreto� si se tienen dos super�cies � y ��� se extraen de cada

una de ellas un disco abierto �se puede demostrar que no importa cu�al� y se identi�can las

fronteras de �estos�

T#K
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Otra herramienta muy �util en el estudio de estos espacios es la llamada Caracter�	stica

de Euler �ver E� ��� Consid�erese un encaje G �� � en una super�cie� El complemento del

encaje� � nG� es una colecci�on de �� componentes conexas abiertas disjuntas� Si son discos

�que se llamar�an caras� se dice que el encaje es Celular� El n�umero

E��� � E�G��� �� �� � �� % ��

es un invariante de vital importancia que se puede demostrar que s�olo depende de la super


�cie y se le conoce como su Caracter��stica de Euler�

No es la intenci�on de esta tesis el mostrar una caracterizaci�on completa de las super�


cies� sin embargo se mencionar�a sin demostraci�on c�omo se logra �esta �para un tratamiento

detallado v�ease R��� cap�� �o E��� cap��$��

La esfera es un elemento neutro de la suma conexa� A una super�cie se le pueden

sumar b�asicamente dos cosas� un Toro� que disminuye su caracter�	stica de Euler en dos

�i�e�� E���T � � E��� �  �� o un Proyectivo� que disminuye la caracter�	stica en uno y

adem�as transforma la super�cie en no
orientable �unilateral�� Finalmente a toda super�cie

se le puede extraer un disco� transform�andola en una super�cie con frontera� De aqu�	 en

adelante cuando se diga super�cie� se entendera una super�cie con o sin frontera� Es claro

que cada vez que se extrae un disco se aumenta en uno el n�umero de componentes en la

frontera y se reduce la caracter�	stica en uno� As�	� se obtiene el siguiente diagrama� en el

cual se representa con una &echa punteada la operaci�on de extraer un disco� con una rayada

la de sumar un Proyectivo y �nalmente con una continua la de sumar un Toro�

$



S

T

T2

P

K

P3

D

T\D

T2\D

M

K\D

P3\D

C

T

T2\2D

M\D

K\2D

P3\2D

En el diagrama anterior �y de aqu�	 en adelante� se denot�o por T� a la suma conexa

de 	 toros� o� en otros t�erminos� al toro de g�enero 	�� An�alogamente se hizo con P�� para

denotar a la super�cie no orientable �en particular K � P�� de g�enero '	� De lo anterior

se deduce que para conocer completamente una super�cie es necesario y su�ciente conocer

tres valores� La caracter�	stica de Euler� el n�umero de componentes en la frontera y si es o

no orientable la super�cie�

�Esto inspir�o la creaci�on de la siguiente tabla en la que el eje de las absisas representa

el n�umero de componentes en la frontera y las ordenadas son la caracter�	stica de Euler� El

signo diferencia la orientabilidad �% � orientable� � � no
orientable�� N�otese que E�S� �  �

E�T�� �  �  	 y E�P��� �  � '	�
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TABLA APERI�ODICA DE LAS SUPERFICIES

S

S4

P

A5

T

Z7 X Z6

P5

Z3 X Z3 X Z2

K

P3

P4T2

T3 P6

Z6

P5

2

Z9

P7

Z5

P7

14

S3

D
D5

M

T

Z6

K\D

P3\D

P4\DT2\D

P5\D
P5\D

3

C

M\D

Z8

T2\2D P4\2D

T\2D K\2D

P3\2D

          0
+                -

          1
+                -

          2
+                -

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5
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Sea � una super�cie cerrada� es decir� sin frontera� Es claro que� dado un encaje celular

G���� ��� �� � con �� caras� cada cara tiene al menos � aristas en su frontera y que cada

arista est�a en  caras� entonces ��� �  ��� lo que implica el siguiente

Teorema ���� Sea G���� ��� una gr�a�ca encajable en la super�cie cerrada �� entonces

�� � ���� � E����

Corolario ���� Si existe un encaje triangular de la gr�a�ca G en la super�cie �� entonces

�� � ���� � E����

De	nici�on ���� El N�umero Crom�atico ���� de una super�cie cerrada � es el m�aximo

n�umero crom�atico de las gr�a�cas encajables en �� i�e��

���� � max
G���

��G�

En �(�! Heawood encontr�o una cota superior al n�umero crom�atico de cada super�cie�

cuando demostr�o el siguiente

Teorema ��
� Si � es una super�cie cerrada con caracter��stica de Euler E � E����

entonces

���� �
�
� %

p
#��  #E

 

�

Demostraci�on � Sea G���� ��� una gr�a�ca cr�	tica encajable en alguna super�cie � con el

mismo n�umero crom�atico �i�e�� ��G� � ������ entonces por los Teoremas ��� y ��$ tenemos

que

���G�� ���� �  �� y �� � ���� �E�����

��� ���� � ��� � �E

�	� ��� �� � �� �E

��
�

(



Consid�erese por separado los casos� E � !� E � � y �nalmente E �  �

Sup�ongase E � !� Como �� � �� entonces

�� � � �� �E

�

�� � ��% �E � !�

Por lo tanto �
�� � %

p
#��  #E

 

��
�� ��p

#��  #E

 

�
� !�

Luego� como E � ! �
p
#��  #E � �� Adem�as � � � � entonces el segundo factor es siempre

positivo y el primero negativo�

Sup�ongase ahora que E � � �i�e�� � es el Plano Proyectivo�� De �)� se deduce que

�� � � �� �

��
� �

Como � debe ser un n�umero entero se sigue que

� � � �
� % $

 
�

� %
p
#��  #E

 

El tercer caso� E �  � es el caso de la celebrada C�C�C�

Desde entonces se conoce como la Conjetura de Heawood que la desigualdad anterior es

realmente una igualdad� para lo cual hay que exhibir un encaje G �� � de una gr�a�ca que

iguale su n�umero crom�atico a la cota de anterior� Este problema dio lugar al monumental

trabajo de Ringel
Youngs �R���� en el que se aborda la siguente pregunta�

Dada la super�cie � � �cu�al es la m�axima n para la cual existe un encaje de Kn en ��

o de manera equivalente�

Dado n �qu�e super�cies � tienen la propiedad de que Kn puede ser encajable en ��

De	nici�on ���� El g�enero �orientable� 	�G� de una gr�a�ca G es el m��nimo 	 para el cual

G �� T� � es decir� 	 � 	�G�
 G �� T� y ��G �� T�����

De lo anterior se deduce que si 	 � 	�G�

�� � ��� � � % �	

�



	�G� �
�
�� � ��� % �

�

�

As�	� se puede de�nir el problema �conocido en la literatura Inglesa como �Thread

Problem�� de encontrar el g�enero de una gr�a�ca completa� Si G � Kn� �� � n y �� �
�
n

�

�
�

entonces

	�Kn� �
�
�n� ���n� #�

� 

�
n � ��

Es en R��� que se demuestra que la f�ormula anterior es realmente una igualdad exhi


biendo encajes de Kn en T� y de manera an�aloga se demuestra que el g�enero no
orientable

'	�Kn� es

'	�Kn� �

	l
�n����n�	�




m
� si � �� n � ��

�� si n � ��

�!



x�� Triangulaciones Tensas

El problema central de esta tesis es el problema del isomor�smo�

Dos encajes i � Kn �� � y j � Kn �� � son equivalentes si y solo si existe un homeo


mor�smo h � � � � de tal forma que h�i�Kn�� � j�Kn�� En estos t�erminos se puede

plantear la pregunta�

�Cu�al es el m�	nimo n para el cual existen dos encajes �triangulares� de Kn en la misma

super�cie � que no sean equivalentes�

Ringel en su trabajo R��� no deja huella de haberse formulado �esta� M�as a�un� exhibe

dos encajes orientables no isomorfos de K�� en la misma super�cie y no lo menciona�

Se abordar�a este problema traduci�endolo a un lenguaje puramente combinatorio� Para

�esto� se comienza por de�nir una clase de hipergr�a�cas �cf� ABN����W�����

De	nici�on ���� Una 	�gr�a�ca H � �V�*� consta de un conjunto ��nito� V de v�ertices y

una familia* de subconjutos de V todos de cardinalidad tres� los que se llamar�an tri�angulos�

Es decir�

* � V ��� �� fX � V j 
X � �g�

Con esta terminolog�	a� una  
gr�a�ca ser�	a lo que se conoce simplemente como gr�a�ca�

De hecho� dada una �
gr�a�caH � �V�*� existe una  
gr�a�ca asociada S�H� � �V��� donde

� � fxy � V ���j existe xyz � *g que se conoce como el �
esqueleto de H � Otra gr�a�ca que

se asocia a las �
gr�a�cas es� dada H � �V�*� y un v�ertice v � V

��



De	nici�on ���� TH�v� �� �V n v��� es la traza de v en H� donde

� �� fuw � V ��� j uvw � *g

T �v�

La �gura anterior representa una �
gr�a�ca en gris y la traza del v�ertice blanco en negro�

Adem�as� las �
gr�a�cas vienen acompa�nadas naturalmente de una noci�on de

isomor�smo� a saber� una biyecci�on de los v�ertices que preserve a la familia de tri�angulos�

f �V � V � es un isomor�smo entre H y H � si f es una biyeccion y

� � *� f��� � *��

De	nici�on ���� El conjunto de todos los isomor�smos de una 	�gr�a�ca H sobre s�� misma

operando con la composici�on de funciones de�ne un grupo� llamado el grupo de automor�

�smos de la hipergr�a�ca� Aut�H��

Se dir�a que el grupo de automor�smos act�ua transitivamente si dados dos v�ertices

cualesquiera� existe un elemento del grupo que tomando como argumento a uno� tiene como

imagen al otro� i�e�� si existe un automor�smo que manda uno en el otro�

Es claro que si dos hipergr�a�cas son isomorfas en el sentido anterior� entonces sus

respectivos grupos de automor�smos lo son en el sentido usual de la teor�	a de grupos�

Agraciada o desgraciadamente el regreso no es cierto� por lo que la condici�on de tener el

mismo grupo de automor�smos es una herramienta que sirve para distinguir cuando dos

�
gr�a�cas no son isomorfas �tienen distinto grupo de automor�smos� pero no sirve para

certi�car que s�	 lo sean�

� 



Ahora se enfocar�a la atenci�on un poco m�as� para dedicarla a estudiar una subclase de

la clase de todas las �
gr�a�cas� misma que se describe en la siguiente

De	nici�on ���� Una 	�gr�a�ca H � �V�*� es un 	�ciclo� o una 	�cadena� si para cada

v�ertice v � V � la traza de v en H es un ciclo� o respectivamente una cadena �paseo��

�
Ciclo �
Cadena

Ejemplos de estas estructuras son� un tetraedro y un tri�angulo respectivamente�

Notaci�on� cuando se haga referencia a la traza de un v�ertice v en una �
cadena ��
ciclo�

se har�a diciendo simplemente T �v� o exhibiendo una permutaci�on �c�	clica� de los v�ertices

restantes�

v�v�v� � � � vn��

N�otese que los �
ciclos corresponden presisamente a encajes triangulares de gr�a�cas

completas en super�cies cerradas� debido a que la vecindad de cada v�ertice es esencialmente

un disco en el que est�an todos los dem�as v�ertices� Adem�as� dado el orden n �cardinal de

V �� el tama�no �cardinal de *� del �
ciclo est�a determinado por n�n���
� � �Esto es porque si

se cuentan los tri�angulos alrededor de cada v�ertice� son n� � y si se hace esto en todos los

v�ertices� se cuenta cada tri�angulo exactamente tres veces�

��



Por lo tanto la caracter�	stica de Euler est�a ya determinada�

E�H� � n�
�
n

 

�
%
n�n� ��

�
�

n��� n�

�
�

N�otese tambi�en que lo anterior tiene sentido s�olo cuando n�n���
� es entero� i�e��

n � !� � mod ��

Estos objetos son una subclase de los objetos con los que se enfrent�o Ringel en R��� y

por �el se sabe que existen siempre que la relaci�on anterior se cumpla�

Las �
cadenas� sin embargo� son objetos nuevos de estudio� Corresponden a encajes de

gr�a�cas completas en super�cies con frontera que en el problema de coloraci�on de mapas

no eran de importancia� La frontera de una �
cadena H � �V�*� es la gr�a�ca �H �� �V���

donde uv � � si y solo si v es un v�ertice terminal de la cadena TH�u� �si y solo si u es

v�ertice terminal de TH�v��� es decir� la frontera consta de las aristas del �
esqueleto que

s�olo est�an contenidas en un tri�angulo� De �esto se desprende que la frontera es una gr�a�ca

regular de valencia  y por tanto es la uni�on disjunta de ciclos�

An�alogamente� dado el orden n de una �
cadena� su tama�no es n�n���
� y su caracter�	stica

est�a dada por n���n�

 �

Con los t�erminos anteriores se puede plantear el problema de esta tesis como sigue�

PROBLEMA�� 
 Cu�al es la m��nima n para la cual existen dos 	�ciclos �	�cadenas� de

orden n que triangulen la misma super�cie y no sean isomorfos�

Antes de continuar� quisiera hacer una breve rese�na de c�omo surgi�o la inquietud de

saber cu�al es el orden m�as peque�no de dos encajes no isomorfos de una gr�a�ca completa en

la misma super�cie�

Como se dijo antes� el inter�es por este tipo de encajes surge� quiz�a por primera vez� en

el estudio de coloraciones de mapas en super�cies� Sin embargo� Ringel aparentemente no

se pregunt�o el problema del isomor�smo� M�as a�un� los teoremas que giran alrededor de las

inmersiones de gr�a�cas hablan� casi todos� de existencia y no de unicidad�

Por otro lado� m�as recientemente ha habido te�oricos en combinatoria que han puesto

especial atenci�on en �contar� triangulaciones en general� problema que hasta donde yo s�e

permanece abierto �cf� FG�����

A pesar de lo anterior� el presente problema surge de manera independiente� en el estu


dio de un concepto que generaliza de alguna manera la noci�on de conexidad para gr�a�cas�

�#



una gr�a�ca se dice que es conexa si y solo si no existe una bipartici�on del conjunto de

v�ertices sin aristas transversales� esto es� que para toda  
coloraci�on de los v�ertices� existe

una arista que usa los dos colores� An�alogamente�

De	nici�on ���� Una 	�gr�a�ca es Tensa si y solo si para toda 	�coloraci�on de sus v�ertices�

existe un tri�angulo heterocrom�atico� i�e� que usa los tres colores�

tensa no
tensa tensa

A su vez� el concepto de tensi�on est�a basado en el de N�umero Heterocrom�atico de

Hipergr�a�cas introducido en ABN���� mismo que se inspira en la Desconexi�on Libre
de


Tri�angulos de Digr�a�cas N����

Con estos conceptos se puede extender tambi�en la noci�on de �arbol� un �arbol es una

gr�a�ca minimal en aristas que es conexa� un �
�arbol es una �
gr�a�ca minimal en tri�angulos

que es tensa� Estudiando estos objetos� surgi�o una familia in�nita de �
�arboles� que se

de�ne a continuaci�on�

De ahora en adelante p �  n% � denotar�a un n�umero primo y Zp � f!� �� ���� p� �g el

campo de p elementos� Adem�as� sea Z�p � Zp n f!g el grupo multiplicativo de Zp� Den�otese

por Vn �� Z�pf��� �g al conjunto de n v�ertices y a sus elementos por �x� � Vn cuando se

quiera hacer �enfasis en que son clases de equivalencia� �x� � fx��xg� o simplemente por

x � Vn�

De	nici�on ��
� Sea

Ln �� �Vn�*p�

la 	�gr�a�ca cuyos tri�angulos son las 	�aristas f�x�� �y�� �z�g tales que x% y � z�

Lema ���� Ln es una 	�cadena�

Demostraci�on � Basta demostrar que para todo v�ertice v de Ln� TLn�v� es una cadena�

El paseo  � �� � � � � n � �p���
� es la traza del � pues�  % � � �� � % � � #� � � � � n � � % � � n

y el � no aparece en ninguna otra igualdad x % y � z con tres elementos distintos�

De la de�nici�on se desprende inmediatamente que el grupo Z�p act�ua transitivamente en los

�$



v�ertices� pues para todo v�ertice v de Ln hay un automor�smo que mapea el � a v� a saber�

la multiplicaci�on por v� Tal automor�smo debe ser un isomor�smo entre T ��� y T �v� y�

por tanto� T �v� es un paseo�

Ejemplos de �esta familia son� L� y L�

1

1

2

3

3 2

1

4

5

J�L� Arocha� J� Bracho y V� Neumann
Lara en su siguiente art�	culo �ABN� �� aportan

una operaci�on combinatoria que �copula� la informaci�on de dos �
cadenas para construir

un �
ciclo� A partir de �esta y de la familia antes descrita� se construye de manera natural

una familia in�nita de �
ciclos� La construcci�on es como sigue�

De	nici�on ���� Sean H� � �V��*�� y H� � �V��*�� dos 	�cadenas con fronteras �H� �

�V����� y �H� � �V����� respectivamente� Sea adem�as ��V� � V� un isomor�smo entre

sus fronteras� F��jese alguna orientaci�on para cada ciclo de �H� �denotando
���
�H� � �V��

��
���

la digr�a�ca inducida por �esta�� y as��gnese a �H� la orientaci�on que hereda atraves de ��

Entonces se de�ne

H � H���H�

la C�opula de H� y H� como H �� �V�*�� donde V es la uni�on disjunta de V� y V��

V �� V� t V��

y si xyz � *� � xyz � *�

xyz � *� � ��x�yz � *�

xy � ���� � xy��y� � * y ��x���y�y � *�

En ABN� � se demuestra que H���H� es efectivamente un �
ciclo�

��



N�otese que con esta construcci�on a la mano� por cada �
cadena se pueden construir

varios �
ciclos� a saber� la c�opula con sigo misma y diferentes �� Y por cada �
ciclo de

orden n se pueden construir� en principio� n �
cadenas de orden n� � que� adem�as� tienen

frontera conexa� basta extraerle un v�ertice �junto con los tri�angulos en los que incide� para

convencerse de �esto�

Tambi�en� as�	 como podemos extraer a un �
ciclo un v�ertice para crear una �
cadena

con frontera conexa�

De	nici�on ��� Dada una 	�cadena H � �V�*� con frontera conexa �H � �V���� H� ��

�W�*�� es un 	�ciclo donde W �� V t fxg y *� �� * � fxyzjyz � �g

Un ejercicio interesante es demostrar L��L�
�� L�

�� que es la triangulaci�on del Plano

Proyectivo�

En la siguiente parte se demostrar�a que la soluci�on al problema del isomor�smo para

�
cadenas es n � (� donde existen cinco �
cadenas diferentes� tres de las cuales �viven� en

la misma super�cie� Adem�as se demostrar�a que existen dos �
ciclos de orden n � ��

El cap�	tulo � demostrar�a� en orden creciente de n� que los casos donde n � � son �unicos�

En el cap�	tulo #� se acercar�a la cota superior en orden decreciente� tal como aconteci�o

hist�oricamente� para dar lugar a un teorema general que involucra a las construcciones �
y � y a una conjetura sobre los n�umeros primos�

��
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PARTE II

La soluci�on

Tenemos una intuici�on sobre cu�ales son los casos adecuados� intuici�on que� si bien es ex


tremadamente falible� basta para descartar una cantidad de tipos falaces de inducci�on que los

l�ogicos pueden inventar� pero que ninguna persona cuerda aceptar��a� Nuestro prop�osito debe

ser sustituir esta intuici�on por algo que� aunque no vaya contra ella� sea al mismo tiempo m�as

expl��cito y m�as con	able�

BertrandRussell

La matem�atica pura consiste enteramente en a	rmaciones tales como la de que si tal o

cual proposici�on es verdadera para cualquier cosa� entonces tal otra proposici�on es verdadera

para dicha cosa� Lo esencial es no discutir si la primera proposici�on es realmente verdadera y

no mencionar cu�al es esa cosa cualquiera para la que se supone serlo ������ Si nuestra hip�otesis

se re	ere a una cosa cualquiera� y no a algunas o varias cosas particulares� entonces nuestra

deducci�on forma parte de la matem�atica� Y as�� puede de	nirse la matem�atica como aquel campo

en el que no sabemos nunca de qu�e estamos hablando ni si lo que decimos es verdad�

BertrandRussell

�(



x�� Los Casos �Unicos �n � ��

En lo que sigue� se demostrar�a que tanto la Esfera como el plano Proyectivo y el Toro

s�olo aceptan una triangulaci�on completa� Se exponen tambi�en resultados an�alogos para

estas super�cies menos un Disco� Se desprender�a de esto que la Botella de Klein no es

triangulable con una gr�a�ca completa�

Lema ���� Para que exista una �unica 	�Cadena H de orden n con frontera conexa es nece�

sario y su�ciente que exista un �unico 	�CicloH� de orden n%� cuyo grupo de automor�smos

act�ue transitivamente en sus v�ertices�

Demostraci�on � Necesidad� Sea H la �unica �
cadena de orden n con frontera conexa�

Sean H� y G dos �
ciclos de orden n % �� Pero G n v �� H �� G n v�� para cualesquiera v

y v� v�ertices de G� entonces existen isomor�smos h � G n v � H y h� � H � G n v�� que se

pueden extender a isomor�smos de G sobre H�� Adem�as su composici�on h � h� se extiende
de manera natural a un automor�smo de G que manda v en v��

Su�ciencia� Sea H� el �unico �
ciclo de orden n % � cuyo grupo de automor�smos

act�ua transitivamente� Sean H y G �
cadenas con frontera conexa de orden n� entonces

H� �� G�� Por la acci�on transitiva del grupo� tanto en una triangulaci�on como en otra�

existe un isomor�smo que manda el v�ertice extra de una en el v�ertice extra de la otra y por

tanto H �� G�

��



Aunque trivial� se tiene el siguiente

Lema ���� L� es la �unica 	�Cadena de orden 	

Corolario ���� Existe una �unica triangulaci�on completa de la Esfera� a saber el Tetrahedro�

Menos trivial� es el siguente

Lema ���� L� es la �unica 	�Cadena de orden �

Demostraci�on � Sea H una �
Cadena de orden $� Sin perdida de generalidad se puede

suponer que el tri�angulo � � es una �
arista de H �

1 2

3

Al menos dos de las aristas del �
esqueleto del tri�angulo � � son internas �i�e� no

est�an en la frontera� pues de lo contrario la traza del v�ertice entre las dos aristas frontera

se desconectar�	a� sean �estas la �� y la  �� �Esto induce dos tri�angulos m�as que se puede

suponer son ��# y  �$�

1 2

34 5

As�	� se completa la traza del v�ertice �� S�olo faltan las aristas  #� �$ y #$� y un par de

tri�angulos� Suponer que esos dos tri�angulos no son �#$ y  #$ llevar�	a a una contradicci�on�

De aqu�	 que H �� L��

Corolario ���� Existe una �unica triangulaci�on completa del plano Proyectivo� a saber

L�
�
�� L��L��

Demostraci�on � Z��� act�ua transitivamente en los v�ertices de L�

 !



Lema ���� Existe un �unico 	�ciclo de orden �

Demostraci�on � Sea H un �
Ciclo de orden �� Se ver�a que la estructura de H est�a forzada�

Comi�encese por reconstruir �esta alrededor de un tri�angulo� por ejemplo el � ��

1 2

3

Todas las aristas del �
esqueleto de �este tri�angulo son internas lo que induce tres

tri�angulos distintos m�as� sean �estos !� � ��# y  �$�

1 2

34 5

0

Para Completar la traza del v�ertice � faltan las aristas �$ y ��� Se puede suponer que

los tri�angulos �#$ y ��! son �
aristas de H �Suponer las �
aristas �#� y �$! es totalmente

an�alogo y sim�etrico al caso que se est�a analizando�� Se tiene entonces�

2

34 5

0

1
5

6
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Para completar la traza del  faltan los v�ertices # y �� Suponer que el tri�angulo ! � es

una �
arista de H �cerrar�	a� la traza de !� por lo que tiene que estar el ! #� Y entonces la

traza del  tiene que ser

 � � � $ � # !�

Y an�alogamente la traza del � es

�� $  � # � !�

4 5

0

5

6

1 2

3

4

6

6 0

4 5

0

S�olo falta un tri�angulo� Obs�ervese que la traza del � ya es un ciclo y que las trazas del

!�# y $ son trayectorias que forzan la incluci�on del tri�angulo !#$ para completar las catorce

�
aristas que tiene H � Lo que demuestra que H estaba determinado�

Corolario ���� La Botella de Klein no es triangulable con una gr�a�ca completa�

Demostraci�on � De serlo� los n�umeros de Euler nos dicen que ser�	a K� la gr�a�ca que

lo har�	a� pero el �unico �
ciclo de orden � corresponde a una triangulaci�on del Toro� Para

convencerse de �esto basta observar el diagrama anterior y hacer las identi�caciones corres


pondientes�

  



Corolario ���� L
 es la �unica 	�cadena de orden �

Demostraci�on � Basta extraer el v�ertice ! de la con�guraci�on anterior y el isomor�smo

est�a dado�

1 2

46

3 5
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x�� Y de Ah�� en Adelante �( � n�

�Este es el �ultimo cap�	tulo de la presente y en el se exponen varios resultados originales

relacionados con encajes de gr�a�cas completas en super�cies� Los primeros dos forman parte

de un art�	culo �inspiraci�on de la presente� y no se demuestran� propiamente dicho� aqui�

Los siguientes junto con la conjetura son resultado del trabajo conjunto �Sampai
Kohai�

del director de esta tesis y del autor�

Teorema ���� Existen al menos dos 	�Ciclos de orden 	��

Demostraci�on � �Estos son� L�
� y

�
�L��L�� n v � �L��L�� n v

�
� El primero es tenso y

el segundo no �Cf� ABN� ���

Teorema ���� Existen al menos tres 	�Ciclos de orden ���

Demostraci�on � �Estos son� los dos �
ciclos no
tensos minimales �cf�ABN� �� uno de los

cuales es L��L� y el otro es la c�opula con sigo misma de la otra �
cadena de orden ( con

frontera disconexa �ver Corolario #���� el tercero es el encaje de Ringel que resulta si ser

tenso�

 #



Teorema ���� Existen al menos dos 	�Ciclos de orden ���

Demostraci�on � Para esto� basta demostrar que L
� ��� L��L�� En efecto� comi�encese

por construir dos copias de L�� sean sus v�ertices V � � f�� � � � � $g� V �� � fa� � � � � eg� sea
��V �� � V � la biyecci�on obvia� y sea V � V � t V ��� La c�opula est�a de�nida en tres pasos�

por el primero� est�an los tri�angulos � �� ��#� �#$�  �$ y  #$ �n�otese que este �ultimo est�a

porque  % # � � y � � �$ mod ���� Por cada uno de estos tri�angulos xyz en la segunda

copia� aparecen tres m�as de la forma ��x�yz�

�bc �cd �de  ce  de
a c a�d a#e b�e b#e
ab� ac# ad$ bc$ bd$

y �nalmente� por cada arista x � y en la frontera dirigida �a � b � d � c � e�

aparecen otros dos de la forma xy��y� y ��x���y�y�

ab bd# dc� ce$ ea�
� b  #d #�c �$e $�a

Esta informaci�on da el siguiente diagrama de L��L�� que le impuso el sobrenombre de

�La Mosca��

La Mosca

Ahora constr�uyase una copia de L� sean sus v�ertices W � � f�� � � � � �g� Por de�nici�on
est�an todos los tri�angulos xyz de la forma x � y � �z mod ��� Su frontera est�a generada

multiplicativamente por  en Z��f��� �g

[x] [2x][x/2]

[3x/2]                 .........                   [3x]

 $



Y el h i act�ua transitivamente ah�	� entonces la frontera es conexa y es el ciclo �� #(���$���

Pros�	gase �nalmente agregando un v�ertice W � W � � f!g y los tri�angulos

!� ! # !#(
!(� !�� !��
!�$ !$� !��

La Mantaraya

En las construcciones anteriores se de�nen los dos objetos que se quieren comparar y

su informaci�on combinatoria queda resumida en sus matrices de trazas�

!�� #(���$� �� �#$aedcb

��! �#$��(�  ���$#decab

 �!��$��(�# ��#� $ebadc

��!���#� $( #� $��caebd

#�! ��$���( $�� #�adbce

$�!� �(��#� a��e#c b�d$
���

���

L
� L��L�

 �



Sup�ongase ahora que existe un isomor�smo ��W � V entre estos objetos� entonces

la traza del ! en L
� debe ir a dar bajo � a alguna traza de L��L�� Como Z��� act�ua

transitivamente en los v�ertices de L�� act�ua tambien en la c�opula induciendo dos �orbitas en

los v�ertices �una por cada copia de L��� entonces se puede suponer que ��!� � f�� ag�
Caso � ���!� � �� Como Z�� act�ua transitivamente en los v�ertices de L� sin p�erdida de

generalidad se puede suponer que ���� �  � Y dado que la traza de un v�ertice representa un

ciclo que puede tener una de dos orientaciones� bajo los supuestos anteriores� �� � � f�� bg�

10
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d

c

b

L�
 L��L�

Si �� � � �� ��#� � #� ��(� � $� � � � � ���� � b� ��� �� �  �a �� L��L�

�
�

�

��
An�alogamente� si �� � � b� ��� �� �  be �� L��L�

�
�

�

�
Por lo tanto suponer que ��!� � � es un absurdo�

Caso � ���!� � a� Como en el caso anterior� se puede suponer que ���� � � y por lo tanto

�� � � fe� $g�
Si �� � � e� ��� �� � �e �� L��L�

�
�

�

�
Si �� � � $� ��� �� � �$b �� L��L�

�
�

�

�
Por lo tanto suponer que ��!� � a es otro absurdo�

El teorema anterior �que las mantarayas no son moscas� se puede generalizar� Sin

embargo sigue siendo un caso de an�alisis en la demostraci�on general�

�
� el s��mbolo

�
�

�

�
denota que se ha encontrado una contradicci�on

 �



Teorema ���� Ln�Ln �� L�
�n�� �� n � �

Demostraci�on � En efecto� sean p �  n % � y q �  m % � primos tales que  n � m % �

y h i � Z�qf��� �g� De esto �ultimo se deduce que Lm tiene frontera conexa y por tanto

existe G �� Lm� que adem�as debe ser del mismo orden que H �� Ln�Ln� Sean sus v�ertices

H��� �� V�n t Vn � f+�� + � � � � � +n� ��  � � � � � ng

y

G��� �� f!� ��  � � � � �mg

Ahora� con la de�nici�on de c�opula� constr�uyase Ln�Ln� Comi�encese por observar la

traza del ���cf� ABN� ��

2 3 4 n

1

2 3 4 n
~

~

~~~

�Esta debe tener la forma�

��  � # � � � n +� +n � � � +# +� + 

y an�alogamente� la traza del  es�

 � # � � � � � � + +� +� � � � +� +#

�todos los v�ertices en Vn tienen trazas similares��

Obs�ervese ahora c�omo deben ser las trazas de los v�ertices en V�n�

2 3 4 n

2 3 4 n

1

~~ ~ ~

 (



As�	� la traza del +� debe ser

+�� + � +# � � � �n � +n� � � � # +�  

y an�alogamente las dem�as trazas de los v�ertices en V�n

Por el otro lado� constr�uyase la matriz de trazas de Lm� como sigue�

!� �  # ( � � � m
�� !  � # � � � m
 � ! # � ( � � � �
���

Una vez descrita la estructura combinatoria de estos objetos en esta forma� proc�edase a

suponer que son isomorfas� i�e�� sup�ongase que ��G��� � H��� es una biyecci�on que preserva

tri�angulos� Es claro que la imagen del ! cae en uno de las dos partes Vn o V�n�

Caso �� ���!� � Vn� Como Z��n�� act�ua transitivamente en los v�ertices de Ln� act�ua en

los v�ertices de H induciendo las dos �orbitas obvias� entonces sin perdida de generalidad se

puede suponer que ��!� � �� Es claro que ���� � � G��� n f!g� es decir� es un v�ertice de

Lm� y Z��m�� act�ua ah�	 transitivamente por lo que se puede suponer tambi�en que ���� �  �

De aqu�	� debido a que se puede orientar en una de dos formas un ciclo� �� � � f�� + g�
Si �� � � �� entonces ��#� � #� ��(� � $ y en general

����x� �  x��  � x � n

Entonces� ����f � #� �g� � f�� #� ��g� lo que implica que

�� � �� mod q o que �� � �$ mod q�

�� � �� qj��� Lm � L


��
�
�
� pues m es impar�

��� � �� qj��� Lm � L

��
�
�
�teo� #���

�� � $� qj��� Lm � L� �� n � ��

��� � $� qj �� Lm � L��� n �  �

��
�
�

Si �� � � + � entonces ��#� � +� y en general� abusando de la notaci�on

����+x� �  �x�� + � +x � +n

 �



Entonces� ����f � +#� +�g� � f�� (� � g� lo que implica que

�� � (� � mod q o que � � � ( % � mod q�

� � (� �� qj $� Lm � L�

��
�
�

�� � (� �� qj��� Lm � L


��
�
�

� � ( % �� qj �� Lm � L��

�� � ( % �� qj#�� Lm � L��

��
�
�

Caso �����!� � V�n� Como en el caso anterior� se puede suponer� sin p�erdida de generalidad�

que ��!� � +�� ���� �  y que �� � � f+�� + g� De manera an�aloga a los anteriores� s�olo son

factibles�

Si �� � � +�� entonces ����x� �  x��� que a su vez implica que

����f � #� �g� � f�� #� ��g � �� � $ mod q � Lm � L�

Si �� � � + � entonces ����+x� �  �x�� que implica

����f � +#� +�g� � f�� (� � g � � � � mod q � Lm � L��

Con las cosas as�	� bastar�	a demostrar que L
�L
 ��� L��
�� que en efecto se demuestra

de manera an�aloga al teorema #���

Con este teorema demostrado surge de manera natural la pregunta� �Cu�antas parejas

Ln y Lm existen con la propiedad anterior� Obs�ervese que de las condiciones del teorema #�#

se in�ere que p �  n% �� m �  n� �� q � #n�  � q �  p� �� y con esto� surge la siguiente

Conjetura � Existe una in�nidad de parejas de n�umeros primos de la forma

q �  p� �

�!



Teorema ���� Existen exactamente dos 	�Ciclos de orden ��

Demostraci�on � Para demostrar este teorema se hizo uso de una computadora con la

cual se busco exaustivamente con un algoritmo de busqueda en profundidad de todas las

triangulaciones de nueve puntos� El algoritmo aparece en el apendice A�
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Corolario ���� Existen exactamente cinco 	�Cadenas de orden ��

Demostraci�on � De las con�guraciones del teorema #�$ se desprenden tres� La inmersi�on

de Ringel es transitiva en v�ertices� lo que induce una �
cadena con frontera conexa� La nueva

inmersi�on no es transitiva �en la acci�on de su grupo de automor�smos �Z
� se parten los

v�ertices en dos �orbitas� lo que induce dos �
cadenas m�as�

Las otras dos son �cf� ABN� ���

5
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Algoritmo

AVolar� k ���

Block� ���� �

TiempoInicio � TimeUsed���

n � k � p � � �

j��� � � �

j� � �  �

j��� � � �

Triang � ���� �

Buenas � ���� �

Isom � ���� �

menores � ! � ,) para checar en MeteNodo ),

ExOf � �� Table�n%�� �� i� �n
���n
�� �� � �� �

ExO�cio � �� ! �� �

Do� Podados�i� � ! � �� i�n �� � �

Do� Do� Val�i�j� � !

� �� j�i�n%� �� �

� �� i�n%� �� � �

Do� Traza �i� � Complement� Table� �� j �� � �� j�n �� � �

�� i �� � �

�� i�n �� � �

If� n � � � AcabeQ � False � AcabeQ � True � �

Wile� Not� AcabeQ � �

If� ChecaTriang � Actualiza � �

PaLante

� �

Length� Buenas �

� �

ChecaTriang ��

ChidaTraza��� --

ChidaTraza� � --

ChidaTraza���

��



Actualiza ��

Block� ���� �

Triang � Append� Triang � Table� J�i� � �� i�� �� � � �

Do� Traza� J�i� � � NT�i� �

Do� Val� J�i� � J�j� �%%

� �� j�i�� �� �

� �� i�� �� � �

�

ChidaTraza� i � ��

Block� �� T � Traza� J�i� � �

arista � Complement� Table� J�j� � �� j�� �� �

� �� J�i� �� � �

i� � j� �

i � j �� �

�� i� � j� �� � Position� T � arista����� ������ �

�� i � j �� � Position� T � arista�� �� ������ �

If� i� �� i 

�If� Length� T � �� �

�T � Flatten� T �

�Return� False �

�

� If� j� � � � j� � 
� � �

If� j � � � j � 
� � �

T � Pegalos� T � i� � j� � i � j �

� �

NT�i� � T �

True �

Pegalos� Tr � x� � y� � x� � y� � ��

Block� �� Tloc � Complement� Tr � �� Tr��x��� � Tr��x �� �� � �

T� � Tr��x��� � T � Tr��x �� �� �

Which� y� �� � -- y �� � �

Append� Tloc � Join� Reverse� T � � T� � � �

y� �� 
� -- y �� � �

Append� Tloc � Join� T� � T � � �

y� �� � -- y �� 
� �

Append� Tloc � Join� T � T� � � �

y� �� 
� -- y �� 
� �

Append� Tloc � Join� T� � Reverse� T � � �

�

� �

�#



PaLante ��

If� Val� J���� J� � � ��  

� Mueve� �

� Mueve���

��

Mueve�����

If� Drop� Triang� n
�� �� ExO�cio

� ExOf � Rest� ExOf ��

ExO�cio � Partition� DesEnCera� First� ExOf � � �� ��

Podados� J��� � � Podados� J��� �%��

PaTras

� If� J��� � p� NuevoNodo ��

J��� � J���%��

While� Val� J����J��� � �� n
�

J��� � J���%�

��

If� J��� � n

� Completa�

PaTras

� J� � � J����

Mueve� �

�

��

Mueve�����

If� Val� J����J��� � �� n
�

� Mueve���

� J� � � J� �%��

While� Val� J����J� � � ��  

� J� � � J� �%�

��

J��� � J� ��

Mueve���

��

�$



Mueve�����

Block� �����

J��� � J���%��

While� Val� J����J��� � ��  �� Val� J� ��J��� � ��  

J��� � J���%�

��

If� J��� � n � PaTras �

��

DesEnCera�Y ���

Block� �� Z�Y ���

While� ! �� Z��
���

� Z � Drop� Z�
� �

��

Z

��

PaTras��

Block� �� ultimo � Triang��
��� ���

If� ultimo �� �� ��n
��n ��

� AcabeQ � True

� �� J����J� ��J��� �� � ultimo�

Triang � Drop� Triang�
� ��

Do� RompeTraza�i��

Do� Val� J�i��J�j� � � Val� J�i��J�j� �
�

� �� j�i�� �� �

� �� i�� �� ��

PaLante

�

��

��



NuevoNodo��

If� J��� �� �

� T� � Traza����

j � Position� T�� ���������

If� j �� �Position� T��� ��������
��

� T� � RotateLeft� T��j 
� �

� T� � RotateLeft� Reverse� T� ��n
j 
� �

�

� Do� HazFun� trs� J��� ���i�� ��

Y � Ordena� g� Triang � ��

If� MenorQ� Triang�Y �

� X � EnCera� Flatten� Drop� Y�n
� � � ��

MeteNodo

� If� Not� Triang �� Y � � menores � menores%� �

�

� �� i�Length� trs� J��� � � �� �

��

MeteNodo��

Block� ��j���

ExOf � Union� ExOf� ��X�� ��

j � Position� ExOf� X� ��������

If�j�� -- SubNodoQ� ExOf��j
��� � X �

� ExOf � Drop� ExOf� ��j�� �

� While� Length� ExOf ��j -- SubNodoQ� X� ExOf��j%��� ��

ExOf � Drop� ExOf� ��j%��� � ��

If� j���� ExO�cio�Partition� DesEnCera�X�� � � �

��

��

SubNodoQ� ���� � M ��� True�

SubNodoQ� L � ���� ��� False�

SubNodoQ�L � M ���

First�L� �� ! k
�First�L� �� First�M�

-- SubNodoQ� Rest�L�� Rest�M� � �

��
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