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1. EL PLANO EUCLIDIANO REAL

Denotemos como R al conjunto de los niimeros reales. Recordemos que R es un campo, mas

precisamente existen funciones:

R x R R y RxR R

(ry) = x+y (x,y) = xy
llamadas suma y producto, las cuales cumplen las siguientes propiedades:
M x4+ (y+2)=(@+y)+zyx(yz) = (zry)z para cualesquiera z,y, z € R.
() r+y=y+xyxy=yx para cualesquiera =,y € R.
(1) Existen elementos 0,1 € Rtalesquez+0=2x=0+zyzl=x=1z.
1v) Para todo x € R, existe un tnico elemento —x € R con la propiedad x 4+ (—x) = 0 =
Para tod R, exist inico el t R 1 iedad 0
(—z) + z, y existe un tnico elemento z=! € R con la propiedad z (z7!) =1 = (z7') z.
V)z(y+z)=zy+x=z T+ 1Y)z =1xz+ Y=z para cualesquiera x, vy, z € IR.
y y y Y yzp lesqui y,z €R
Denotamos también como R? al conjunto de las parejas ordenadas (x,y) donde z,y € R.

Llamamos a R? el plano (euclidiano real). Los elementos de R? son llamados puntos.
1
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1.1. Linea euclidiana. Recordemos que una linea (recta euclidiana) ¢ de R?  es un sub-
conjunto ¢ C R? tal que:

(= {(z,y) eR*|Az+By+C=0}

para algunos A, B,C' € R, donde A # 0 6 B # 0. En este caso decimos que Ax + By + C =0
es una ecuacion cartesiana de £ y escribimos ¢: Az + By + C.

El siguiente enunciado determina a todas las ecuaciones cartesianas de una linea:

Lema 1.1. Si(: Ax+By+C y ¢': Az + B'y+ C’' son dos lineas de R?, entonces { = (' si y
solamente si existe o € R\{0} tal que A= A", aB =B yaC =C".

Sil: Az + By + C es una linea y P = (9, yo) € £ es un punto de ella, es decir si se cumple
que Axg+ Byy+ C = 0, decimos que ¢ pasa por P. Mostremos:

Corolario 1.2. Sean P = (x¢,%),Q = (71,y1) € R? dos puntos distintos del plano, entonces
existe una tnica linea de R? que pasa por P y Q. Mds ain, si denotamos a esta linea como @QD
entonces Eg: (1 —yo)z + (xo — 1)y + (T1Y0 — Y1%0).

Demostracion. Notemos primero que la linea Eg definida por la ecuacién cartesiana (y; —yo)z+

(o — 1)y + (2190 — y120) = 0 pasa efectivamente por Py @), pues:

(y1 — yo)xo + (o — 21)Yo + (1Yo — y120) = 0 = (y1 — yo)z1 + (2o — z1)y1 + (1Yo — Y1 20) -

Supongamos por otro lado que ¢: Ax + By + C' es una linea que pasa por Py (). Queremos
mostrar que £ = Eg. Por hipétesis Axg + Byg + C = 0y Axy + By, + C = 0, en particular
A(zg — x1) + B(yo — y1) = 0. Mostremos que la relacién A(zg — x1) + B(yo — y1) = 0 implica
que existe v € R\{0} tal que A = a(y; —yo) y B = a(xo — z1):

Si g # x1: Notemos primero que B # 0. En efecto, si B = 0 entonces A(xg — x1) = 0
y o # x; implican que A = 0. Esto es una contradiccién porque A # 0 6 B # 0. Por lo
tanto B # 0. Ademés A = ﬁ(yl — )y B= (zof;wl)(xo — x1), pues T # x;. Basta tomar
entonces o = ﬁ # 0.

Si xy = x1: Notemos que como P # (@, entonces yy, # y;. Por lo tanto B = 0, ya que

A(zg — x1) + B(yo — y1) = 0. En particular A # 0 y entonces A = (yl‘:‘yo) (y1 —y) y B=0=

o (xo — 21).
Concluimos que existe a« € R\{0} tal que A = a(y1 —y0) vy B = a(rg — 1). Se sigue del

Lema 1.1 que (y1 — yo)x + (xg — x1)y + g = 0 es una ecuacién cartesiana de ¢. Por otro lado,

como ¢ pasa por P = (zg,y) se tiene que:
C , C
(Y1 = yo)wo + (To — T1)yo + o 0 es decir 5~ Yo~ Yito-

Por lo tanto ¢ = Eg, pues llegamos a que (y; — yo)x + (zo — 1)y + (10 — y170) €s una
ecuacion cartesiana de la linea /.

O
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Si £,¢' C R? son dos lineas, decimos que ¢ y ¢ son paralelas si {N{ = () 6 { = {'. En este
caso escribimos /£ || ¢'. Mostremos el siguiente enunciado (ver el Lema 1.1):

Corolario 1.3. Si (: Ar+ By+C yV': Az + B'y + C' son dos lineas de R?, entonces { || ¢/
si y solamente si existe o € R\{0} tal que cA=A" yaB = B'.

Demostracion. Sean £: Ax+ By+C y ¢': Ax+ B'y+C’ dos lineas y supongamos que «A = A’
y aB = B’ para algin a € R\{0}. Sustituyendo concluimos que a Az + aBy + C" = 0 es una
ecuaciéon cartesiana de la recta ¢/. Mas ain, por el Lema 1.1 se tiene que Ax + By + % =0
también es una ecuacion cartesiana de la recta ¢/, pues o # 0. Mostremos que ¢: Az + By + C
y ' Ax + By + % son dos lineas paralelas de R?. En efecto, notemos que si (xq,%) € £ N ¢
entonces C' = —Axg— Byg y %’ = —Axo — By, por lo que % = (), es decir £ = /'. Si por otro
lado no existe (zg,yo) € £ N, entonces £ N ¢ = ().

Reciprocamente, sean ¢: Ax + By + C y {': A'x + B'y + C’ dos lineas paralelas de R?. Si
¢ = ' se sigue del Lema 1.1 que existe a € R\{0} tal que A = A', aB = B'y aC = (",
Supongamos entonces que £ N ¢ = (.

Caso A = 0: Entonces (: By 4+ C donde B # 0. Se concluye que { = {(z,=%) |z € R}.
Lo S =LY e (N lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto A” = 0y B’ # 0. Se sigue entonces que a = % # 0 cumple
que aA=0=A"yaB="H.

Caso A # 0 # A’': Sea a = AZ/ # 0. En particular €A = A" y Az + aBy + aC = 0
es una ecuacién cartesiana de £. Notemos que por hipétesis no existe (xg,yo) € R? tal que
Axyg+ By +C' =0y Azg+aByy+aC =0, pues £ N{ = (. Se concluye que B’ = aB, pues
de lo contrario podriamos encontrar una solucién (zg, yo)- U

Notemos que si A # 0 entonces tendriamos que (

Corolario 1.4. Si (: Az + By + C es una linea de R? y P = (xg,y0) € R?, entonces existe
una unica linea paralela a ¢ que pasa por P. De hecho ': Ax + By + (—Axo — Byo) es la linea

paralela a ¢ que pasa por P.

Demostracion. Del Corolario 1.3 se sigue que ¢': Ax+ By + (—Axo— Byp) es una linea paralela
a ¢. Més aun, notemos que ¢ pasa por P pues Az + By + (—Azxy — Byy) = 0.

Supongamos que ¢”: A”x+B"y+C" es una linea paralela a ¢ que pase por P. Por el Corolario
1.3 existe a € R\{0} tal que «A = A” y aB = B”, por lo que 0 = A"xo+ B"yo+C" = a(Axo+
Byo) + C"”, es decir C" = —a(Azo + Byp). Concluimos que ¢": aAx + aBy + a(—Axy — Byo),
es decir ¢/ = ¢ por el Lema 1.1. O

1.2. Estructura vectorial del plano. Recordemos que el plano R? tiene la estructura de
un espacio vectorial sobre R. Mas precisamente, se tienen funciones:

R

R? x R? R? y R xR

((z,9), (z,w) = (2z,9)+ (z,w0) (a,(z,9)) = a(zy)
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definidas como:

(1) (z,y) + (zw) = (z+zy+w) v  a(zy) = (az,by),
y llamadas suma y producto escalar, las cuales cumplen las siguientes propiedades:

M) ((@,9) + (z,0) + (5,8) = (2,9) + ((z,0) + (s,1)).

(1) (z,y) + (z,w) = (z,w) + (z,9).

(111) El origen (0,0) € R? cumple que (x,y) + (0,0) = (z,y) = (0,0) + (z, y) para todo punto
(z,y) € R

(1v) Si (z,y) € R? es un punto arbitrario, entonces (—z, —y) € R? cumple (z,y)+(—z, —y) =
(0,0) = (=2, —y) + (z,y).

(V) 1(z,y) = (x,y) para todo punto (z,y) € R?.

(Vi) Si a, 8 € Ry (x,y) € R? entonces (a + 8) (z,y) = a(z,y) + B(z,y) vy (aB) (z,y) =
a (B (z,y)).
(vir) Sia € Ry (z,y), (z,w) € R? entonces a ((z,y) + (z,w)) = a (z,y) + a (2, w)

Con la estructura de espacio vectorial en el plano R?, llamamos en ocasiones a los elementos
de R? vectores y los denotamos u = (z9,yo) € R? El vector (0,0) € R? es llamado el vector
nulo y denotado 0 = (0, 0).

Recordemos la forma vectorial de definir las lineas:

Proposicién 1.5. Sean u = (a,b), P = (x9,90) € R?, entonces si a # 0 6 b # 0, el conjunto:

2) {m+P:(ta+xo,tb+yo)eR2

teR}

es una linea de R.
Reciprocamente, si { C R? es una linea entonces existen u = (a,b), P = (x9,70) € R? donde
a#0060b#0, tales que:

(3) 6:{ﬁ}+P:(m+xmw+mﬁeRﬂteR}

Demostracion. Sean u = (a,b), P = (z,y0) € R? donde a # 0 6 b # 0. Mostremos que (2) es
una linea del plano R2.
Caso a = 0: Se tiene entonces que b # 0. Mostremos que en este caso:

{tﬂ+P:(:vo,tb—l—yo)€R2‘t€]R} = {(x,y)€R2‘$:x0}.

En efecto, si (z,y) € R? es un punto de la forma (z,y) = tu + P = (z¢,tb + yy) para algtin
t € R, se tiene en particular que = xg. Reciprocamente si (z,y) € R? es un punto tal que
T = T, como y = tb+ yo para t = ¥5%, concluimos que (z,y) = t@ + P = (z0,tb + yo) para
algun t € R.

Caso b = 0: Entonces a # 0 y se muestra de manera andloga al caso anterior que:

{tU+P:(ta+:U0,yg)€R2‘t€R} = {(IE,?/)GRQ‘?J:?JO}-
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Caso a # 0 # b: Notemos que si (z,y) € R? es un punto de la forma (z,y) = tu + P para
algin t € R, entonces z = ta + z¢ y y = tb + yo para alguna t € R; de donde obtenemos que
=0 = 4240 (al igualar las t's). Por lo tanto:

{tﬂ+P: (ta + xo,tb + o) € R?

tER} C {(x,y)€R2’bx—ay+(ay0—bxo)20}

Sea por otro lado (x,y) € R? un punto tal que bx — ay + (ayo — bzy) = 0. Se tiene entonces
que =0 = 2% De donde & = ta -+ y y = th+yo si definimos t = =0 = 5% Por lo tanto

(z,y) = tu + P para algun t € R, es decir:

{ta+P: (ta + x0,tb + o) € R?

tER} D) {(x,y)€R2

bx—ay—l—(ayo—ba:o):O}.

Reciprocamente, sea ¢: Az + By + C una linea. Consideremos dos casos:
Caso A = 0: Se tiene que (xq,yo) € ¢ si y solamente si Byy + C = 0, donde B # 0 pues ya
se tiene que A = 0. Por lo tanto ¢ = {(x, —%) }x € ]R}. En particular:

C
(= {t(1,0)+ (0,—§) ‘teR}
(B+C)

Caso A # 0: En este caso notemos que P = ( — %, 0) y Q= ( - 1) son dos puntos
distintos de ¢, pues A(— &) +B(0)+C =0y A( — (BA+C)) +B(1)+C=0.

Por otro lado, la parte que ya mostramos de la Proposicién implica que si definimos ¢/ =
{t (Q—P)+ P | te R}, entonces ¢ es una linea de R%. M4s atin, notemos que P, € ¢’ pues
se tiene que 0(Q — P) =Py (Q — P)+ P = Q. Se sigue que { = (' = {t(Q—P)—i—P}tER},

pues de acuerdo al Corolario 1.2 existe una tunica linea que pasa por Py Q). 0

Si £ C R? es una linea definida como en (3) de la Proposicién 1.5, decimos que tu + P es
una representacion vectorial de £ y escribimos ¢: tu + P.

Notemos que en la prueba de la Proposicién 1.5, vimos que ¢ (Q — P)+ P es la representacion
vectorial de ﬁg, la Unica linea que pasa por P y @ del Corolario 1.2. La siguiente afirmacién
implica que si £: tu + P es una linea del plano, entonces tu + @ es la representacién vectorial

de la tinica linea paralela a ¢ que pasa por @ (ver el Corolario 1.4).

Lema 1.6. Sil:tu+ P yl': sv+ Q son dos lineas de R, entonces:

1.- £ =1 siy solamente si, existen a, f € R donde o # 0 tales que v = au y Q — P = fu.
2.- 0| U siy solamente si existe o € R\{0} tal que v = a 7.

Demostracion. Mostremos 1. Supongamos primero que existen «, 5 € R donde a # 0 tales que
v=auy @ — P = fu. Queremos mostrar que ¢ = ¢. En efecto, si tu + P € { entonces:

tu+P=—-14+Q——1v= (ﬂ> T+Qel.
(6] (6

Por otro lado si s7 + @ € ¢ entonces:

s1+Q = (se)u+P+pPu=(sa+p)u+Pel.
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Reciprocamente supongamos que ¢ = ', es decir supongamos que:

{W+P6W

teR}:{@+QeW

SER}.

En particular, ) = tyuw+ P para alguna tp € Ry v+ @ = t;u+ P para alguna t; € R. Se
sigue que Q — P =tou y v = (t; — to) u. Més atin t; — ty # 0 pues se tiene que v # 0.

Mostremos 2. Para ello supongamos primero que existe a € R\{0} tal que 7 = au. Queremos
mostrar que £ = ¢’ 6 {N{ = (). Notemos que si /N¢ = (), ya terminamos. Supongamos entonces
que existe (zg,yo) € L NI, es decir tou + P = (x0,%0) = SoU + @ para algunos s, tg € R. Se
sigue que entonces que:

Q — P = toﬂ — 50@ = toﬂ — (SQOJ)E = (to — SQCY)E.

Por lo tanto £ = ¢ por la parte del Lema que ya demostramos.

Supongamos ahora que ¢ || ¢'. Si £ = ', entonces existe o € R\{0} tal que 7 = au por la
parte del Lema que ya mostramos. Tenemos entonces que £: tu+ P y ¢': s7+ () son dos lineas
tales que £ N ¢ = (). De manera explicita, si © = (a,b),7 = (¢,d), P = (2o, 40) y @ = (z1,11)
tenemos que no existen sg,ty € R tales que:

t0a+x02806+$1 y t0b+y0280d+y1.

Caso a # 0: Entonces no existen sg, ty € R tales que:
bto—gsoz——— y bt — dso = y1 — Yo -

Lo que implica que d = (—5) b. Como ¢ = (—g) a, entonces v = au donde o = (—g) Mas
alin a # 0 pues v # 0.
Caso b # 0: Mostramos de manera andloga al caso anterior, que © = (v para algin § €

R\{0}. Entonces 7 = %ﬂ donde % # 0. O

Recordemos finalmente la interpretacion geométrica del producto escalar y de la suma de
vectores en el plano:

Producto escalar de un vector fijo: Sea u € R? un vector del plano. Si u = 0, entonces los
multiplos escalares de u también son el vector nulo, pues « (0,0) = (a0, «,0) = (0,0).

Supongamos que % # 0, entonces la linea de representaciéon paramétrica ¢ u es la tnica linea
que pasa por 0 y u. Esto es una consecuencia del Corolario 1.2 pues 0 = 0u y u = 1.

En palabras, los multiplos escalares de un vector 7 no nulo son los puntos de la tnica linea
del plano por 0 y u:

Suma de dos vectores: Sean U, v € R? dos vectores del plano. Notemos que si los tres puntos
del plano 0, u y ¥ pasan por una linea £ (ver el Ejercicio 6), entonces  + v € £. En efecto, si
por ejemplo U = au para algin a € R entonces ©+ 7 = (1 + o) @.

Supongamos por el contrario que los tres puntos 0, 7 y T no pasan por una misma linea
(i.e. supongamos que no son colineales, ver el Ejercicio 6). Consideremos la linea ¢: tu + v, es

decir ¢ es la tinica linea que pasa por U y que es paralela a la tinica linea que pasa por 0 y .
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a1

<l

Analogamente, sea ¢': sv 4+ u la uinica linea que pasa por u, paralela a la tinica linea que pasa
por los puntos 0 y .

Notemos que u+v € ¢N¢'. Més anin, si (zo, yo) € £N', es decir si tou+v = (2, Yo) = SoV+ T
para algunos tg,sop € R, entonces (to — 1)u = (sp — 1) 0. Notemos que si ty # 1 entonces
u = ((:3:3 , lo cual es imposible porque 0, % y ¥ no son colineales. Se deduce asi que ty = 1 = s,
es decir (g, yo) = U+ . Por lo tanto £ N ¢ = {u +v}.

En resumen, si 0,  y ¥ no pasan por un misma linea, los puntos 0, W, ¥ y @ + © son los

vértices de un paralelogramo en el plano R?:

<|

1.3. Transformaciones lineales. Recordemos que una transformacion lineal del plano R?
es una funcién 7: R? — R? que cumple las propiedades:

(1) T(u+7v) = T(u) + T'(v) para cualesquiera u,v € R.
(11) T(aw) = aT(u) para cualquier & € Ry u € R?.

Si denotamos como Mats o(R) al conjunto de las matrices de 2 por 2 con coeficientes reales,

se tiene una asignacion:

(4) Matgo(R) —— { T:R* — R? | T es una funcién }
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que a cada matriz A = (Z

ccl) asocia la siguiente funcién del plano:

Ta

(5) R? R? definida como Tu(z,y) = (az + cy, bx + dy) .

El siguiente enunciado afirma que la funcién (4) identifica a las matrices de 2 por 2 con

coeficientes reales con las transformaciones lineales del plano real.

Proposicién 1.7. La funcién (5) es una transformacion lineal para toda matriz A. Mds ain, si

T: R?2 — R? es una transformacion lineal entonces existe una vnica matriz con coeficientes

reales A = (Z 2), tal que T'=Ty.

p g ) €8 uma matriz con coeficientes reales, entonces

(5) define una funcién lineal del plano. En efecto, si @ = (x¢,%0),7 = (x1,71) € R? se tiene

.. . a
Demostracion. Mostremos que si A = (

que:

Ta(w+0) = Ta(zo + 21, Y0 + y1) =(alzo + 21) + c(yo + y1), b(zo + 21) + d(yo + v1))
(axo + axy + cyo + cyr, bxg + bxy + dyo + dyy)

<

Ta(@) + Ta(v) = Ta(wo, yo) + Ta(z1,y1) =(azo + cyo, bro + dyo) + (az1 + cyr, br1 + dyy)
(azo + cyo + axy + cy1, bxg + dyo + bxy + dyy) ,

por lo que T4 (@ + v) = Ta(u) + Ta(v).
Por otro lado si u = (xg,y0) € R? y a € R se tiene que:

Ta(au) = T(awo, ayo) =(aaxy + cayy, baxy + dayp)

y
aTx(u) = aTa(xo, yo) =a (axg + cyo, bxo + dyo) = (aazy + acyo, abxy + adyy) ,

es decir Ta(au) = aT4(a).
Supongamos ahora que T: R? — R? es una transformacioén lineal. Notemos que si U =

(x0,%0) es un punto del plano, entonces podemos escribir:
U = (z0,90) = 20 (1,0) + 40 (0,1).
Por lo que:
T(@) = T(xo,y0) = T(20 (1,0) + 40 (0,1)) = 2 T(1,0) + 30 T(0,1),

es decir la imagen de u bajo la funcién 7" esta determinada por las imagenes 7'(1,0) y 7°(0, 1).
Si denotamos como T'(1,0) = (a,b) y T(0,1) = (¢, d) tenemos entonces que:

T(xo,yo) = xo (a,b) + yo (¢, d) = (axo + cyo, bxo + dyo) = Ta(xo, yo)
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donde A = ( c)
a

Sean ahora A = < v g

Ta(wo,y0) = Ta(zo,y0) para todo punto (xg,79) € R% En particular, si tomamos (g, yo) =
(1,0) y (z0,y0) = (0,1) tenemos que:

/ /
dos matrices con coeficientes reales, tales que

(CI,, b) - TA(L 0) = TA’(LO) = (alab/) y (Ca d) = TA(Ov 1) = TA’(()? 1) = (Clvd,) )
esdecira=d,b="V,c=c yd=d. Porlotanto A = A'. O

Notemos que si T4: R? — R? es la transformacién lineal asociada a la matriz A =

b d

conjuntos:

a c
( ), entonces la imagen del eje x y del eje y bajo la funcién Ty es igual a los siguientes

{(07 0)} si (a7 b) = (07 O)

TA(eje:L'):{TA(xa()):x(aab)‘mER}: Ct(ab)  si (a,b) % (0,0)

{(0,0)} si (c,d) = (0,0)

Ty(eje y) = {TA(O,?J) =y (c,d) ‘ yGR} - 0 t(c,d) si (c,d) #(0,0)

respectivamente.
Mis generalmente, si m: ¢t (1,0) 4+ (0,y0) y m': £ (0,1) + (x¢,0) son lineas paralelas al eje x

y al eje y respectivamente, entonces:

{TA(OvyO)} si <a7 b) = (070)

TA(m)Z{t(a»b)+TA(0,yo)‘t€R}: (:t(a,b) +Ta(0,50)  si (a,b)#(0,0)

{Tu(z0,0)} si (c,d) = (0,0)

Ta(m) = {t(C’ d) + Ta(xo,0) ’ te R} e t(c,d)+ Ta(zo,0) st (c,d) #(0,0).

En resumen, cuando los tres puntos (0,0), (a,b) y (¢, d) no pasan por una misma linea (ver
el Ejercicio 6 y la Proposicién 1.9), la accién de T4 en el plano puede visualizarse como en la
siguiente figura:

Ejemplos:

(1) Si A= ((1) (1)) entonces T4 es la funcién identidad del plano R2.
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’ a(e g
T o
A /
Ty~ (a,h)

£(1,0) + (0.1)

O> induce la transfor-

(11) Para cada nimero real a > 0 tal que o # 1, la matriz A = (
«

macion lineal del plano:
Ta=Hgq R

RQ
u=(r,y) — au=(az,ay)

a la que llamamos la homotecia en el origen de razon «.
-1 0 )

(111) La transformacién lineal inducida por la matriz A = ( 0 1
]RQ TA:ROTa7r ]RQ
= (2, —y)

u=(z,y) —
es llamada la rotacion en el origen de dngulo m radianes.

. -1\ . ST
(rv) La matriz A = (O ) induce una transformacion lineal:

Ta=Roty /2
R2

R2
(ZE, y) — (_y7 fL’)

a la que llamamos la rotacion en el origen de dngulo /2 radianes.
+ = (-y,2) = ROT5,,(W) ¥

Si w = (x,y) es un vector del plano, denotamos @
llamamos a u* el vector ortogonal a la izquierda de .
s, - . . . 1
La transformacion lineal inducida por la matriz A = ( 01 0)

TA=ROTg 3, /4
RZ

R2

(ZE, y) — (yu _'T>
es la rotacion en el origen de dngulo 37 /2 radianes.
(v) Notemos que la rotacién en el origen de angulo 7 /4 radianes seria la transformacién lineal
“ _a> donde a > 0 y con la propiedad:

T4 asociada a una matriz de la forma A =
a

Taa=T4po0Ty = R,OT@W/Q (VeI' el Ejercicio 9) ,
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1.3.1.

es decir tal que:

0 —2a2 _f[a —a a —a\ 0 -1
2a? 0 “\a a a a ~\1 0 )’
por lo que a = 1/v/2.

Definimos la rotacion en el origen de dngulo w/4 radianes como la transformacién

lineal:
TAZROT67W/4

R2 R2
(x,y) — 12z —y.z+y)

1/vV2 —1/V2
1/vV2 1/V2

Las rotaciones en el origen de dngulo 3w/4, br/4 y 7w /4 son las transformaciones

asociada a la matriz A = (

lineales asociadas a las siguientes matrices:
—1/V2 —1/V2 ~1/vV2 1/V2 1/vV2 1/V2
1/vV2 —1/v2) —1/v/2 —1/V2 Y —1/vV2 1/V2
respectivamente.

Definimos las reflexiones respecto del eje x y respecto del eje y como las transformaciones

lineales:
]RQ TA=REFeje o R2 v R2 TB=REFeje y RQ
(,y) — (z,—y) (z,y) — (—2,9)
. . . 1 0
inducidas por las matrices A = (0 _1) ( 1) respectivamente.
—1
Las transformaciones lineales asociadas a las matrices C' = (1 ) v D= (_01 0 ):
R2 Tc=REF, R2 v R? Tp=REF, R
(‘Iay) — (y,x) (‘Tay) — (_ya_‘r)
son llamadas las reflexiones respecto de la linea £: t(1,1) y respecto de la linea 0': s(—1,1),
respectivamente.
Niicleo e imagen. El conjunto de todas las transformaciones lineales de R? en R? se

pueden dividir en tres tipos: La transformacién lineal cero (ver la Observacién 1.8), las trans-

formaciones lineales invertibles (ver la Proposicién 1.9) y las ”proyecciones en una linea” (ver

la Proposicién 1.10 y el Ejercicio 20).

Para profundizar sobre esta divisién recordemos que si 7: R? — R? es una transformacién

lineal, el nicleo de T es el siguiente subconjunto del plano:

ker(T) ={ueR*|T(u) =0}

Notemos:
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Observacién 1.8. Si Ty: R?2 — R? es la transformacién lineal asociada a la matriz A =

a c , . . . .. .
by oa) € fdacil mostrar que las siquientes condiciones son equivalentes:

1.- T4 es la funcion constante cero, es decir Ta(z,y) = (0,0) para todo (z,y) € R2.
2.- ker(Ty) = R?.

3.- La imagen de T consiste dnicamente del vector cero: im(T4) = {0}.
4-a=b=c=d=0.

Mostremos:

Proposicién 1.9. Si Ty: R? — R? es la transformacion lineal asociada a la matriz A =

b d

1.- Ty es una funcion biyectiva.

a ¢ . . .. .
, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

2.- ker(Ty) = {0}, es decir T4 es una funcidn inyectiva (ver el Ejercicio 11).

3.- T4 es una funcion sobre: im(Ty) = R? .

4.- Los puntos (0,0), (a,b) y (¢,d) no son colineales, es decir no existe una linea del plano
que pase por estos tres puntos (ver el Ejercicio 6).

5.- El determinante de A definido como det(A) = ad — be es distinto de cero: det(A) # 0.

Mads aun, en este caso la funcion inversa de Ty es la transformacion lineal asociada a la
d —c

; ad—bc ad—bc
matriz ( =

-5 _a
ad—bc ad—bc

Demostracion. O
Finalmente tenemos:

Proposicién 1.10. Si Ty: R? — R? es la transformacion lineal asociada a la matriz A =

(Z Z), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1.- T4 no es una funcion biyectiva y no es la funcion cero.

2.- ker(Tx) es una linea.

3.- im(T4) es una linea.

4.- Eziste un unica linea del plano que pase por los tres puntos (0,0), (a,b) y (¢,d). Dicho
de otro modo, al menos uno de los vectores (a,b) y (c,d) no es cero, y los puntos (0,0),
(a,b) y (c,d) son colineales.

5.- det(A) = ad — bc = 0 y al menos uno de los nimeros reales a, b, c,d es no cero.

. A
En particular, en este caso A es de la forma (a “

) Ab) donde (a,b) e R2\{0} yA€eR, 6 A

es de la forma (i‘; 2) donde (c,d) € R*\{0} y A € R (ver el Ejercicio 20).
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1.4. Ejercicios.

1.- Haz una prueba del Lema 1.1.

2.- Mostrar que si £ v ¢’ son dos lineas de R?, entonces £ y ¢’ no son paralelas si y solamente
si £ N ¢ consiste de un tnico punto.

3.- Si 4,0, 0" C R? son tres lineas del plano tales que £ || ¢ y ¢ || £, mostrar que £ || ¢”.

4.- Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por el punto A y que es paralela a la recta /¢
donde:

A=(53), L:x—y+1=0; A=(1,7), {:4z+y—11=0; A=(-3,1), {:2—5y+2=0.
5.- Determinar la representacion vectorial de la recta con ecuacién cartesiana:

1
dr —3y+1=0, dr—3y+1=0, r+3y—1=0 y 21‘—33/—5:07

6.- Mostrar que si u, v € R? son vectores, las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Los puntos 0, u y © son colineales, es decir existe una linea ¢ C R? tal que 0,u,v € /.
b) Existe v € R tal que yu =7 6 existe 0 € R tal que 67 = .
c) w y v son vectores linealmente dependientes, es decir existen o, € R tales que
at+ v =0, donde o # 0 6 5 # 0.
y también las siguientes condiciones son equivalentes:
a’) Los puntos 0,  y ¥ no son colineales, es decir no existe una linea ¢ C R? tal que
0,u,v € /.
b’) u # 0 y U no pertenece a la tnica linea que pasa por 0 y .
¢’) v # 0 y u no pertenece a la tnica linea que pasa por 0 y v.
d’) u y U son vectores linealmente independientes, es decir si au+ 37 = 0 para algunos
a, B € R, entonces a = = 0.
7.- De manera andloga al Ejercicio anterior, mostrar que si w,v € Rz\{ﬁ} son vectores no
nulos las siguientes condiciones son equivalentes:
a) Los puntos 0, % y ¥ son colineales, es decir existe una linea ¢ C R? tal que 0,u,v € /.
b) Existe o € R\{0} tal que au =7.
c) Existe g € R\{O} tal que fu = 7.
d) yu+ 07 = 0 para algunos 7,6 € R\{0}.
8- SiT,T" R?> — R? son dos transformaciones lineales, muestra que la composiciéon 7" oT
definida como 1" o T'(u) = T'(T(uw)) y la suma T’ + T definida como T + T'(u) =
T'(uw) + T'(w), son transformaciones lineales.

9.- Si Ty,Ts R2 —= R? son las transformaciones lineales asociadas a las matrices:

g [ac yB:aC,
b d b d

determina matrices C'y D tales que Tc = TaoTg vy Tp = Ta + T (ver el Ejercicio

anterior).
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10.-

b
11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

19.-
20.-
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-1 2
Sea T4: R? — R? la transformacion lineal asociada a la matriz A = ( . 1) .

Dibuja las siguientes lineas y sus imagenes bajo T's:

cy=0 ly: y=1 b3: =0 by: x=1 bs: x—2y—5=0.

SiT: R? — R? es una transformacién lineal, muestra que ker(T') = {6} si y solamente
si T es una funcién inyectiva.

Si 0 < a,8 # 1 son nimeros reales, muestra que Hg, o H5 3 = Hj .5 = Hg g 0 Hg,,
donde Hg , denota a la homotecia en el origen de razén a.

M4s atin, si T: R? — R? es una transformacion lineal, verifica que ToHg, = Hg,oT.

Reciprocamente, si A es una matriz tal que Ty oT = T o T4 para toda transformacién

0
lineal T: R? — R? | muestra que A = (g ) para algin o € R.
a

Recuerda que si f: R? — R? es una funcién, definimos f° como la funcién identidad
del plano y f* = f o f*~! para todo ntimero natural n > 0. Determina para cada n € N
n

matrices Ay, y By, tales que: ROTg, » =Ta, y ROTg5 , =15

Sean T, Tg,Tc, Tp: R? — R? las reflexiones definidas en el Ejemplo (V1) de arriba.
Determina matrices Ey, Fy, F3y Ey4 tales que:

Tp, =TpoTy, Tg,=Tao0T1R, Tg,=1polc y Tg, =Tcolp.

SiT: R? — R? es la reflexién respecto de la linea de representacién vectorial ¢(—1,1)
(ver el Ejemplo (v1) de arriba), determina el conjunto de los puntos fijos de T

Fix(T) = { (z,y) € R? | T(z,9) = (z,y) }

y las lineas £ C R? en la traza de T, es decir tales que T'({) = /.

Siu = (z,y) € R? muestra que (a E)L =« (HL) para cualquier a € R y determina las
coordenadas de la siguiente sucesién infinita de vectores: u, U, (EL)L, e

Si u,7 € R2, muestra que 0, ¥ y 7 son colineales si y solamente si 0, - y v son

colineales.

a c¢
Si A= b d es una matriz con coeficientes reales tales que 0 < c < ay 0 < b < d,

muestra que det(A) es el drea del paralelogramo (0,0), (a,b), (¢,d) y (a + ¢, b+ d).
Muestra que det(A B) = det(A) det(B) donde A B es la matriz C' del Ejercicio 6.

Sea A € Ry (a,b) € R? donde (a,b) # (0,0). Si Ty: R* — R? es la transformacién
a Aa
b Ab
a) Determina una ecuacién cartesiana de las lineas im(7T}) y ker(T4).

lineal asociada a la matriz A = ( ) (ver la Proposicién 1.10):

b) Verifica que si £ es una linea paralela a ker(7)4), entonces T4 (¢) consiste de un tinico
punto y si £ es una linea paralela a im(74) entonces T'4(¢) = im(Ty).

c¢) Determina el conjunto de las lineas ¢ tales que T4 (¢) = /.
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d) Determina A tal que las lineas ker(74) y im(7s) sean ortogonales, es decir tal que
ROTg /o (ker(T4)) = im(T).

21.- Sean P, Qq, P, Q> € R? cuatro puntos del plano tales que 0, P; y (; no son colineales

para 1 < i < 2. Muestra que existe una tnica transformacién lineal 7: R? — R? tal

que T'(Py) = P,y T(Q1) = Q2.

1.5. Producto interno, norma y distancia. Siu = (z¢, o) y ¥ = (21, y1) son dos vectores
del plano, el producto interno (euclidiano) de @ y v es por definicién el niimero real:

(6) <ﬂ,@>:ﬂ'@:$0$1+yoy1.

Recordemos las siguientes propiedades del producto interno (ver también §1.7):

u,v) = (v,u) para cualesquiera u,v € R2.

—~
—

SN—

—~
S

(1) (u,v +w) = (u,v) + (u,w) para cualesquiera u, v, w € R2.

(11) (u,av) = a (u,v) para cualesquiera u,v € R* y a € R.

(1v) (u,w) > 0 para cualquier 7 € R?

(V) (w,w) = 0 si y solamente si u = 0.

(Vi) Siw,v € R?, entonces (u,v) = 0 si y solamente si 0, @ y o son colineales, si y solamente
si 0, wt y ¥ son colineales.

Las primeras cinco propiedades se deducen facilmente de las propiedades de los nimeros
reales. Mostremos la tultima propiedad.

Demostracion de (V1). Notemos primero que si £: tw + P es una linea del plano que pasa por
0 = (0,0), entonces ¢: tw, es decir W también es una representacién vectorial de £. En efecto,
esto es una consecuencia de 1 del Lema 1.6, pues P —0 = t, W para algin t, € R si y solamente
si 0 =t, w + P para algtin t; € R.

Por otro lado si @, 7 € R? son dos vectores del plano, entonces £: W pasa por U y v+ si y
solamente si = tow y v~ = t; W para algunos ty,t; € R. Sin embargo, los ntimeros reales
to y t1 cumplen que & = tow y v- = t;w si y solamente si, cumplen que ut = tow't y
v = t, w+. Por lo tanto, la linea ¢: ¢t w pasa por & y 0™ si y solamente si ¢': t W+ pasa por u+ y
v. Esto demuestra que 0, % y o son colineales, si y solamente si 0, 7 y ¥ son colineales, para
cualesquiera @, v € R2.

Observemos también que si © = 0 = ¥ entonces las equivalencias que queremos demostrar
son inmediatas. Supongamos sin pérdida de generalidad que @ = (29, o) y ¥ = (21, y1) donde
xo # 0. Tenemos entonces que (u,v) = 0 si y solamente si xgz1 + yoy1 = 0, si y solamente si
el punto del plano 7 = (x1,y;) pertenece a la linea £: zoz + yoy (nota que ¢ asi definida por la
ecuacién cartesiana zox + yoy = 0 es efectivamente una linea porque xy # 0).

Como £: zox + yoy es la tinica linea que pasa por 0 y ut = (—yo, z0) (ver el Corolario 1.2),

concluimos que 0, T y ¥ son colineales si y solamente si (@, ) = 0. 0
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Si w,v € R? son dos vectores del plano, decimos que U y ¥ son ortogonales si (u,v) = 0. Por
otro lado, si £,¢ C R? son dos lineas del plano euclidiano, decimos que ¢ y ¢ son ortogonales
si existen representaciones vectoriales ¢: tw + Py ¢': sU + @ tales que @ y ¥ son vectores
ortogonales. En este caso denotamos ¢ L ¢'.

Notemos que la definicién de lineas ortogonales es independiente de las representaciones
vectoriales que elegimos. En efecto, si £: tu + P’y ¢': sv' + ) son otras representaciones
vectoriales de las lineas ¢: tu+ Py ¢': sU + @, deducimos del Lema 1.6 que existen nimeros
reales «v, § # 0 tales que uw = a®@ y v = S7; en particular (u,v) = (af) (@, 7’) donde (a3) # 0.
Por lo que (u,7) = 0 si y solamente si (@, ?") = 0.

Mostremos:

Lema 1.11. Si¢: tu+ P es una linea del plano euclidiano y Q € R?, entonces existe una unica
linea por Q que es ortogonal a (. Esta linea es denotada como (2. De hecho (2 : tu* + Q.

Demostracion. Sil: tu+Py Q € R?, entonces lalineam: t ut+Q pasa por @, pues 0u+Q = Q
y m L ¢ porque u y ut son vectores ortogonales. Denotemos ¢+@: tut + Q.

Supongamos por otro lado que m’: sw + S es una linea por ) que es paralela a £. Notemos
para empezar que por definicién w y u son vectores ortogonales. De modo que por la propiedad
(VI) que mostramos arriba, se tiene que 0, w y u' son colineales. En particular, como ut # 0
pues U # 0, tenemos que W = au para algin o € R, donde a # 0 porque w # 0.

Por otro lado, como Q € m’ existe sy € R tal que Q = sow + S = (spa) ut + S, 6 lo que es
lo mismo S — Q = Bu* donde B = —spa. Se sigue del Lema 1.6, que m' = (<. O

1.5.1.  Recordemos que si u = (zg,yp) € R? es un vector, definimos su norma (euclidiana)
como el numero real:

(7) [all = V(@ a) = V- u = /a§ + 5.
Recordemos las propiedades (ver también §1.7):

o si a>0
(1) ||em|| = || ||z|| donde |a| = denota el wvalor absoluto de «, para
—Q si <0

cualesquiera @ € R? y o € R.

(11) ||@|| > 0 para cualquier @ € R?

(111) |||l = 0 si y solamente si u = 0.

(1v) Si @, 7 € R?, entonces |[u —7||* < |[a|®* + ||7]]* < ||u + ©||* si y solamente si (w,v) > 0.
De manera andloga ||z + > < ||ul||* + ||7]|* < ||[w — v]||? si y solamente si (u,v) < 0.

Mas atn, ||[u —9||? = ||[a||* + ||7||* = ||[u + v||* si y solamente si T y U son ortogonales.

Demostracién de (1V). Si w,v € R? son dos vectores del plano, de la definicién de la norma
(7) y las propiedades del producto interno deducimos que:

[a+v))* = (@+v,9+v) = |[al*+ vl +2@v) vy |a—v|* = (@—7v,7-v) = |[al*+|v]*-2(@,v),
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por lo que:

(8) [@+o)* =@l - o|* =2@7) vy @l +I|Fl* - [z -ol* = 2(z, )

de donde (1V) O
Notemos que por (8), si u,v € R? se tiene que:

(9) (7,7) = [ + ]| —2||ﬂ||2 — 1 _ Jml® + ||@||22— [z — |

En particular, si conocemos el valor de la norma de cualquier vector, podemos recuperar el

valor del producto interno entre cualesquiera dos vectores del plano (ver también la igualdad
(11) de abajo).

1.5.2.  Si P = (w0,%)y Q = (v1,y1) € R? son dos puntos del plano, definimos la distancia
(euclidiana) de P a ) como el nimero real:

(10) d(P,Q) = |Q = P|| = V(Q = P,Q — P) = /(1 — 20)> + (11 — %0)?.
Recordemos las propiedades:

(1) d(P,Q) = d(Q, P) para cualesquiera P, Q € R2.
(11) Si P € R?* y a € R entonces d(aP,aQ) = |a|d(P, Q).

)
(111) d(P, Q) > 0 para cualesquiera P, Q € R2.
(1v) d(P, Q) = 0 si y solamente si P = Q).
(V) Si P,Q,R € R? entonces R = PLQQ si y solamente si d(P,R) = d(];Q) = d(R,Q).
Llamamos a R = PZLQ el punto medio de P y Q).
Demostracion de (V). Notemos por un lado que si R = P%Q, entonces:
P+Q Q—P 1 d(P,Q)
P.R)=|R—P| = _p|= —ZQ - P| =
ar R =r-Pl=| “32 - P = |45 = jre- P =2
P+Q Q-P 1 d(P,Q)
v ar =1l = |o- 12 |43 - Jio- pi- 159,

Supongamos por otro lado que aw = d(P, R) = @ = d(R, Q). Notemos que si denotamos
S=R—-PyT=@Q— R, entonces S+1T = — P por lo que:
d(P,Q)* +d(T,5)* =Q — P|* + IS = T|*
=(S+T,S+T)+(S-T,5S-T)
=2(S,S) 4+ 2(T,T)
=2|R - P|I*+2|Q - RII*
=2d(P, R)* + 2d(R, Q)* = 40”.

Como d(P,Q)* = 4a? se deduce que d(T,S)? =0, es decir R— P=S=T=Q — R. Por lo
tanto, R = P%Q. O
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Si w, v € R?, observemos que por la definicién (10) y la igualdad (9) se tiene que:
[l = d(0, @)
y también:
(11)
(d(0,u+7))" — (d(0,w))" — (d(0,v))

() = 2 - 9

En particular, si conocemos el valor en todos los elementos de su dominio de una de las

2 2 2

siguientes tres funciones:

(o) -1 da(-,-)

R? x R? R, R? R 6 R? x R? R

podemos recuperar la regla de asignaciéon de las otras dos.

1.6. Transformaciones ortogonales. Una transformacion ortogonal (del plano euclidiano)
es por definicién una transformacién lineal T: R? — R? que respeta el producto escalar (eu-

clidiano), es decir tal que:
(u,7) = (T(u),T(v)) para cualesquiera w,v € R*.

La siguiente afirmacion clasifica a todas las transformaciones ortogonales del plano eucli-

diano:

Proposicién 1.12. Si T: R? — R? es una transformacion lineal tal que T = T4 donde

b d

a) T es una transformacion ortogonal.

a c . . .. .
A= ( ), las siguientes condiciones son equivalentes:

b) T respeta la norma (euclidiana), es decir:
7| = [|T(@)|| para cualesquier we R*.
c) T respeta la distancia (euclidiana), es decir se cumple que:
d(P,Q) =d(T(P), T(Q)) para cualesquiera P,Q € R*.
d) Los vectores T'(1,0) = (a,b) y T(0,1) = (¢, d) son unitarios y ortogonales, es decir:
A+ =1, F+d*=1 y ab—bc=0.

e) A= <Z _ab> 6 A= (Z _ba> para algin (a,b) € R? tal que a® +b* = 1.

Demostracién. a) = b) : Si T es una transformacién ortogonal, para todo u € R? se tiene que:

[l = /(@ 7) = \(T@), T(@) = ||T(@)] .

b) = c¢) : Si suponemos b), para cualesquiera P, Q € R? se tiene que:

d(P,Q) =lQ - P| =[|T(Q - P)|| = [|T(Q) = T(P)|| = d(T(P), T(Q)) ,
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porque 1" es lineal.
c¢) = a) : Como T es una transformacién lineal, deducimos de ¢) y de (11) que para u,v € R?:

d(0,u +v)? — d(0,u)? — d(0,v)?

(u,7) =

= (T(@), T(v));

es decir T" es una transformacién ortogonal.

d) < a) : Notemos que d) es equivalente a:

((1,0),(1,0)) =1 =(T(1,0),7(1,0)),
((0,1),(0,1)) =1 =(T(0,1),7(0, 1))
vy {(1,0),(0,1)) =0 =(T(1,0),7(1,0)).
En particular d) se cumple para toda transformacién ortogonal, es decir a) = d).
Por otro lado si u = (x,y) = 2(1,0) + y(0,1), 7 = (z,w) = 2(1,0) + w(0, 1) son dos puntos
cualesquiera del plano, tenemos entonces que d) implica que:
(u,v) = (2(1,0) + y(0,1), 2(1,0) + w(0, 1))
= 22((1,0), (1,0)) + (zw + y2){(1,0), (0,1)) + yw((1,0), (1,0))
= 22(T(1,0),T(1,0)) + (zw + y2){(T(1,0),T(0,1)) + yw(T(1,0),7(1,0))
= (2T(1,0 +yT(O 1),27(1,0) + wT(0,1))
= <T x,y ,T(z,w)>
— (T(@), T())
es decir T es una transformacion ortogonal. Por lo tanto d) = a).
d) & e) : Es fécil verificar que e) = d). Supongamos d), es decir T' = T4 para alguna matriz

A= <Z d) donde a®? + > =1, 2 +d*=1y ac+bd = 0.

Sia # 0, tenemos que ¢ = —2 y ¢+ d* = 1, de donde %%—d? =1, es decir b*d?+a?d* = a®.
Como ademsés a? + b* = 1, es decir a?d? + b*d? = d?; se concluye que d* = a2, es decir d = =+a.

Por otro lado, deducimos también de ¢ = —%d que si d = a entonces c = —by que sid = —a

entonces ¢ = b. Por lo tanto A = (Z ab) 6 A= (
a?+ b =1.

No es dificil ver que si a = 0, entonces:

A:(O _1),A:(0 1),A:(0 1)6A:(0 —1).
1 0 10 10 1 0

a

b
) _a) para algin (a,b) € R? tal que
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O

1.6.1.  Rotaciones en el origen. Una rotacidn en el origen (del plano euclidiano) es una trans-

., . . . a
formacién lineal T4: R? — R? asociada a una matriz de la forma A =

(a,b) € R? tal que a* +b* =1y (a,b) # (1,0).

Recuerda que si F': R? — R? es una funcién del plano y P = (zg,%) € R? es un punto,

-b ,
. ) para algun

decimos que P es un punto fijo de F si F(P) = P. Denotamos como Fix(F') al conjunto de
los puntos fijos de una funcién F' del plano.
Mostremos:

Lema 1.13. Si F': R? —R? es una rotacién en el origen, entonces 0 = (0,0) es el tinico
punto fijo de F, es decir Fix(F) = {0}.

Demostracion. Por definicién F' = T4 es la transformacion lineal asociada a una matriz de la
a

b
que Ta(zo,yo) = (7o, yo) para algin (xg,y) € R?, es decir supongamos que:

(a—1)xg—byp =0
bm0+(a—1)y0 =0.

forma A = ab> para algin (a,b) € R? tal que a*> +b* = 1y (a,b) # (1,0). Supongamos

(12)

Notemos que a # 1, pues si @ = 1 deducimos de a?+b?> = 1 que b = 0. Por lo tanto a —1 # 0
y entonces de la primer ecuacién de (12) obtenemos que zy = (ﬁ) Yo. Sustituyendo en la

segunda ecuacién de (12) tenemos que (;’—_21) Yo+ (a—1)yo = 0, es decir b?yo + (a — 1)%*yy = 0,
o bien (b +a*—2a+1)yy = 0. Pero a®> + b*> = 1, por lo que tenemos 2 (1 —a)y, = 0.

Nuevamente, como a # 1 deducimos que yg = 0 y entonces xy = (a—fl) Yo = 0.
Por lo tanto Fix(T4) = {0}. O

1.6.2. Reflexiones respecto a lineas por el origen. Una reflexion respecto a una linea por el

origen (del plano euclidiano) es una transformacién lineal T4: R?* — R? asociada a una

a

b
Determinemos el conjunto de los puntos fijos de estas transformaciones ortogonales:

matriz de la forma A = _ba) para algin (a,b) € R? tal que a® + b* = 1.

Lema 1.14. Si F': R? — R? es una reflexién respecto a una linea por el origen, entonces el
conjunto Fix(F') de los puntos fijos de F' es una linea por el origen.

, . . . . ) b
Mads precisamente, si F' =Ty es la transformacion lineal asociada a la matriz A = (Z )
—a

donde (a,b) € R?* cumple a®> + b*> = 1; entonces:

(13) Fix(T,) = { () RS (a+1y=0

(a—1Dz+by=0 }

es una linea por el origen del plano euclidiano.

En particular:



ALGEBRA GEOMETRICA 21

» Si(a,b) = (1,0) entonces Fix(Ty) es el eje x.

» Si(a,b) = (—1,0) entonces Fix(Tx) es el eje y.

= Si(a,b) # (1,0),(—1,0) entoncest (“3*,2) es una representacion vectorial de Fix(Ty).
Dicho de otro modo, Fix(T4) es la linea por el origen del plano y por el punto medio

a ?b )
(54, 3) = 50 de (a,) y (1,0).
Demostracidn. Por definicién (a,b) € R? es tal que a® + b* = 1. Supongamos que T4 (zq, yo) =
(70,0) para algin (g, y0) € R?, es decir supongamos que:

(CL — 1)1’0 + by() =0
(14)

brg — (a+1)yo =0.

Caso (a,b) = (1,0): En este caso la primer ecuacién del sistema (14) es la ecuacién 0 = 0,

mientras que la segunda ecuacion es —2y, = 0. En particular:

Fix(Ty) = { (20, 50) € R? | —2yp =0 }

es el eje z, es decir Fix(T) es la linea de representacién vectorial ¢ (1,0).
Caso (a,b) = (—1,0): Ahora 0 = 0 es la segunda ecuacién del sistema (14), y —2x¢ = 0 es

la primer ecuacion. Entonces:
Fix(T4) = { (v0,0) € R? ‘ 229 =0 }

es el eje y, es decir Fix(7T4) es la linea de representacién vectorial ¢ (0, 1).

Caso (a,b) # (1,0),(—1,0): Notemos que en este caso a — 1 # 0 y b # 0. En efecto, como
a® + b* = 1 se sigue que si @ = 1 entonces b = 0, y si b = 0 entonces a = +1.

Multiplicando por el nimero real no cero a%l a la primer ecuacién de (14), deducimos que

el sistema de ecuaciones (14) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

b2
(15) biUo—F(a_l)yo:O

brg — (a+1)yo =0.

M4s atin, como (ab—j1>+(a—|-1) = b2+(“::i(“71) = szfol = 0, es decir como (ab—jl> = —(a+1);

se concluye que:
Fix(T,4) = { (z0,70) €ER? | bwg — (a+1)yo =0 } ;

donde b # 0.
Notemos finalmente que la linea Fix(T4) de ecuacién cartesiana bzg — (a + 1)y = 0, tiene
como representacion vectorial ¢ (a + 1,b). U

Si F': R? — R? es una funcién del plano y m C R? es una linea, decimos que m es una
linea en la traza de F si F(m) = m, es decir si para todo punto P € m se tiene que F'(P) € m
y para todo punto () € m existe P € m tal que F(P) = Q.
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Lema 1.15. Si F': R? — R? es una reflexion respecto a una linea por el origen y m C R? es
una linea cualquiera, entonces m es una linea en la traza de F' si y solamente st m es ortogonal
a la linea Fix(F) de los puntos fijos de F.

Mas ain, si m: tu + P es una linea ortogonal a Fix(F') donde P € Fix(F), entonces
F(tu+ P)=—tu+ P.

1.7. La desigualdad del tridngulo. Si w,v € R?\{0}, observemos que el nimero real
(@)
(@l 1]l

es invariante bajo multiplos escalares del mismo signo de uw y v:
(@u.pv) _ _afmn @)
lecal[ 182 |l (Bl [ el [

(u,v)
[l ]

si a,0>0 6 si «a,0<0.

Dicho niimero depende entonces solamente de los segmentos de lineas au y Sv donde

a, 8 >0, 6 de los segmentos de lineas aw y v donde «, 8 < 0.
Mostremos:

Lema 1.16. Si w,v € R?\{0} son dos vectores no nulos del plano, entonces:
(16) PRy

En este caso se tiene:

a) H%’@H =1 si y solamente si ||ul| v = ||v|| @.
b) % = —1 si y solamente si ||ul|v = —||7|| @.

Uu,U

c) T = 0 st y solamente siu y v son ortogonales.

-~
I~

Dicho de otro modo, si ,v € R? son cualesquiera dos vectores del plano, entonces:
a7) (@0 < (@) (7.7)
mientras que (u,v)? = (u,u) (v,v) si y solamente si 0, U y U son colineales.

Demostracién. Sean u,v € R?\{0}. Se sigue de las propiedades que sefialamos abajo de la

definicién (6) del producto interno, que (u,u)> > 0 por lo que g% es un numero real, y

también que:
)

(18) 0§<@—< >

De donde obtenemos que:

@) \* (w, D) 2_ (@
OS(WMW)_< ) @w>_@ﬂ

lo que implica las desigualdades de (16).

,0)*

<a,ﬂ>ﬂ> = 0,0) =2 (u, w) * @) (0,7) =

gl
2|
=

Y

u,

U, T —

S

—~
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Notemos por otro lado que si ||[u|| 7 = ||v]| @, como u # 0 tenemos que ||| # 0 y entonces:

wmo  (wfT Haw e

Y

nwwu|mw%\\ a2 )
mientras que si ||z||7 = —||7|| @ entonces:
. ol o
@ (mfi :—%%uw: Ler__
[ ey e Y R B YT
Reciprocamente, si \\@\L\Iquzll = %} entonces % = 1, por lo que %Q; = (1, E)ﬁ.iPor lo
tanto se sigue de (18) que v = ég%ﬂ es decir |[u]|*7 = (u,v) u. Concluimos que si % =1

es decir si (u,v) = ||ul| ||v]|, entonces ||u||v = ||v||w. Mientras que si m —1 es decir si
(w,v) = —|[a]| [[7], entonces |[u]| v = —|[v]|u. B
Observemos por otro lado que el inciso ¢) es inmediato, pues % = 0 si y solamente si

(w,v) = 0, si y solamente si T y T son vectores ortogonales (por definicién).

Finalmente, notemos que si w = 0 6 v = 0 se tiene que (u,v)? = 0 = (u, u) (v,v). Mientras
que si T # 0 # U sabemos que (ﬁ%? = < 1. De donde (17).

Mostremos que (%, ?)? = (u,u) (v,7) si y solamente si 0, W y ¥ son colineales.

Caso u # 0 # v: Si (u,v)? = (u,u) (v,v) sabemos de los incisos a) y b) que |[a||v = ||[7||u 6
|u||v = —||v|| @ donde @ # 0, por lo tanto v = ||||u|||| uo6v= ” H u, es decir la linea por 0 y u
pasa por v.

Casow =0 6 v = 0: En este caso 0, @ y ¥ son a lo mas dos puntos distintos, en particular
ellos son colineales. 0

El Lema 1.16 implica la desigualdad del tridngulo para la distancia euclidiana, asi como la
relacion entre las lineas (euclidianas) y la distancia (euclidiana) en el plano:

Corolario 1.17. Si P,Q, R € R? son tres puntos del plano, entonces:
d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R).

Mads aiin, si P,Q, R € R? son distintos, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) d(P, R) =d(P,Q) + d(Q, R).

=a(R— P)+ P para algin 0 < a < 1.
=B(Q — P)+ P para algin 1 < (5.

v (R — Q) + Q para algin v < 0.
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Demostracién. Si P,Q, R € R? usando la desigualdad (u,v) < |[u|| |[v]| del Lema 1.16, tenemos
que:
dP.R? = |[R=P|*=|[(R-Q)+ (@~ P)|]
~((R-Q)+@-P)(R-Q)+(@Q-P))
=[lr-Q*+2(r-Qe-P)+[lQ-P[’
<|rR-@Q|' +2r-Qllle-P|+[e@-P|’
=le-P +2e@-PlllR-Q+|R-Q]
=(le-P|+]|RrR-Ql)
= (d(P,Q) +d(Q. B))’
Como d(P, R),d(P,Q),d(Q, R) > 0y mostramos d(P, R)* < (d(P,Q)+d(Q, R))Q, se deduce
que d(P,R) < d(P,Q) +d(Q, R)
(1) = (11): Supongamos que P, Q, R € R? son distintos, en particular R—Q,Q— P € R?\{0}.

Notemos que si d(P, R) = d(P, Q)+d(Q, R) entonces por lo que hicimos arriba (R—Q, Q—P) =
H R—Q H || Q—-P H Se sigue del Lema 1.16 se tiene que (@ — P) = llo=PI (R — Q) por lo que:

TR=Q]
HQ—PH) Q- P|
14+ —=— R+ P.
(+HR—QH C=r=q T

Deducimos entonces que:

(141921 o 19 Pl g _py 19 P1 5

IR —Q IR —Q IR —Q
|Q — P |Q — P
=—w(R-P)+ 14+ +——=— ] P.
IR —Q 1R = Q|
Por lo que Q@ = a(R— P)+ P donde a = (155) y 3= H%:g” > 0. En particular, tenemos
que 0 < 8 <1+ y entonces 0 < =a<l.

(1+6)
(11) = (m): Si @ = «(R — P) + P para algin 0 < o < 1, entonces = (Q — P)+ P =R
donde1<épuesO<a<1.

(1) = (1v): Supongamos que R = [ (Q — P) + P para algun § > 1. Entonces R =

fQ— PP+ P,porloque (1—p5)P=R-—[Q. Se sigue que P = = 5)R i B)Q Sumando
el cero 0 = —+—

1 B _(1-5) _ 1 3

“Tpt a-pl a-pl et pi-9re

donde (1_5 <0 pues1<p.
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(1v) = (1): Supongamos por ultimo que P = v (R — Q) + @ para algin v < 0. Podemos

calcular entonces:

AP R)=|R-P|=||E-7(R-@-@|=|0-»E-Q]=0-»]r-q]
aPQ)=]a-P|=lQ-vr- —@nzu—m—@uz—w |r-aql
1.1 = |5 -Q|

donde 1 —~v>1>0y —v > 0. Por lo tanto:
d(P,Q) +d(Q,R) = (=) |R=Q | +|R-Q|| =1 -9 ||R-Q| =d(P,R).

Corolario 1.18. Si u,v € R?\{0} son dos vectores del plano, entonces:
(19) [zl = 1wl| < e +o) < |[all + [7] -

Mds aun, se tiene que

a) |[w+ 9| = ||zl + ||| si y solamente si ||u— 7| = ’HEH — ||7ll|, si y solamente si existe
un numero real o > 0 tal que v = au.
b) |u+3| = ||ull = |v]l| si y solamente si |[w— | = || + ||v]l, si y solamente si existe

un numero real o < 0 tal que v = o u.

1.8. Isometrias. Una isometria (del plano euclidiano) es una funcién F: R? — R? que

respeta la distancia (euclidiana del plano), es decir:
d(T(P),T(Q)) =d(P,Q) para cualesquiera P,Q € R?.

Ejemplos:

1.- Si S € R? definimos la traslacion por S como la funcién trg: R? — R? definida por la
regla trg(P) = P + S. Notemos que si P,@Q € R? son dos puntos, entonces:

d(trs(P), trs(Q)) = d(P +8,Q +5) = [(Q +5) — (P + )| = |Q — P|| = d(P,Q);

es decir la traslacién por S es una isometria del plano, para toda S € R2.

2.- Sea (a,b) € R? tal que a®> +b* = 1. Si A = , la rotacion en el origen T4 es

—b
b a
una isometria por la implicacién e) = ¢) de la Proposicién 1.12. Por la misma razén, la

a

reflexiéon Tz donde B = , es una isometria del plano euclidiano.

3.- Notemos que si F,G: R? — R? son dos isometrias, entonces la funcién composicién
F o G también es una isometria del plano euclidiano. En efecto, si P,Q € R? son dos
puntos:

d(F(G(P)), F(G(Q)) = d(G(P),G(Q)) = d(P,Q).
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Queremos mostrar que las isometrias en el Ejemplo 2) de arriba, son de hecho las tnicas
isometria del plano euclidiano que dejan fijo al origen; es decir, las tinicas funciones del plano
euclidiano que respetan la distancia y dejan fijo al origen son la funcién identidad, las rotaciones
en el origen y las reflexiones respecto de una linea por el origen. Esto tendra como consecuencia
(ver el Corolario 1.20) que con los tres ejemplos de arriba se pueden construir a todas las
isometrias del plano.

Maés precisamente:

Proposicién 1.19. Si F': R? — R? es una isometria del plano euclidiana, los siguientes
enunciados son equivalentes:
a) F(0) = 0.
b) F es una funcion lineal.
c) F' es una transformacion ortogonal (es decir F' es la funcion identidad 6 una rotacion
en el origen ¢ una reflexion respecto a una linea por el origen).

Demostracion. ¢) = a): Como una transformacién ortogonal es necesariamente una transfor-
macién lineal, si F: R? — R? es una transformacién ortogonal se tiene que F(0) = 0.

b) = ¢) es la implicacién ¢) = a) de la Proposicién 1.12, que una transformacién lineal que
respeta la distancia también respeta el producto punto.

Mostremos a) = b). Sea F': R? — R? una isometria tal que F(0) = 0. Notemos primero
que F es un funcién inyectiva. En efecto, si F(P) = F(Q) entonces 0 = d(F(P),F(Q)) =
d(P,Q), de donde P = . Observemos también que:

[w]] = d(0,w) = d(F(0), F(w)) = d(0, F(w)) = || F(@)],

por lo que F' ademas de preservar la distancia, preserva la norma.

Mostremos ahora que si & € R y u € R? entonces F(au) = a F(u). En efecto: Si uw = 0,

tenemos que:

si a = 0, entonces:
Flau)=F(0)=0=0F(u) = aF(u);
y si @ = 1, se tiene que:
F(au)=F(u)=aF(u).

Mostremos que F(aw) = a F(u) siu # 0y a # 0,1. Para ello consideremos los siguientes
tres puntos del plano 0, W y a@, los cuales son por hipétesis distintos. Como se tiene que
au =« (ﬂ — 6) + 0, veamos las consecuencias que obtenemos del Corolario 1.17:

Si0 < a < 1: En este caso d(0,u) = d(0,an) + d(atu,u). Como F es una isometria y

F(0) = 0, deducimos que:
d(0, F(w)) = d(0, F(amw)) 4+ d(F(au), F(u)) ;

de donde F(au) =t (F(u) — 0) +0 =t F(u) para alguna 0 < t < 1, al aplicar nuevamente el
Corolario 1.17.
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Por otro lado notemos que:
(20) al [Tl = llawl] = [Flaw)|] = [t F@)|| = [t [|F@)]| = [¢] [[a]];
por lo que |a| = |t| pues uw # 0. Como se tiene que 0 < a,t, entonces o = ¢, es decir
F(aw)=tF(u) = aF(u).
Si a > 1: Entonces d(0,aw) = d(0,7) + d(u, au), por lo que:
d(0, F(an)) = d(0, F(a)) + d(F(u), F(au))

y entonces F(aw) =t (F(u) —0) + 0 =t F(u) para alguna 1 < ¢.
Se sigue de (20) que o = |a| = |t| = ¢, por lo que F(aw) =t F(u) = a F(u).
Si o < 0: Tenemos d(aw,u) = d(au,0) + d(0,u) y entonces:
d(F(aw), F(u)) = d(F(aw),0) +d(0, F(u)) .
Se sigue que F(aw) = t (F(u) — 0) + 0 = t F(u) para alguna 0 > ¢. Esta vez de (20)
deducimos que —a = |a| = |t| = —t, es decir a = ¢, de modo que F(au) =t F(u) = o F(u).

..... O

Deducimos:

Corolario 1.20. Sea F': R? — R? wuna isometria del plano euclidiano. Entonces F = tr () ©
Ty, donde Ty es una transformacion ortogonal.

En particular, si F' es una isometria del plano euclidiano entonces F' es de una y solamente
una de las siguientes formas:

1) F = trg donde S € R?, es decir F' es una traslacion.

2) F=trgoTy donde S €R? y A = (
(a,b) # (1,0).

3) F=trgoTy donde SER? y A= (

Z _ab) para algin (a,b) € R? tal que a®> +b* =1 y

Z b ) para algin (a,b) € R? tal que a® + b* = 1.
—a

Demostracion. Si F': R? — R? es una isometria del plano euclidiano, consideremos la trasla-
cion tr_p ). Entonces la funciéon composicion G = tr_pg o F' es una isometria tal que G 0) =
tr_p@ o F(0) = F(0) — F(0) = 0. Se sigue de la Proposicién 1.19 que tr_pg o F = G =Ty es

una transformacion ortogonal, entonce:

F = (trF(ﬁ) @) triF(B)) (] F = trF(ﬁ) @) (triF(ﬁ) (] F) = tI'F(ﬁ) o] TA .

El Corolario 1.20 tiene la siguiente consecuencia simple:

Corolario 1.21. Toda isometria es una funcion biyectiva y su funcion inversa también es una
isometria.
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Demostracion. De las Proposiciones 1.9 y 1.12 se sigue que si T4 es una transformaciéon or-
togonal del plano euclidiano, entonces T4 es una funcién biyectiva y su funcién inversa T4-1
también es una transformacién ortogonal (ver los Ejercicios 28 y 33). Ademsds si trg es una
traslaciéon donde S € R?, entonces trg también es una funcién biyectiva cuya inversa es la
traslacién tr_g.

Por otro lado, sabemos que la composicién de funciones biyectivas es biyectiva, por lo que
trp(5) © T4 es una funcién biyectiva tal que (trp@ o TA)_1 = Ta-10tr_p(- En particular, toda

isometria es biyectiva y su inversa también es una isometria. O

1.8.1. Rotaciones. La siguiente afirmaciéon determina a las isometrias en 2) del Corolario
1.20:

a
b
1,0), entonces existe un unico punto R € R? tal que:
(1,0), p q

Lema 1.22. Si S € R? y A = ( ab) para algin (a,b) € R? tal que a®> +b* =1 y (a,b) #
trgoly = trgoT4o0tr_g.

En este caso, Fix(trg o TA) = {R}

Demostracion. Sea S = (o, y0) € R*y A = (Z _ab) para algin (a,b) € R? tal que a®+b* = 1

y (a,b) # (1,0). Buscamos los puntos R € R? tales que:
Ty(P)+ S =trgoTy(P)=trroTyotr_g(P)=Ta(P)—Ta(R)+ R
1—a b

b 1—a)’
Notemos por otro lado que como (a,b) # (1,0) se tiene que a # 1, puesa =1y a®> +b* = 1

para todo P € R?; es decir tales que S = R—Tx(R) = Tg(R) donde B =1—A =

implican b = 0. Por lo tanto :
det(B) =detI—A)=(1—a)’+b*=1—-2a+a*+b*=2(1 —a) #0;

y entonces de la Proposicion 1.9, deducimos que Tz es una funcién invertible. En particular
existe un tnico punto R € R? tal que Tg(R) = S, es decir tal que trgo Ty = trgo Ty o tr_g.

Observemos que se puede determinar a R de manera mas explicita. En efecto, por la Pro-
posicion 1.9 la inversa de la transformacion lineal Ty es la transformacion lineal T donde

1 —b
¢ = (2(1i ) 2(1%_@))- Nota que C'= B~ = oq— (I - A™") donde A™! = (_ab 2)

Por lo tanto, R € R? cumple que trgoTy = tr_ro Ty otrg si y solamente R = Tx(S), es
decir si y solamente si R = m (S — TA71(5)>.

Notemos finalmente que si P € R? entonces (trR oTyotr_ R) (P) = P siy solamente si
T4(P—R)+ R = P, siysolamente si Ty(P—R) = P— R, siy solamente si P— R € Fix(T4) =
{6} (ver el Lema 1.13), si y solamente si P = R. Por lo tanto Fix(trs o TA) = {R} U
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Por definicién, una rotacion (del plano euclidiano) es una isometria del plano euclidiano
F: R? —=R? dela forma FF = trpoT otr_p donde R € R?y A = (
(a,b) € R* tal que a®* +b* =1y (a,b) # (1,0).

a

_ b) )
para algin
b a

1.8.2.  Reflexiones. El siguiente enunciado determina una forma equivalente de escribir a una
parte de las isometrias en 3) del Corolario 1.20:

a

Lema 1.23. Si S € R? y A = (b

b > para algin (a,b) € R? tal que a® + b? = 1, entonces
—a
S € Fix(Ta)*o si y solamente si:
trgody = trgoTyo0tr_p

para algin punto R € R2.

Mds aun:

a) R, R € R? son tal que:

trroTyotr_gp = trgroTpotr_g,
si y solamente si R — R' € Fix(Ty).
b) Fix(trR oTy4o0 tr_R) = trp (FiX(TA)).
¢) trgoTy = trg oTyo0 tr_%, en particular Fix(trg o TA) = trg (Fix(TA)).

En particular R es tinico si pedimos que R € Fix(T4)*0.

b —a
Queremos saber cuando existe R € R? tal que:

Demostracion. Sea S € R?y A = (a b) para algin (a,b) € R? tal que a®> +b* = 1.

TA(P)+S:trSoTA(P) :trRoTAotr_R(P) :TA(P)+R—TA(R),

para todo P € R?; es decir tal que S = R—Ty(R) = Ts(R) donde B=1—A = (1__ba 1::)&).

Notemos por otro lado que:
det(B) =det(I— A)=(1—a)(1 +a)—b*=1—0a®>—-b*=0.

Se sigue de la Proposicién 1.10 que existe R € R? tal que Ts(R) = S, si y solamente si S
pertenece a la imagen de T'g, si y solamente si S pertenece a la linea que pasa por los puntos 0,
(1—a,—b) y (=b,1+a) (las columnas de B). Por lo tanto, existe R € R? tal que Tg(R) = S,
si y solamente si S pertenece a la linea:

mz{(x,y)éRz

br+(1—a)y=0 }

(I+a)z+by=0
Por otro lado, recordemos de (13) del Lema 1.14 que:

(a—1z+by=0 }

Fix(T4) = { (z,y) € R® br —(a+1)y =0
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en particular Fix(7T) es la tnica linea que pasa por los puntos 0, (b,1 —a) = (1 —a,—b)* y
(= (1+a),=b) = (=b,1+a)*, es decir m = Fix(T4)*0.
Por lo tanto, existe R € R? tal que trgoTy = trgoTsotr_p si y solamente si S € Fix(T))"0.
Mostremos a). Para ello supongamos primero que trg o T4 o tr_p = trgr 0 T4 o tr_g donde
R, R € R?. Tenemos en particular que:

Tia(—R)+ R=trgoTyo0 tr_R(ﬁ) =trprodTy o0 tr_R/(G) — TA(—R/) LR,

y como T4 es una transformacién lineal, concluimos que R — R’ = T4(R — R’), es decir
R — R € Fix(Ta).

Reciprocamente notemos que si R — R’ € Fix(T4) es decir si R — R’ = T4(R — R'), se tiene
para todo punto P € R? que:

trpoTyotr_g(P)=Ta(P—R)+ R=Ta((P—-R)—(R—R))+R
=Ta(P—R)—Ta(R—R)+R=Ta(P-R)—R+R +R
:TA(P — R/) + R, = tI‘R/ OTA otr_R/(P)

Mostremos b). Notemos para ello que si P € R? entonces trg o T4 o tr_z(P) = P siy
solamente si T4 (P — R) = P — R, si y solamente si P — R € Fix(T}y).

Por otro lado tenemos que si P € R?, entonces P € try (Fix(TA)) si y solamente si P =
trr(Q) = @+ R para algtin punto @ € Fix(T,), si y solamente si P — R = () para algtin punto
Q) € Fix(T}4), si y solamente si P — R € Fix(T4).

Por lo tanto Fix(trg o T4) = trr(Fix(T4)).

Mostremos finalmente c). Notemos que Ty(P) = —P si P = (1 —a,—b) 6 P = (=b,1+ a)
(esto se sigue de un simple cdlculo, usando a® + b* = 1). Por otro lado, vimos en esta prueba
més arriba que Fix(74)10 es la linea que pasa por los puntos 0, (1 —a, —b) y (—b,1+a). Como
T4 es una funcién lineal, se sigue que T4(P) = —P para todo P € Fix(T4)'. En particular

S

TA(—g) = 2 pues por hipdtesis S € Fix(T4)0.

Concluimos que para todo @) € R?:

@+ 1 (-3) +3

trgoTAOtrg(Q):TA< _§> 2 2
+

:TA(Q)—l— :TA(Q)+S:tISOTA(Q).

O

Una reflexion (del plano euclidiano) es una isometria del plano euclidiano F': R? — R?

a

de la forma F =trgoTyotr_p donde RER?>y A = (b

a’> + b =1.

b ) para algtn (a,b) € R? tal que
—a

1.8.3. Reflexiones deslizantes. Determinemos finalmente a la parte de las isometrias en 3)

del Corolario 1.20 que no son reflexiones:
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a

Lema 1.24. Si S € R? y A = (b

b > para algin (a,b) € R? tal que a® + b* = 1, entonces
—a

S ¢ Fix(Ta)*o si y solamente si:
trgoTy = trgo (trR oTyo0 tr_R) = (trR oTyo tr_R) otrg,

para tinicos R € Fix(Th) y Q € Fix(T4)\{0}.

a

., b . . .
Demostracion. Sea A = ( > una matriz tal que a® + b*> = 1. Mostremos primero que si

b —a
S € R? es un punto arbitrario del plano, entonces existen tnicos Q € Fix(T4)y Q' € Fix(T)*0
tales que S = Q + @Q'.

Mostremos la existencia. Notemos que si S € Fix(T4) entonces S = @ + @' donde Q = S
y @' = 0, mientras que si S € Fix(T4)' entonces S = Q + Q' donde Q =0y Q" = S.
Supongamos por otro lado que S ¢ (Fix(74) UFix(T4)*0). Consideremos ¢ la linea paralela
a Fix(Ty4) por S y ' la linea paralela a Fix(7T4)*0 por S. Notemos que las lineas ¢’ y Fix(T)
no son paralelas, pues paralelismo es una relacién de equivalencia; en particular ¢ N Fix(74)
consiste de un tinico punto. Digamos {Q} = ¢ N Fix(Ty4). Del mismo modo ¢ N Fix(T4)*0 =
(@1

Deducimos de la interpretacion geométrica de la suma de vectores que (N¢ = {Q+Q'}. Pero
tenemos que S € £N (. Por lo tanto S = Q + Q' para algunos Q € Fix(T,) y Q' € Fix(T)"o.

Para mostrar la unicidad notemos que si Q1 + Q] = Q2 + Q5 donde Q1,Q2 € Fix(T4) y

1, Q% € Fix(T4)10, entonces Q1 — Q2 = Q) — Q' es un punto en la interseccién de dos lineas
ortogonales Fix(T4) NFix(T4)*0 = {0}, es decir Q; — Q> = 0= Q) — @Q’; por lo que Q; = Q-
y Q) = Q5.

Supongamos ahora que S ¢ Fix(T4)%0. Entonces S = Q + Q' donde Q € Fix(T4)\{0} vy
Q' € Fix(T4)*" Notemos Q # 0 porque si Q = 0 entonces S = Q' € Fix(T4)*0. Se sigue
entonces del Corolario 1.23 que:

trSoTA:trQ+Q/oTA:trQotrQ/oTA:trQo<trg oTAotrig)
2 2

Por otro lado, como @ € Fix(T4)\{0}, se tiene en particular que T4(Q) = Q. Entonces para
todo punto P € R? se tiene que:

Deducimos que:

(trQ/ oTyotr Q/> otrg =trgr oTyotr ¢ ,,=trg ol gotr, o =tre o (TA otrQ) otro
Fl -2 l -7 o Q=% Fl Fl

+Q

=trgr o (trooTy) otrgr =tror 0oTygo0trogr = tr r 0Ty otreo
g o (tigeTa)otrg =trg goTuotrg =trg g o Tuotrg

=trgo (trg 0Ty Otl‘_g)
2 2
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Reciprocamente supongamos que trgoT’y = trgo (trRoTAotr_R) para algunos R € Fix(Ty)10
v Q € Fix(T4)\{0}. Se sigue entonces que:
S = tl“s 9] TA<6) - tI‘Q o (tl"R e} TA o tl“_R) (6) =2R+ Q,

pues R € Fix(T4)'0 y entonces T4(—R) = R. En particular si S € Fix(T4)*0 entonces
Q = S—2R € Fix(T4)%. Como Q € Fix(T4) y Q # 0, esto es una contradiccién. Por lo tanto
S ¢ Fix(T)"o. O

Una reflezion deslizante (del plano euclidiano) es una isometria F': R? — R? de la forma
F = trgo (trR oTy o tr_R) donde R € R?%, A = (
a>+ b =1y Q € Fix(T4)\{0}.

z b) para algin (a,b) € R? tal que
—Q

Corolario 1.25. Si F': R? — R? es una isometria del plano euclidiano, entonces F' pertenece
a una y solamente una de las siguientes familias:
(1) F es una traslacion, es decir F = trg para algin punto S € R2.
11) F es una rotacion, es decir F' = trgo T4 otr_p donde R € R? y A = @ —b ara
(1) : y ) p
a
algin (a,b) € R*\{(1,0)} tal que a®> + b* = 1.
) F es una reflexion, es decir F = trpo Thotr_p donde R € R? y A = o b para
Y b
—a
algin (a,b) € R? tal que a® + b* = 1.
(1v) F es una reflexion deslizante, es decir F = trg o (trg o T4 o tr_g) donde R € R?,

4= (a —ba> para algin (a,b) € R? tal que a* +b*> =1 y Q € Fix(T4)\{0}.

Demostracion. Este enunciado es una consecuencia del Corolario 1.20 y de los Lemas 1.22,
1.23 y 1.24 O
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1.9.

22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27 .-

28.-

29.-

30.-

31.-

32.-

Ejercicios.

Sean £,¢',;m C R? lineas del plano euclidiano tales que ¢ L ¢ y £ || m. Muestra que
¢ Lmy Nt ={P} para algin P € R*.

Sean ¢, ¢ C R? lineas de ecuacién cartesiana ax + by +c = 0y dz +by+c = 0
respectivamente. Muestra que ¢ L ¢’ (ver el parrafo anterior al Lema 1.11) si y solamente
si existe un numero real o # 0 tal que d’ = ab y ¥/ = —aa.

Sean u, v € R? tales que 0, T y ¥ no son colineales. Denota como ¢ a la linea por 0 y 1,
como m a la linea por v ortogonal a ¢ (ver el Lema 1.11) y como w al punto del plano

(u,v)
ll=ll

tal que £ N'm = {w} (ver Ejercicio anterior). Muestra que ||w|| =

Si T4: R? — R? es una rotacién en el origen, muestra que para todo u € R? se tiene

(uram) _
e T = O

Sean T4, Tz: R? — R? dos rotaciones en el origen. Mostrar:

a) trpoTyotr_gp=trgoTpotr_g siysolamentesi R=0Q y A=DB.

b) Verifica que trg o Ty = T o trg si y solamente si T4(R) = S.
Determina las coordenadas del inico punto R € R? tal que trgo Ty = trgo Ty otr_p
-1

0
(ver el Lema 1.22), donde A = (1 0

) v S = (a,a) € R? para algiin a € R.

Si F': R? — R? es una rotacién, determina la funcién inversa de F' y muestra que F 1
es una rotacién (recuerda la Proposicién 1.9).

Si F,G: R? — R? son dos rotaciones, muestra que la isometria F'oG es una traslacién
6 una rotacion.

Determina una ecuaciéon cartesiana y una representacién vectorial de la linea de los

21
puntos fijos de la reflexion tr(; 9y 0 T4 o tr(_q,_9y donde A = <‘{5 ‘/‘?’2 > .

NG V5
Determina las coordenadas del tinico punto R € Fix(T4)10 tal que trgo Ty =trgoT4 o

0 -1

tr_p (ver el Lema 1.22), donde A = ( Lo

) vy S = (a,a) € R? para algin a € R.

Sea F: R? — R? una reflexién respecto a una linea por el origen.
a) Muestra que trg o F' = F o trg si y solamente si F'(R) = (5).
b) Si P € R? no es punto fijo de F muestra que la linea que pasa por Py F(P) a la
que denotamos ¢p es ortogonal a la linea Fix(F') de los puntos fijos de F'.
¢) Denotemos como Rp al punto de interseccion de las lineas £p y Fix(T"). Muestra que
d(P,Rp) = d(Rp,T(P)).
Sea ¢ la linea de R? de ecuacién cartesiana ax + 8y = 0 donde «, 8 € R cumplen que
a?+ B2 =1
a) Determina la ecuacién cartesiana de (10 la linea por el origen ortogonal a /.

b) Encuentra representaciones vectoriales de ¢ y (0.
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34.-

35.-

36.-

37.-

38.-

39.-

40.-

41.-
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c) Si P = (x9,90) € R? es un punto cualquiera, determina una ecuacién cartesiana y
una representaciéon vectorial de la linea /7 que pasa por P y es ortogonal a /.
d) Determina las coordenadas del punto de interseccién Rp = (), yp) de (17 y (.
e) SiQp = Rp—(P—Rp) =2Rp— P, muestra que Qp € (7 y d(P,Rp) = d(Rp,Qp).
f) Muestra que la funcién F': R? — R? definida como F(P) = Qp = 2Rp — P es una
reflexién respecto a una linea por el origen. Determina la linea Fix(F').
Si F: R? —= R? es una reflexién, muestra que F o F' = idpe, es decir F es ella misma
su funcién inversa.
Si F,G: R? — R? son dos reflexiones, muestra que la composicién F o G es una tras-
laciéon 6 una rotacion.
Sea F': R? — R? una reflexién y S € R2. Muestra que trgo F' = Fotrg si y solamente
si trg (Fix(F)) = Fix(F).
Sean F,G: R? — R? las isometrias F' =trpoTyotr_zpy G = trg o Tp o tr_g, donde

R,QcR? B= <_01 _01> y A= (Z —ba> cumple a? + b* = 1.

;o
b —a
b) Encuentra S’ € R? tal que FoGo F ! =trg oTgotr_g.
c¢) Muestras que G o F o G™! = F si y solamente si Q € Fix(F).
Sea F': R? — R? una rotacién con Fix(F) = {R}. Si G: R? —R? es una refle-
xién tal que R € Fix(G), muestra que existen tnicas reflexiones H;: R* — R? y
Hy: R? —R? tales que Hi oG = F =G o H,.
Sea F': R? — R? una traslacién. Si G: R? — R? es una reflexién, muestra que exis-
ten tinicas reflexiones H;: R? — R? yv Hy: R? —= R? tales que Hi oG = F = Go H,.

Sea F': R? — R? una reflexién respecto a una linea por el origen, © € R? y a € R.

a) Determina S € R? y C' = .| tales que G o F'o G l'=trgoTrotr_g.

Muestra que F(u) = au siy solamente si u € Fix(F) 6 u € Fix(F)+0. M4s ain, muestra
que si u € Fix(F)*
Lema 1.14).

Si F,G: R? —R? son dos reflexiones respecto a lineas por el origen, muestra que

o entonces F(u) = —u (no se puede usar el Lema 1.15, solamente el

F = @ si y solamente si Fix(F) = Fix(G) (ver el Lema 1.14). Muestra lo mismo para
reflexiones arbitrarias del plano (ver los incisos del Lema 1.23).

Si m C R? es una linea cualquiera del plano, muestra que existe una tnica reflexién
F: R*> —R? tal que m = Fix(F) (ver los Ejercicios 32 y 39).

Escribe las reflexiones respecto de las lineas £ y ¢’ en la forma tr(y,,y,) © T4 © tr(—z,—yo)
donde ¢: x —3By++vV3=0y l': 2 —4=0.
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42.- Considera la isometria F' = tr(gg)o (tr(m) oTyo tr(_L_g)) donde T4 (3:) = (y) Haz
Y x

un esbozo de los conjuntos Q, F(2) y F o F(£2), donde Q = { (z,y) € R?

yyy+xz2}

43.- Si F: R? — R? es una isometria tal que:

F(0,0) = (0,0), F(1,0) = (1,0) y F(0,1) = (0,1),

y=>0, x>

muestra que F' = idpe.
44.- Sea F': R?> — R? una isometria del plano euclidiano.
a) Muestra que existe una traslacién trg: R? — R? tal que trg o F/(0) = 0.

b) Verifica que existe una rotacién en el origen T): R? — R? tal que:
Tyotrgo F(1,0) = (1,0),

donde S es como en a).
¢) Demuestra que Ty o trg o F/(0,1) = (0,1) 6 Ty otrgo F(0,1) = (0,—1), donde Sy
A son como en a) y b) respectivamente.

1 0
d) Concluye que FF = tr_goTy-1 6 FF =tr_goT4-10Tp donde B = (O 1), S es

como en a) y A es como en b).

1.10. Semejanza. Una semejanza (del plano euclidiano) es una funcién F: R? — R? con

la propiedad que existe un ntmero real a > 0 tal que:
d(T(P), T(Q)) = ad(P,Q) para cualesquiera P,Q € R?.

Al ntimero real o > 0 en la definicién de arriba lo llamamos la razdn de F.

Corolario 1.26. Si F': R? — R? es una semejanza de razén o # 1, entonces ....



