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Historia

@ Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las dlgebras de
conglomerado en 2001

"

©http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin (©https://opc.mfo.de

@ Observaron la estructura de conglomerado en la teoria de positividad
total de matrices, en grupos cuanticos y sus bases candnicas.

@ ahora tienen su propio clasificacién 13F60

o y hay mas que 1,755 articulos y desde 2003 habia mas que 139
eventos sobre el dlgebra de conglomerado



http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin
https://opc.mfo.de

El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 &2 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:
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Sea M = (! Zi b o) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

Ajj(M) = det (Zﬁ Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = ((1] g -3 _5) calculamos
App =2, Aiz=1, Aiu=1, D3 =6, Ay =10, A3zq = 2.

Observamos: A1pAzq + A14QA3=2-24+1-6 =10 = A13094.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple A12Az4 + A1alo3 = A3 04.

Pregunta: jComo podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?
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Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
A1p, A13, A1a, Doz, Azq > 0. Pues, en este caso también

_ A1pAzg + A14Q03 -

A
24 s

0.

El conjunto {A13, A1, A1a, Aoz, Asa} se llama un test de positividad.
Pregunta: jComo podemos encontrar los tests de positividad?
Para R2*# tenemos otro test de positividad: {Aog, A1, A1s, Doz, Azg}.

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 A 2 1 A 2
A12834+814823 _ A,
AVE] 13 Agg
Ag Ay & Au Az
flip
4 Ny 3 N
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Ptolomeo y test de positividad

i Les parece conocida?

La relacién de Ptolomeo: AC - BD = AB-CD + BC - A

test de positividad} 1-1 { triangulacién}
—

Consecuencia: . ,
- eficiente del n-dgon

= una triangulacién contiende la informacién de todos test de positividad
usando los flips.
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El dlgebra de conglomerado A7t

~~ Esta informacién la usamos para definir un digebra
de conglomerado At asociada a una triangulacién T

1 A 2
A7t es el subdlgebra de Q(A13, A2, A1a, Aoz, Azy) T = o | N2
generado de todas los minores obtenidos de T con flips 4 pm 3

NA1pA34 + A14A
AT=<A13,A12,A14,A23,A34, 12 34A13 " 23=A24>
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El dlgebra de conglomerado A7t

~~ Esta informacién la usamos para definir un digebra
de conglomerado At asociada a una triangulacién T 1 A 2

A7t es el subdlgebra de Q(A13, A2, A1a, Aoz, Azy) T = o | N2

generado de todas los minores obtenidos de T con flips

A1pAzg + A14l03 A >
= Aoy
Az

4 A3y 3

Ar = <A13,A12,A14,A23,A34,
Nota: At es el anillo de coordenaras de la Grassmanniana Gra(4).
Gri(n) :=={V Cc K" : dimg (V) = n}.

Teorema (Scott 2006)

El anillo de coordenadas de la Grassmanniana Grg(n) en su encaje de
Pliicker es un dlgebra de conglomerado.

Lara Bossinger 6/ 18




Carcaj y mutacion de carcaj

1
e vértices congelados
T 2 5 Q7  *evértices mutables

3 4

Lara Bossinger



Carcaj y mutacion de carcaj

1
' o vértices congelados
T 2 5 §§ a Q7  *evértices mutables
3 4 v v

Definicién (Mutacién de carcaj)
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Carcaj y mutacion de carcaj

1
' o vértices congelados
T 2 5 §§ a Q7  *evértices mutables
3 4 \ !

Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
Vi — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos.

AjAj = A,'J'Ak/ + A,'/Ajk — X,I(Xk = H Xi + H Xj.
i—keQ k—jeQ

Definiciéon (Mutacién de semillas)

Dado una semilla s = (x, Q) y un vertex mutable k de Q, la mutacion en la
direccion k puk(s) es el par (px(x), uk(Q)), donde pux(x) = x\ {xc} U {x;}.
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Ejemplo: mutacién de semillas
Xk = [iskeqXi + IlimjeqXi
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Ejemplo: mutacién de semillas

/ _ . .
Xk = IliskeqXi + ks jeq X

X1 — X2
SN
X3 1= —1';)@ — Xo X < X1
2 1
1+x 1+X1+X2 _ 14x1
B — X% I Xq X — X1

N L

14+x 1+x1+x
X2 X1X2
Definimos el digebra de conglomerado:
1+X2 1+X1+X2 1+X1
AQ = <X17X27 ) ) C Q(X17X2)

X1 X1X2 X2
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Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estan contenidos en Z[xli, ey X Xt Ly ey Xnam].
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Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xt Ly ey Xnam].

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado estdn contenidos en
+ +
NI, .. o X5, Xnt 1, - -« s Xntm)-

Teorema de Positividad (Gross—Hacking—Keel-Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross—Hacking—Keel-Kontsevich ven las dlgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi-Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometria biracional y la simetria
especular (mirror symmetry).
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)

El dlgebra de conglomerado A es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito)
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)
El dlgebra de conglomerado A es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutacién
a una orientacién de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

Ap . . .

Dy : . ° ° / )

\ .

Es : .

E7: .

Eg : .
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O Los triples de Markov
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Ejemplos de estructuras de conglomerado

O Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, c) que satisfacen a® + b + ¢ = 3abc,
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La ecuaciéon de KP

La ecuacion de Kadomtsev y Petviashvili (KP) es una ecuacién diferencial
parcial para describir el movimiento de onda no lineal. Para u = u(x,y, t)

(—4us + U + 6uuy)x + 3uy,, =0
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La ecuaciéon de KP

La ecuacion de Kadomtsev y Petviashvili (KP) es una ecuacién diferencial
parcial para describir el movimiento de onda no lineal. Para u = u(x,y, t)

(—4us + U + 6uuy)x + 3uy,, =0

Generaliza la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV) que es unidimensional
(para u = u(x,t) es u + Usxx + Buuy, = 0).

Una clase de soluciones muy curiosa es la de ondas solitarias. Son ondas
que viajan preservando su forma y su energia.
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Ondas solitarias en agua de poca profundidad

De Mark J. Ablowitz en Nuevo Vallarta, Nayarit, México,
https://sites.google.com/site/ablowitz/line-solitons
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Ondas solitarias en agua de poca profundidad

De Mark J. Ablowitz en Nuevo Vallarta, Nayarit, México,
https://sites.google.com/site/ablowitz/line-solitons

El cuento dice que fueron observados por primera vez de John Scott
Russel en un canal de agua de poca profundidad en 1834 en Escocia y los

describié en [Rus].
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Soluciones de ondas solitarias

Un dato de un solitén es una matriz A € R¥*" de rango completo y
k1 < kp <---<kpenR.
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Soluciones de ondas solitarias

Un dato de un solitén es una matriz A € R¥*" de rango completo y
K1 < ko < --- < kpenR. La funcion T asociada es

X Y, t Z AI H - K‘ik)ee’(x’y’t)7

con A/(A) la determinante de la submatriz de A con columnas en [y
©i(x,y,t) =3 ;c) kix + K7y + K}t. Cada dato de un solitén da una
solucion de soliton que es la funcién

u(x,y, t) = 20%In(74).

La solucién es regular si Aj(A) > 0 para cada | € ([Z]). En este caso A
corresponde a un elemento en la Grassmanniana totalmente no negativa.
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La grafica de un solitén
Substituimos x — %,y — % yt— é para un € > 0 muy pequeio.
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Conexién con las algebras de conglomerado

Sean los datos del solitén genéricos, es decir Aj(A) > 0 para todos los | y

Zle rj; distintos para todos los p.

[5.8] 2.7
[7,9] [1.6]

E1259 Ei789

Interaction Region

Ens7

E1257

11.3] [5,9]

[2,4] [3,6] [4,8]

Teorema (Kodama—-Williams 2014)

El conjunto de coordenadas de Pliicker (los A;) cuyos indices
corresponden a las etiquetas de una grafica de un solitén regular genérica
es una semilla en el dlgebra de conglomerado de la Grassmanniana.
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