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Lara Bossinger 1/ 17



¿Donde encontramos las álgebras de conglomerado?
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Teoŕıa de números:

Ecuaciones diofanticas,
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Teoŕıa de números:

Ecuaciones diofanticas,
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Álgebras de Conglomerado

F́ısica Teórica
Análisis Álgebra:
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Teichmüller, cuantización, sistemas integrables,
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conformes, Ansatz de Bethe en la

termodinámica

Lara Bossinger 1/ 17



¿Donde encontramos las álgebras de conglomerado?
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Historia
Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las álgebras de
conglomerado en 2001

c©http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin c©https://opc.mfo.de

Observaron la estructura de conglomerado en la teoŕıa de positividad
total de matrices, en grupos cuánticos y sus bases canónicas.

Los algebristas de la teoŕıa de representaciones fueron muy
emocionados por el nuevo concepto.

Pocos las álgebras de conglomerado se encuentran en varias áreas y
ahora tienen su propio clasificación 13F60

Ahora hay más que 1,755 art́ıculos y desde 2003 hab́ıa más que 139
eventos sobre el álgebra de conglomerado
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El origen del álgebra de conglomerado: la positividad total

Sea M =
( a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4

)
∈ R2×4 de rango 2. Se llama totalmente positiva si

todos los 2-minores de M son números reales positivos:
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0 2 1 1
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p12 = 2, p13 = 1, p14 = 1, p23 = 6, p24 = 10, p34 = 2.

Observamos: p12p34 + p14p23 = 2 · 2 + 1 · 6 = 10 = p13p24.

Ejercicio: Cada M ∈ R2×4 cumple p12p34 + p14p23 = p13p24.

Pregunta: ¿Como podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observación: M ∈ R2×4 es totalmente positivo si y solo si
p12, p13, p14, p23, p34 > 0. Pues, en este caso también

p24 =
p12p34 + p14p23

p13
> 0.

El conjunto {p13, p12, p14, p23, p34} se llama un test de positividad.

Pregunta: ¿Como podemos encontrar los tests de positividad?

Para R2×4 tenemos otro test de positividad: {p24, p12, p14, p23, p34}.

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p13

p12p34+p14p23
p13

= p24

flip

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p24
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Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Más general para una matriz M ∈ R2×n uno puede verificar que para
todos i < j < k < l ∈ {1, . . . , n} tenemos pikpjl = pijpkl + pilpjk :

pikpjl = pijpkl + pilpjk

flip
i

j k

l

pjk

pil

pij pkl
pik

i

j k

l

pjk

pil

pij pkl
pjl

¿Les parece conocida?

La relación de Ptolomeo: AC · BD = AB · CD + BC · AD
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Test de positividad y el álgebra de conglomerado AT

Consecuencia:

{
test de positividad

eficiente

}
1−1←→

{
triangulación

del n-ágon

}
.

⇒ una triangulación contiende la información de todos test de positividad
usando los flips.

 Esta información la usamos para definir un álgebra de conglomerado
AT asociada a una triangulación T , por ejemplo

T =

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p13

AT es el subálgebra del campo Q(p13, p12, p14, p23, p34) generado de todas
los minores obtenidos de T con flips

AT =

〈
p13, p12, p14, p23, p34,

p12p34 + p14p23

p13
= p24

〉
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Carcaj y mutación de carcaj

T

1

2

3 4

5

1

2

3 4

5 QT

vértices congelados
vértices mutables

Definición (Mutación de carcaj)

Q carcaj sin 1 y 2-ciclos. La mutación µk(Q) de Q en k mutable es:
∀ i → k → j agrega i → j , inverte cada flecha en k , y elimina 2-ciclos.

pikpjl = pijpkl + pilpjk ←→ x ′kxk =
∏

i→k∈Q
xi +

∏
k→j∈Q

xj .

Definición (Mutación de semillas)

Dado una semilla s = (x,Q) y un vertex mutable k de Q, la mutación en la
dirección k µk(s) es el par (µk(x), µk(Q)), donde µk(x) = x \ {xk} ∪ {x ′k}.
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Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1

=
x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)

=
1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

la magia de conglomerado!

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

la magia de conglomerado!

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Ejemplo: mutación de semillas
x1 → x2

1

x3 := 1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2
=: x4

1

x5 := 1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

álgebra de conglomerado AQ :=
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).

Lara Bossinger 8/ 17



Fenómeno de Laurent (Fomin–Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Más precisamente, están contenidos en Z[x±1 , . . . , x

±
n , xn+1, . . . , xn+m].

Conjectura de Positividad (Fomin–Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado están contenidos en
N[x±1 , . . . , x

±
n , xn+1, . . . , xn+m].

Teorema de Positividad (Gross–Hacking–Keel–Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross–Hacking–Keel–Kontsevich ven las álgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi–Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometŕıa biracional y la simetŕıa
especular (mirror symmetry).
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Clasificación de tipo finito (Fomin–Zelevinsky 2003)

El álgebra de conglomerado AQ es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutación
a una orientación de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

An : • • · · · •

Dn :

•
• • · · · •

•

E6 : •

• • • • •

E7 : •

• • • • • •

E8 : •

• • • • • • •
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Complejo de conglomerado
Dada un álgebra de conglomerado (de tipo finito) AQ definimos su
complejo de conglomerado ∆Q :

vértices de ∆Q ↔ variables de conglomerado xk ∈ AQ

simplices maximales de ∆Q ↔ semillas (Q, x) de AQ

Su ideal de Stanley–Reisner IQ es el ideal monomial generado de

{xkx` : 6 ∃ semilla (Q, x) tal que xk , x` ∈ x}

Example

Para Ax1→x2 el complejo de conglomerado es un pentágono:
x1

x2 x5

x3 x4

∆Q IQ = (x1x3, x2x5, x3x5, x1x4, x2x5) ⊂ C[x1, . . . , x5]
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Ideales iniciales y el abanico de Gröbner

Para I ⊂ k[x1, . . . , xn] un ideal (homogéneo) y w ∈ Rn definimos el ideal
inicial inw (I ) = (inw (f ) : f ∈ I ) donde inw (f ) es la suma se términos en f
con w -peso maximal (e.g. in(1,2)(x2

1 + x1x2) = x1x2).

Definición (Mora–Robbiona 1988)

El abanico de Gröbner GF(I ) de un ideal homogeneo I ⊂ k[x1, . . . , xn] es
Rn con estructura de abanico:

u, v ∈ C ◦ ⇔ inu(I ) = inv (I ) =: inC (I ).

{conos maximales en GF(I )} ↔ {ideales monomiales in<(I )}

donde in<(I ) son ideales iniciales con respecto a un orden monomial
 como en la charla de Yuriko
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Positividad total de ideales

J ⊂ R[x1, . . . , xn] es totalmente positivo si J ∩ R+[x1, . . . , xn] = ∅.

Nota: si J contiene un monomio no es totalmente positivo.

Definimos los siguientes dos subabanico cerrado de GF(J)

Trop(J) := {w ∈ Rn : inw (J) no contiene monomios}
Trop+(J) := {w ∈ Rn : inw (J) totalmente positivo}
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Ejemplo

Sea J = (x2
1x

2
2 + x4

1 − x2x
3
3 ) ⊂ k[x1, x2, x3], pues GF(J) = R3 con

estructura de abanico:

w1

w2

w3 = 0

×L = 〈(1, 1, 1)〉

(x4
1 )

(x2x
3
3 )

(x2
1 x

2
2 )

(x2
1 x

2
2 + x4

1 )
(x2

1 x
2
2 − x2x

3
3 )

(x4
1 − x2x

3
3 )

Trop(J) es el 1-esqueleto y Trop+(J) es generado de r1 y r2
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La teoŕıa de Gröbner del álgebra de conglomerado AT

Sea AT el álgebra de conglomerado de una triangulación del n-ágono y sea
J ⊂ k[pij : 1 ≤ i < j ≤ n] generado de pikpjl = pijpkl + pilpjk . Entonces,

AT
∼= Z[pij : 1 ≤ i < j ≤ n]/J

Teorema (B.–Mohammadi–Nájera Chávez)

∃! C ∈ GF(J) cono maximal suave tal que

1 el ideal de Stanlay–Reisner IT = inC (J)

2 C ∩ Trop(J) = Trop+(J) es una realización geométrica del abanico de
conglomerado

3 todos los ideales iniciales con respecto a caras maximales en Trop+(J)
son ideales binomiales y primos
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Más ejemplos de estructuras de conglomerado
1 Los triples de Markov

I son triples de enteros (a, b, c) que satisfacen a2 + b2 + c2 = 3abc,
I sea Q = 2

�� ��
1

@@@@

3oooo

y (x1, x2, x3) = (1, 1, 1),

I (x′,Q) ∼ (x,Q) entonces x′ = (x ′1, x
′
2, x

′
3) es un triple de Markov.

2 Ondas solitarias
I son ondas en agua de poca profundidad que viajan preservando su

forma y su enerǵıa
I soluciones de la ecuación de Kadomtsev y Petviashvili (KP):

(−4ut + uxxx + 6uux)x + 3uyy = 0

c©M.J.Ablowitz, Nuevo Vallarta, Nayarit, México, https://sites.google.com/site/ablowitz

I definen semillas en un álgebra de conglomerado

3 . . .
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