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Historia

@ Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las dlgebras de
conglomerado en 2001

©http://www.math.lsa.unich.edu/~fomin ©https://opc.mfo.de

@ Observaron la estructura de conglomerado en la teoria de positividad
total de matrices, en grupos cuanticos y sus bases candnicas.

o Los algebristas de la teoria de representaciones fueron muy
emocionados por el nuevo concepto.

@ Pocos las dlgebras de conglomerado se encuentran en varias areas y
ahora tienen su propio clasificacién 13F60

o Ahora hay mds que 1,755 articulos y desde 2003 habia mas que 139
eventos sobre el dlgebra de conglomerado
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 &2 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

__ (a1 a2 a3 a4 2x4 .. .
Sea M = (! by by n)ER d(,e rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

pij(M) := det <Z: Zj) = ajb; —a;jb; > 0 para todos i < j.
10-3-5

Por ejemplo, para M = (o 21 1 ) calculamos

pi2 =2, p13=1, pa =1, p23:det(8713) =0
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calculamos

Por ejemplo, para M=(577)

pi2=2, p13=1, pra =1, po3 =6, poa = det (3 °) =10
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todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

pij(M) := det <Zﬁ Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.

103D calculamos

Por ejemplo, para M = (9 3
pi2 =2, p13=1, pra =1, po3 =6, paa =10, p3s = 2.

Observamos: p12p3s + p1ap23 =2-2+1-6 = 10 = p13p2s.
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Sea M = (! by by bt ) € R?** de rango 2. Se IIan'w.\ totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

pij(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (39 33 7°) calculamos

pi2 =2, p13 =1, pra =1, po3 =6, pag =10, p3s = 2.

Observamos: piop3s + prapz =2-2+1-6 =10 = p13pos.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple piopas + p1ap2s = pi3pos.
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (! Zi b o) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

pij(M) = det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (1 0-3 _5) calculamos
pi2 =2, p13=1, pra =1, po3 =06, pasa =10, p3s = 2.

Observamos: piop3s + p1apz =2-2+1-6 = 10 = p13poa.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple piopas + p1apr3 = pi3poa.

Pregunta: jComo podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?

Lara Bossinger 3/ 17



El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
P12, P13, P14, P23, p3a > 0. Pues, en este caso también

_ P12p34 + p14p23 S0
P13

P24

El conjunto {p13, p12, P14, P23, p3a} se llama un test de positividad.
Pregunta: jComo podemos encontrar los tests de positividad?
Para R2%# tenemos otro test de positividad: {p24, p12, P14, P23, P34}

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 P12 2 1 P12 2
P12P34+P14P23 _
P13 = P
p1a L13 | po3 — pia | P24 P23
flip
4 P34 3 4 P34 3
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Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Pjk Pjk

j k j K

Pik PikPji = PijPl + PilPjk pji
¢ 5

Pij Pkl Pij Pkl

flip
i I i [
Pil Pil

iLes parece conocida?
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Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Pjk Pjk

j
ik PikPji = PijPxi + Pit Pjk pji
Pij Pkl < - > Pij Pki
flip

Pil Pi

iLes parece conocida?

La relacién de Ptolomeo: AC - BD = AB-CD + BC - A

Lara Bossinger




Test de positividad y el dlgebra de conglomerado A+

test de positividad} 1-1 { triangulacio’n}
— .

Consecuencia: o ,
eficiente del n-agon

= una triangulacién contiende la informacién de todos test de positividad
usando los flips.
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Test de positividad y el dlgebra de conglomerado A+

test de positividad} 1-1 { triangulacién}
— .

Consecuencia: o ,
eficiente del n-agon

= una triangulacién contiende la informacién de todos test de positividad
usando los flips.

~ Esta informacién la usamos para definir un digebra de conglomerado
At asociada a una triangulacién T , por ejemplo

1 P12 2
T = pus P13\ pos
4 pPu 3

A7 es el subdlgebra del campo Q(p13, p12, P14, P23, P34) generado de todas
los minores obtenidos de T con flips

P12p34 + pP1ap23 >
= P24
P13

Lara Bossinger 6/ 17
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Carcaj y mutacion de carcaj
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1
' o vértices congelados
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Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
Vi — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos.
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Carcaj y mutacion de carcaj

e vértices congelados

5 QT  *evértices mutables
. A Q

Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
Vi — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos.

PikPjI = PijPkl + PilPjk XXk = H Xi + H Xj.
i—keQ k—jeQ
Definiciéon (Mutacién de semillas)

Dado una semilla s = (x, Q) y un vertex mutable k de Q, la mutacion en la
direccion k puk(s) es el par (px(x), uk(Q)), donde pux(x) = x\ {xc} U {x;}.
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1

. 1+4x
X3 = X_12 — X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2

1+x0 14+x1+x0 _ .
BN — T Xa
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2

1+x0 14+x1+x0 _ .
BN — T Xa

EN

(1+ 14+ x +X2) . 14+ x
X1X2 X1
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2

1+x0 14+x1+x0 _ .
BN — T Xa

EN

(1+ 1+X1+X2) Ll oxetlixtx

X1X2 X1 B x2(1+ x2)
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2

1+x0 14+x1+x0 _ .
BN — T Xa

EN

la magia de conglomerado!
(1+1+X1+X2);1+X2 Cxxet+lixitxe  14x
X x2(1 + x2) X2

X1X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2

1+x0 14+x1+x0 _ .
BN — T Xa

EN

14x1 I4x14x0
X2 — X1 X

X5 =
la magia de conglomerado!
(1+ 14+ x +X2) Lltxe  oxietliexitxe  l+4x

X1 N x2(1 4 x2) X2

X1X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1
X3 :=1;t—lxz<—xz
2
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BN — T Xa

N A
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2
1

_ 14x
== <— X2

X3 . "

2 1

1+ I4+x14+x . 14X
BN — T X4 B — X1

N A

e = X, ldxidxe
5 - X2 X1X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
X1 — X2

1

X3 = —1;)@ — X2 X2 < X1

2 1

1+ I4+x14+x . 14X
BN — T X4 B — X1

N A

e = X, ldxidxe
5 - X2 X1X2
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Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
/ \5
X3 = —1;)@ — X2 X2 < X1
2 1

1+ I4+x14+x . 14X
BN — T X4 B — X1

N A

e = X, ldxidxe
5 - X2 X1X2

algebra de conglomerado Agq := <x1,xz, 1;"2, 1+);1XJ2FX2, 1J;2XI> C Q(x1, x2).

Bossinger 8/ 17



Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estan contenidos en Z[xli, ey X Xt Ly ey Xnam].
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Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xt Ly ey Xnam].

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado estdn contenidos en
+ +
NI, .. o X5, Xnt 1, - -« s Xntm)-

Teorema de Positividad (Gross—Hacking—Keel-Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross—Hacking—Keel-Kontsevich ven las dlgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi-Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometria biracional y la simetria
especular (mirror symmetry).
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)
El dlgebra de conglomerado A es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutacién
a una orientacién de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

Ap . . .

Dy : . ° ° / )

\ .

Es : .

E7 .

Eg : .

Lara Bossinger 10/ 17



Complejo de conglomerado

Dada un &lgebra de conglomerado (de tipo finito) Ag definimos su
complejo de conglomerado Ag:

vértices de A <> variables de conglomerado xx € Ag

simplices maximales de Ag <> semillas (Q, x) de Ag
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Complejo de conglomerado

Dada un &lgebra de conglomerado (de tipo finito) Ag definimos su
complejo de conglomerado Ag:

vértices de A <> variables de conglomerado xx € Ag

simplices maximales de Ag <> semillas (Q, x) de Ag
Su ideal de Stanley—Reisner Zg es el ideal monomial generado de

{xkx¢ : A semilla (Q,x) tal que xx, xy € x}

Example
Para A,,_,x, el complejo de conglomerado es un pentagono:
X1
x2 Ag x5 Zg = (x1x3,X2X5, X3X5, X1Xa, X2X5) C C[x1, ..., X5]
X3—X4

Lara Bossinger 11/ 17



Ideales iniciales y el abanico de Grobner

Para | C k[xi,...,xs] un ideal (homogéneo) y w € R" definimos el ideal
inicial iny (1) = (inw(f) : f € I) donde in (f) es la suma se términos en f
con w-peso maximal (e.g. in(172)(x12 + X1X2) = X1X2).
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Para | C k[xi,...,xs] un ideal (homogéneo) y w € R" definimos el ideal
inicial iny (1) = (inw(f) : f € I) donde in (f) es la suma se términos en f
con w-peso maximal (e.g. in(lﬁz)(xl2 + X1X2) = X1X2).

Definicién (Mora—Robbiona 1988)

El abanico de Grobner GF(I) de un ideal homogeneo | C k[xi,

...y Xn] €5
IR™ con estructura de abanico:

u,v e C°<iny(l) =iny(I) =:inc(l).
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Ideales iniciales y el abanico de Grobner

Para | C k[xi,...,xs] un ideal (homogéneo) y w € R" definimos el ideal

inicial iny (1) = (inw(f) : f € I) donde in (f) es la suma se términos en f
con w-peso maximal (e.g. in(lﬁz)(xl2 + x1x2) = X1X2).

Definicién (Mora—Robbiona 1988)

El abanico de Grobner GF(I) de un ideal homogeneo | C k[xi,...,x,] es

R" con estructura de abanico:

u,v e C°<iny(l) =iny(I) =:inc(l).

{conos maximales en GF(/)} <+ {ideales monomiales in_(/)}

donde in-(/) son ideales iniciales con respecto a un orden monomial
~~ como en la charla de Yuriko
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Positividad total de ideales

J C R[x1, ..., xn] es totalmente positivo si JNRy[x1,...,xn] = .
Nota: si J contiene un monomio no es totalmente positivo.

Definimos los siguientes dos subabanico cerrado de GF(J)

Trop(J) := {w € R" : in,,(J) no contiene monomios}
Trop™(J) := {w € R" : in,,(J) totalmente positivo}
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Ejemplo

Sea J = (x2x2 + x} — x2x3) C k[x1, %2, x3], pues GF(J) = R3 con
estructura de abanico:

w2

W3:O
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Ejemplo
Sea J = (x2x2 + x} — x2x3) C k[x1, %2, x3], pues GF(J) = R3 con

estructura de abanico:

w2

w3 = 0 I ( _X2X3)
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Ejemplo

Sea J = (x2x2 + x} — x2x3) C k[x1, %2, x3], pues GF(J) = R3 con
estructura de abanico:

w2

W3=0 I ( 7X2X3)

(5 + 1)
(3 = x0x3)

Trop(J) es el 1-esqueleto y Trop™(J) es generado de r; y
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La teoria de Grobner del dlgebra de conglomerado At

Sea A7 el dlgebra de conglomerado de una triangulacién del n-agono y sea
J C k[pj : 1 < i< j < n] generado de pixpj = pjjpr + pirpjk- Entonces,

Ar =2 Zlpj:1<i<j<n]/J
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La teoria de Grobner del dlgebra de conglomerado At

Sea A7 el dlgebra de conglomerado de una triangulacién del n-agono y sea
J C k[pj : 1 < i< j < n] generado de pixpj = pjjpr + pirpjk- Entonces,

Ar=Zpj:1<i<j<n]/J

Teorema (B.-Mohammadi—N3ajera Chévez)
3l C € GF(J) cono maximal suave tal que
Q el ideal de Stanlay—Reisner Z1 = in¢(J)

Q@ CNTrop(J) = Trop™(J) es una realizacién geométrica del abanico de
conglomerado

© todos los ideales iniciales con respecto a caras maximales en Trop™ (J)
son ideales binomiales y primos

v
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Mas ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q= 2 y (X17X27X3) = (lu 1, 1)'

AN

3
> (X, Q) ~ (x, Q) entonces x" = (x1, x5, x5) es un triple de Markov.

Lara Bossinger 16/ 17
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Mas ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q= 2 y (X17X27X3) = (17 1, 1)'

AN

=3
» (X, Q) ~ (x, Q) entonces X’ = (x{, x5, x5) es un triple de Markov.
@ Ondas solitarias
» son ondas en agua de poca profundidad que viajan preservando su
forma y su energia
» soluciones de la ecuacién de Kadomtsev y Petviashvili (KP):
(—4us + U + 6uy)x + 31, =0

(@©M.J.Ablowitz, Nuevo Vallarta, Nayarit, México, https://sites.google.com/site/ablowitz
> definen semillas en un algebra de conglomerado
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Plaza Algebra (convocatoria abierta hasta el 27 de diciembre de 2021)

por Eréndira Esther Carrefio — Ultima modificacién 16/11/2021 16:17

A partir del 14 de noviembre de 2021 se encuentra abierta una convocatoria para ocupar una plaza de Investigador Asociado "C" o
Titular "A" en el drea de Algebra (representaciones de algebra, dlgebra en general, combinatoria algebraica, teoria de homologia, teori
de nimeros, teoria de categorias, etc.)

Sede de trabajo: Ciudad Universitaria, Ciudad de México.
Convocatoria: https://www.mathjobs.org/jobs/list/19004
Fecha limite para recibir postulaciones: 1° de febrero del 2022.

Fecha inicio de actividades laborales: 1° de agosto del 2022 (fecha flexible).
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