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Historia

@ Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las dlgebras de
conglomerado en 2001

©http://www.math.lsa.unich.edu/~fomin ©https://opc.mfo.de

@ Observaron la estructura de conglomerado en la teoria de positividad
total de matrices, en grupos cuanticos y sus bases candnicas.

o Los algebristas de la teoria de representaciones fueron muy
emocionados por el nuevo concepto.

@ Pocos afios después muchos matematicos de otros areas dieron el
bienvenido al dlgebra de conglomerado en su trabajo.

o Ahora hay mds que 1,755 articulos y desde 2003 habia mas que 139
eventos sobre el dlgebra de conglomerado
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (22 &2 b ) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

__ (a1 a2 a3 a4 2x4 .. .
Sea M = (! by by n)ER d(,e rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

pij(M) := det <Z: Zj) = ajb; —a;jb; > 0 para todos i < j.
10-3-5

Por ejemplo, para M = (o 21 1 ) calculamos

pi2 =2, p13=1, pa =1, p23:det(8713) =0
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Por ejemplo, para M = (9 3
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todos los 2-minores de M son niimeros reales positivos:

pij(M) := det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (39 33 7°) calculamos

pi2 =2, p13 =1, pra =1, po3 =6, pag =10, p3s = 2.

Observamos: piop3s + prapz =2-2+1-6 =10 = p13pos.
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El origen del algebra de conglomerado: la positividad total

Sea M = (! Zi b o) € R?** de rango 2. Se llama totalmente positiva si
todos los 2-minores de M son nimeros reales positivos:

pij(M) = det (Z Zj) = ajbj — ajb; > 0 para todos i < j.
Por ejemplo, para M = (1 0-3 _5) calculamos
pi2 =2, p13=1, pra =1, po3 =06, pasa =10, p3s = 2.

Observamos: piop3s + p1apz =2-2+1-6 = 10 = p13poa.
Ejercicio: Cada M € R?** cumple piopas + p1apr3 = pi3poa.

Pregunta: jComo podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observacién: M € R?** es totalmente positivo si y solo si
P12, P13, P14, P23, p3a > 0. Pues, en este caso también

_ P12p34 + p14p23 S0
P13

P24

El conjunto {p13, p12, P14, P23, p3a} se llama un test de positividad.

Question: j Como podemos encontrar los tests de positividad?
Para R2%# tenemos otro test de positividad: {p24, p12, P14, P23, P34}

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 P12 2 1 P12 2
P12P34+P14P23 _
P13 = P
p1a £13 | po3 — pia | P24 P23
flip
4 P34 3 4 P34 3
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Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Lara Bossinger 5/ 18



Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Pjk Pjk
J k i k
ik PikPji = PijPxi + Pil Pjk pji
Pij Pkl < - ” Pij Pud
flip
i | i |
Pil Pil

Lara Bossinger 5/ 18



Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Pjk Pjk
J k i k
ik PikPji = PijPxi + Pil Pjk pji
Pij Pkl < - ” Pij Pud
flip
i | i |
Pil Pil

iLes parece conocida?

Lara Bossinger 5/ 18



Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Mas general para una matriz M € R2X" uno puede verificar que para
todos i < j < k < /€ {1,...,n} tenemos pypji = pjjPu + PiiPjk:

Pjk Pjk

j
ik PikPji = PijPxi + Pit Pjk pji
Pij Pkl < - > Pij Pki
flip

Pil Pi

iLes parece conocida?

La relacién de Ptolomeo: AC - BD = AB-CD + BC - A

Lara Bossinger




Test de positividad y el dlgebra de conglomerado A+

test de positividad} 1-1 { triangulacién}
— .

Consecuencia: o ,
eficiente del n-agon

= una triangulacién contiende la informacién de todos test de positividad
usando los flips.

~ Esta informacién la usamos para definir un digebra de conglomerado
At asociada a una triangulacién T , por ejemplo

1 P12 2
T = pus P13\ pos
4 pPu 3

A7 es el subdlgebra del campo Q(p13, p12, P14, P23, P34) generado de todas
los minores obtenidos de T con flips

P12p34 + pP1ap23 >
= P24
P13

Lara Bossinger 6/ 18

A1 = <P13, P12, P14, P23, P34,



Carcaj y mutacién de carcaj

Un carcaj Q es una grafica dirigida, que consiste de un conjunto finito de
vértices y flechas entre ellos.

Suposicion: @ no tiene ciclos orientados de una o dos flechas.

Distingimos vertices mutables {1,...,n} y vertices congeladas
{n+1,...,m}, por ejemplo 1 =2 — 3.

Definicién (Mutacién de carcaj)

Dado un carcaj Q y un vertex mutable k, la mutacion en la direcion k
1k(Q) es un carcaj obtenido de Q en tres pasos:

@ para cada camino i — k — j se agrega una flecha i — j;

@ se inverte cada flecha incidente a k;

© se elimina un conjunto maximal de 2-ciclos.

Ejercicio: La mutacién de carcaj es una involucion: px(pk(Q)) = Q.

Lara Bossinger 7/ 18



Ejemplo: mutacién de carcaj

(©Ralf Schiffler, Cluster algebras from surfaces, Lecture Notes for the CIMPA School,
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Iteracidon de mutaciones: un sistema dinamico

(©Bernhard Keller, https://webusers.imj-prg.fr/~bernhard.keller/
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Semillas y mutacién

Una semilla s es un par (x, Q), donde X = (X1, ..., Xn, Xnt1,-- -, Xntm) €S
una coleccién de variables llamada un conglomeradoy @ es un carcaj con
n vértices mutables y m vértices congelados.

Definicién (Mutacién de semillas)

Dado una semilla s = (x, Q) y un vertex mutable k de Q, la mutacion en
la direccion k uk(s) es el par (ug(x), px(Q)), donce
p(x) = x\ {xk U Xty

, liskeexi + isjeqXi
Xk = .
Xk

Ejercicio: La mutacién de semillas es una involucion: px(pk(s)) = s.
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Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
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Ejemplo: mutacién de semillas
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Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
4
1+x
B — X2

2

14+x 1+x14+x
X1 - X1X2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
4
1+x
B — X2

2

14+x 1+x14+x
X1 - X1X2

N

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
4
1+x
B — X2

2

14+x 1+x14+x
X1 - X1X2

N

(1+ 1—|—X1-|-X2) - 1+x
X1X2 X1
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Ejemplo: mutacién de semillas

X1 — X2
4
1+x
B — X2

2

14+x 1+x14+x
X1 - X1X2

N

(1+ 1+X1+X2) Ll oxet+liaxitx

X1.X0 X1 N x2(1+ x2)
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Ejemplo: mutacién de semillas
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4
1+x
B — X2

2

14+x 1+x14+x
X1 - X1X2

N

la magia de conglomerado!
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N
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Algebra de conglomerado

Sea F = Q(x1,. .., Xn+m) €l campo de funciones racionales en las variables
X1y s Xn+m-
Sean s = (x, Q) es una semilla con x = (x1,...,Xptm) y s = (X', Q') una

semilla obtenida de s con mutaciones, entonces el conglomerado

! __ / / / / H
X' = (X{, .y Xy X} i1 -+ Xy m) Satisface

/ / / /
Q(Xb sy Xpy Xpgp 1y - aXn—i—m) =F.
Definicion

El dlgebra de conglomerado definido de la semilla inicial s = (Q, x) es la
F-subdlgebra

AQ = (Uw,@)~x@) X) € F-

Teorema (Fomin—Zelevinsky 2001)

El dlgebra de conglomerado A solo dipende de la clase de mutacién de Q.

Lara Bossinger 12/ 18




Ejemplo: un algebra de conglomerado

X1 — X2

7N

1+x0
BN <— X2 X2 < X1

2 1

14+x 1+x1+x 14x 5 x
X1 X1X2 X2 1

N A

14x 14x1+x
X2 = X1X2

X1 7 oxix2 7 oXx

1 1 1
.AQ — <X17X27 +x2 l1+xit+xo +X1> CQ(Xl,Xz).

Lara Bossinger 13/ 18



El carcaj de una triangulaciéon

Recuerda el adlgebra de conglomerado At asociada a una triangulaciéon T
del n-agono.

Podemos asociar un carcaj Q1 a cada triangulacién T:
O vértices mutables de Q1 <> las diagonales de T;

Q \vértices congelados de Q1 < aristas en la frontera de T;
© agrega flechas a dentro de cada triangulo:

@ olvida las flechas entre vértices congelados.

Lara Bossinger




Flip de triangulacién y mutacién

1

3 4
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Flip de triangulacién y mutacién

3 4
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Flip de triangulacién y mutacién

flipy3(T) 2 5
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Flip de triangulacién y mutacién

1

T 2 5 ----3 Qr

flipy3(T) 2 5 - v%@ Qttipy(T)
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Flip de triangulacién y mutacién

1

R
flipy3 ], lum

Qatipy5(T) = 113(QT)
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Flip de triangulacién y mutacién

1

R
flipy3 ], lum

flipy3(T) 2®5 ----3
3 4

P12P34 + P14P23
P13

Qatipy5(T) = 113(QT)

P24 =

Lara Bossinger



Flip de triangulacién y mutacién

flip13(T) -2 5o----d o Qttip,y(T) = 113(QT)

_ P12p3s + p14p23 o
P13 X13

X12X34 + X14X23 ,
y ——————— =x

P24 13
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Flip de triangulacién y mutacién

flip13(T) -2 5o----d o Qttip,y(T) = 113(QT)

_ P12p3s + p14p23 o
P13 X13

X12X34 + X14X23 ,
y ——————— =x

P24 13

Entonces, At = Ag;.

Lara Bossinger



Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Mas precisamente, estdn contenidos en Z[xli, ey X Xt Ly ey Xnam].

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado estdn contenidos en
+ +
NI, .. o X5, Xnt 1, - -« s Xntm)-

Teorema de Positividad (Gross—Hacking—Keel-Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross—Hacking—Keel-Kontsevich ven las dlgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi-Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometria biracional y la simetria
especular (mirror symmetry).
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Clasificacién de tipo finito (Fomin—Zelevinsky 2003)
El dlgebra de conglomerado A es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutacién
a una orientacién de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

Ap . . .

Dy : . ° ° / )

\ .

Es : .

E7 .

Eg : .

Lara Bossinger 17/ 18



Ejemplos de estructuras de conglomerado

@ Los triples de Markov
» son triples de enteros (a, b, ) que satisfacen a® + b? + ¢ = 3abc,
> sea Q= 2 y (X17X27X3) = (17 1, 1)'

AN

=3
» (X, Q) ~ (x, Q) entonces X’ = (x{, x5, x5) es un triple de Markov.
@ Ondas solitarias
» son ondas en agua de poca profundidad que viajan preservando su
forma y su energia
» soluciones de la ecuacién de Kadomtsev y Petviashvili (KP):
(—4us + U + 6uy)x + 31, =0

(@©M.J.Ablowitz, Nuevo Vallarta, Nayarit, México, https://sites.google.com/site/ablowitz
> definen semillas en un algebra de conglomerado
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1 Resumen

Las dlgebras de conglomerado son un drea joven del dlgebra conmutativa. En el aiio 2001
Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky las descubrieron en la teorfa de representaciones, los grupos
cuinticos y la teorfa de positividad total. Aunque su origen es algebraico y combinatorio, las
ilgebras de conglomerado hoy en dia se encuentran en varios dreas de las matemiticas y la
fisica. Por ejemplo, en t de superficies, en en nudos y grupos de
trenzas, teoria de nimeros, producen degeneraciones toricas, en la geometria tropical, en ecua-
ciones diferenciales como la ccuacion de Kadomtsev-Petviashvili, en la teorfa de Teichmiiller
¥ la teoria de Grobuer, entre muchas otras. Es un drea joven y expansiva de las matemiticas.

Conociendo las dlgebras de conglomerado uno llega muy pronto a la frontera del conocimiento
y & preguntas abiertas que ofrecen una entrada a la investigacion

En la primera parte del curso vamos a ver las definiciones bisicas y las propiedades de las
slgebras de conglomerado. Por cjemplo, vamos a elaborar la clasificacion de los dlgebras de
conglomerado de tipo finito y el fensmeno de Laurent (mis detalles en §2). En la segunda
parte nos dedicaremos a algumas aplicaciones de las lgebras de conglomerado, por cjemplo su
conexion a las G ala de del n-igono y como uno
puede construir valuaciones y degeneraciones téricas usando dlgebras de conglomerado.

Requisitos: Algebra moderna (necesario) v dlgebra conmutativa (recomendable).

2 Definiciones basicas

Mas prec un dlgebra de es un anillo que se define de
manera recursiva: dado un conjunto de variables algebrai entes, llamado una.
semilla, hay un proceso quo construye otra semilla recmplazando un clomento del conjunto
por un elemento nuevo. Este proceso se llama la mutacion y esta controlado por informacion
combinatoria, como un carcaj (una grafica dirigida) o una matriz antisimétrica.

Definicion 1: Una semilla consiste de un carcaj @ con vértices 1,....,n y sin ciclos orientadas
de longitud 1 6 2; y un conjunto de variables {z1,...,2,}. Para un vértice k la mutacion en
la direccidn k es un muevo carcaj #x(Q) v un muevo conjunto de clementos algebraicamente
independientes {zy, ...z, } \ {zx} U {z}}. El carcaj ux(Q) se obtiene de Q en tres pasos:

(i) para todas las composiciones de aristas i — k — j se agrega una arista i — j
) se cambia la orientacion de todos las aristas adyacentes a k;
(iii) se elimina un conjunto maximal de 2-ciclos,
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La variable z, es un binomio de Laurent, definimos

No es diffcil ver que la mutacion es una involucion, es decir i es la identidad.

Ejemplo 1: Sea @ = 1 — 2 con variables iniciales {2, z2}. Entonces la mutacion en direccion
Les 1(Q) =1« 2 con variables { %21 22}

Definicién 2: El dlgebra de conglomerado es una subilgebra del campo de funciones racionales
en las variables iniciales F := Q(z1,...,2,). Mas precisamente, para la semilla inicial
5 = (Qu{z1,..-,20}) ¢l digebra de conglomerado A, es rencrado de l union de todos los
conjuntos de variables {}....,}} que son parte de una semilla ' tal que existe una sucesion
de mutaciones de s a s/,

Ejemplo 2: Continuamos con el cjemplo anterior y fijamos s = (1 — 2, {z1,2}) para la
semilla inicial. Es un primer cjercicio verificar la secuencia de mutaciones:

=y

Como el conjunto de variables {z2,2} es
que l dlgebra de conglomerado es

al al conjunto inicial {21, 22} podemos concluir

1+z, Ttay Lo+
Ag—z,(erza)) = (21,22, ——— C Qa1 a2).
1z gmean = (2022 T Q1 z2)
Surgen algunas preguntas que vamos a responder en el curso: Las variables 2/, en el ejemplo
son polinomios de Larent en z,...., 2, con coeficientes en Z, se llama el fendmeno de Laurent.
;Siempre es asi? Después de un nimero finito de mutaciones (en ¢l ejemplo son 5) regresamos

ala semilla inicial, en este caso A es de tipo finito. ;Cuindo pasa esto?
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