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positividad total, grupos cuánticos,
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F́ısica Teórica
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Calabi–Yau, teoŕıa de Donaldson–Thomas, teoŕıa de
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Álgebras de Conglomerado
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Historia
Dos rusos Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky definieron las álgebras de
conglomerado en 2001

c©http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin c©https://opc.mfo.de

Observaron la estructura de conglomerado en la teoŕıa de positividad
total de matrices, en grupos cuánticos y sus bases canónicas.

Los algebristas de la teoŕıa de representaciones fueron muy
emocionados por el nuevo concepto.

Pocos años después muchos matemáticos de otros áreas dieron el
bienvenido al álgebra de conglomerado en su trabajo.

Ahora hay más que 1,755 art́ıculos y desde 2003 hab́ıa más que 139
eventos sobre el álgebra de conglomerado
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http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin
https://opc.mfo.de


El origen del álgebra de conglomerado: la positividad total

Sea M =
( a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4

)
∈ R2×4 de rango 2. Se llama totalmente positiva si

todos los 2-minores de M son números reales positivos:
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)
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El origen del álgebra de conglomerado: la positividad total

Sea M =
( a1 a2 a3 a4
b1 b2 b3 b4

)
∈ R2×4 de rango 2. Se llama totalmente positiva si

todos los 2-minores de M son números reales positivos:

pij(M) := det
(

ai aj
bi bj

)
= aibj − ajbi > 0 para todos i < j .

Por ejemplo, para M =
(

1 0 −3 −5
0 2 1 1

)
calculamos

p12 = 2, p13 = 1, p14 = 1, p23 = 6, p24 = 10, p34 = 2.

Observamos: p12p34 + p14p23 = 2 · 2 + 1 · 6 = 10 = p13p24.

Ejercicio: Cada M ∈ R2×4 cumple p12p34 + p14p23 = p13p24.

Pregunta: ¿Como podemos verificar eficientemente si M es totalmente
positiva o no?
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El origen del algebra de conglomerado: positividad total

Observación: M ∈ R2×4 es totalmente positivo si y solo si
p12, p13, p14, p23, p34 > 0. Pues, en este caso también

p24 =
p12p34 + p14p23

p13
> 0.

El conjunto {p13, p12, p14, p23, p34} se llama un test de positividad.

Question: ¿Como podemos encontrar los tests de positividad?

Para R2×4 tenemos otro test de positividad: {p24, p12, p14, p23, p34}.

Los dos se pueden visualizar usando las triangulaciones del cuadrado:

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p13

p12p34+p14p23
p13

= p24

flip

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p24

Lara Bossinger 4/ 18



Relaciones entre los minores y Ptolomeo

Más general para una matriz M ∈ R2×n uno puede verificar que para
todos i < j < k < l ∈ {1, . . . , n} tenemos pikpjl = pijpkl + pilpjk :
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¿Les parece conocida?

La relación de Ptolomeo: AC · BD = AB · CD + BC · AD
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Test de positividad y el álgebra de conglomerado AT

Consecuencia:

{
test de positividad

eficiente

}
1−1←→

{
triangulación

del n-ágon

}
.

⇒ una triangulación contiende la información de todos test de positividad
usando los flips.

 Esta información la usamos para definir un álgebra de conglomerado
AT asociada a una triangulación T , por ejemplo

T =

1 2

34

p12

p23

p34

p14
p13

AT es el subálgebra del campo Q(p13, p12, p14, p23, p34) generado de todas
los minores obtenidos de T con flips

AT =

〈
p13, p12, p14, p23, p34,

p12p34 + p14p23

p13
= p24

〉
Lara Bossinger 6/ 18



Carcaj y mutación de carcaj

Un carcaj Q es una gráfica dirigida, que consiste de un conjunto finito de
vértices y flechas entre ellos.

Suposición: Q no tiene ciclos orientados de una o dos flechas.

Distingimos vertices mutables {1, . . . , n} y vertices congeladas
{n + 1, . . . ,m}, por ejemplo 1⇒ 2→ 3.

Definición (Mutación de carcaj)

Dado un carcaj Q y un vertex mutable k, la mutación en la direción k
µk(Q) es un carcaj obtenido de Q en tres pasos:

1 para cada camino i → k → j se agrega una flecha i → j ;

2 se inverte cada flecha incidente a k;

3 se elimina un conjunto maximal de 2-ciclos.

Ejercicio: La mutación de carcaj es una involución: µk(µk(Q)) = Q.
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Ejemplo: mutación de carcaj

c©Ralf Schiffler, Cluster algebras from surfaces, Lecture Notes for the CIMPA School,
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Iteración de mutaciones: un sistema dinámico

Q
• •1 •

•
2 •3

•
4

•
5

•

•

2

•
•3

•
•

4•

•
5
•• 1

•

•

3

•
•

4•

•
5
•• 1 •

•
2

•

•

4

•

•
5
•• 1 •

•
2
•
•3

•

•

5

•• 1 •

•
2
•
•3

•
•

4

c©Bernhard Keller, https://webusers.imj-prg.fr/~bernhard.keller/
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Semillas y mutación

Una semilla s es un par (x,Q), donde x = (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m) es
una colección de variables llamada un conglomerado y Q es un carcaj con
n vértices mutables y m vértices congelados.

Definición (Mutación de semillas)

Dado una semilla s = (x,Q) y un vertex mutable k de Q, la mutación en
la dirección k µk(s) es el par (µk(x), µk(Q)), donce
µk(x) = x \ {xk} ∪ {x ′k} y

x ′k :=

∏
i→k∈Q xi +

∏
k→j∈Q xj

xk
.

Ejercicio: La mutación de semillas es una involución: µk(µk(s)) = s.

Lara Bossinger 10/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1

=
x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)

=
1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

la magia de conglomerado!

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

la magia de conglomerado!

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Ejemplo: mutación de semillas

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

(
1 +

1 + x1 + x2

x1x2

)
÷ 1 + x2

x1
=

x1x2 + 1 + x1 + x2

x2(1 + x2)
=

1 + x1

x2

Lara Bossinger 11/ 18



Álgebra de conglomerado
Sea F = Q(x1, . . . , xn+m) el campo de funciones racionales en las variables
x1, . . . , xn+m.

Sean s = (x,Q) es una semilla con x = (x1, . . . , xn+m) y s ′ = (x′,Q ′) una
semilla obtenida de s con mutaciones, entonces el conglomerado
x′ = (x ′1, . . . , x

′
n, x
′
n+1, . . . , x

′
n+m) satisface

Q(x ′1, . . . , x
′
n, x
′
n+1, . . . , x

′
n+m) = F .

Definición

El álgebra de conglomerado definido de la semilla inicial s = (Q, x) es la
F-subálgebra

AQ := 〈
⋃

(x′,Q′)∼(x,Q) x′〉 ⊂ F .

Teorema (Fomin–Zelevinsky 2001)

El álgebra de conglomerado AQ solo dipende de la clase de mutación de Q.
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Ejemplo: un álgebra de conglomerado

x1 → x2

1

1+x2
x1
← x2

2

1+x2
x1
→ 1+x1+x2

x1x2

1

1+x1
x2
← 1+x1+x2

x1x2

2

1+x1
x2
→ x1

1

x2 ← x1

∼=

AQ =
〈
x1, x2,

1+x2
x1
, 1+x1+x2

x1x2
, 1+x1

x2

〉
⊂ Q(x1, x2).
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El carcaj de una triangulación

Recuerda el álgebra de conglomerado AT asociada a una triangulación T
del n-ágono.

Podemos asociar un carcaj QT a cada triangulación T :

1 vértices mutables de QT ↔ las diagonales de T ;

2 vértices congelados de QT ↔ aristas en la frontera de T ;

3 agrega flechas a dentro de cada triangulo:

4 olvida las flechas entre vértices congelados.
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Flip de triangulación y mutación

T
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2

3 4

5
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.
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Fenómeno de Laurent (Fomin–Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado con polinomios de Laurent en las
variables de conglomerado de la semilla inicial con coeficientes enteros.
Más precisamente, están contenidos en Z[x±1 , . . . , x

±
n , xn+1, . . . , xn+m].

Conjectura de Positividad (Fomin–Zelevinsky 2001)

Todas las variables de conglomerado están contenidos en
N[x±1 , . . . , x

±
n , xn+1, . . . , xn+m].

Teorema de Positividad (Gross–Hacking–Keel–Kontsevich 2014)

La conjetura de positividad es verdadera.

Gross–Hacking–Keel–Kontsevich ven las álgebras de conglomerado como
anillos de funciones en variedades log Calabi–Yau (variedades de
conglomerado) y usan herramientas de la geometŕıa biracional y la simetŕıa
especular (mirror symmetry).
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Clasificación de tipo finito (Fomin–Zelevinsky 2003)

El álgebra de conglomerado AQ es de tipo finito (el conjunto de semillas
es finito) si y solo si (la parte mutable de) Q es equivalente bajo mutación
a una orientación de un diagrama de Dynkin de tipo ADE:

An : • • · · · •

Dn :

•
• • · · · •

•

E6 : •

• • • • •

E7 : •

• • • • • •

E8 : •

• • • • • • •

Lara Bossinger 17/ 18



Ejemplos de estructuras de conglomerado
1 Los triples de Markov

I son triples de enteros (a, b, c) que satisfacen a2 + b2 + c2 = 3abc,
I sea Q = 2

�� ��
1

@@@@

3oooo

y (x1, x2, x3) = (1, 1, 1),

I (x′,Q) ∼ (x,Q) entonces x′ = (x ′1, x
′
2, x

′
3) es un triple de Markov.

2 Ondas solitarias
I son ondas en agua de poca profundidad que viajan preservando su

forma y su enerǵıa
I soluciones de la ecuación de Kadomtsev y Petviashvili (KP):

(−4ut + uxxx + 6uux)x + 3uyy = 0

c©M.J.Ablowitz, Nuevo Vallarta, Nayarit, México, https://sites.google.com/site/ablowitz

I definen semillas en un álgebra de conglomerado

3 . . .
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GHKK Mark Gross, Paul Hacking, Sean Keel, and Maxim Kontsevich. Canonical bases for
cluster algebras. J. Amer. Math. Soc., 31(2):497–608 (2018)

Pen87 Robert C. Penner. The decorated Teichmüller space of punctured surfaces.
Comm. Math. Phys. Volume 113, Number 2 (1987), 299-339.

Sco06 Joshua S. Scott. Grassmannians and cluster algebras. Proc. London Math. Soc.
(3) 92 (2006), no. 2, 345–380.

LS19 Kyungyong Lee and Ralf Schiffler. Cluster algebras and Jones polynomials. Selecta
Math. (N.S.) 25 4 Paper No. 58, 41 (2019)

Lara Bossinger 18/ 18


