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Motivación

Entender la relación entre diferentes degeneraciones tóricas de una variedad
proyectiva.

Eslogan: En simetría especular, conocer todas las degeneraciones tóricas de
una variedad es equivalente a conocer la variedad espejo.

Hoy: Estudiar simultáneamente las degeneraciones tóricas de Gröbner de
una variedad proyectiva polarizada.
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Ideales iniciales

Sea f =
∑

cαxα ∈ C[x1, . . . , xn]

con cα ∈ C, α ∈ Zn
≥0 y

xα := xα11 · · · · · xαn
n .

Dado w ∈ Rn definimos su forma inicial con respecto a w como

inw (f ) :=
∑

w ·β=ḿıncα6=0{w ·α}

cβxβ.

Para un ideal J ⊂ C[x1, . . . , xn] definimos su ideal inicial con respecto a w
como inw (J) := 〈inw (f ) : f ∈ J〉.

Ejemplo
Para f = x1x

2
2 + x2

1 + x2 ∈ C[x1, x2] y w = (1, 0) se tiene

inw (f ) = x2.
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El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su ábanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J).

Notación: inC (J) := inw (J) dónde w ∈ C ◦.

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 5/ 17



Ejemplo
Sea J = 〈x2

1x
2
2 + x4

1 + x2x
3
3 〉 ⊂ C[x1, x2, x3].

Entonces GF (J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:

w1

w2

w3 = 0

×L = 〈(1, 1, 1)〉

〈x4
1 〉

〈x2x
3
3 〉

〈x2
1 x

2
2 〉

〈x2
1 x

2
2 + x4

1 〉 〈x2
1 x

2
2 + x2x

3
3 〉

〈x4
1 + x2x

3
3 〉
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Primer teorema

Sea A = C[x1, . . . , xn]/J.
Para un cono τ de GF (J) definimos Aτ := C[x1, . . . , xn]/inτ (J).

Theorem (B.–Mohammadi–N.C.)
Sea C ∈ GF (J) un cono maximal con m rayos. Entonces existe un
C[t1, . . . , tm]-módulo libre Ã que define una familia plana

π : Spec(Ã)→ Am

con fibra genérica Spec(A) y para cada cara τ ⊆ C existe aτ ∈ Am y una
fibra especial π−1(aτ ) ∼= Spec(Aτ ).
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Ejemplo

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

L×

Tomemos f = x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 ∈ C[x1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF (〈f 〉)
generado por L y las columnas de la matriz

( 1 1
4 −2
0 0

)
.

f̃ (t1, t2) = f (t1t2x1, t
4
1 t
−2
2 x2, x3)t

−4
1 t22

= t61x
2
1x

2
2 + t62x

4
1 + x2x

3
3

Entonces, Ã = C[t1, t2][x1, x2, x3]/〈f̃ 〉 y
f̃ (0, 0) = x2x

3
3 = inC (f ),

f̃ (0, 1) = x4
1 + x2x

3
3 = inr1(f ),

f̃ (1, 0) = x2
1x

2
2 + x2x

3
3 = inr2(f ),

f̃ (1, 1) = f .

arXiv:2007.14972 L. Bossinger y A. Nájera Chávez 8/ 17



Ejemplo

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

L×

Tomemos f = x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 ∈ C[x1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF (〈f 〉)
generado por L y las columnas de la matriz

( 1 1
4 −2
0 0

)
.

f̃ (t1, t2) = f (t1t2x1, t
4
1 t
−2
2 x2, x3)t

−4
1 t22

= t61x
2
1x

2
2 + t62x

4
1 + x2x

3
3
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Aplicación: coeficientes universales para álgebras de
conglomerado

Un álgebra de conglomerado1 A ⊂ C(x1, . . . , xn) es un anillo conmutativo
definido de manera recursiva por

1 semillas: conjuntos maximales de generadores algerbaicamente
independientes, sus elementos son llamados variables de conglomerado;

2 mutación: una operación combinatoria para crear una nueva semilla a
partir de una semilla dada.

 la estructura de conglomerado se codifica en un complejo simplicial
llamado el complejo de conglomerado (semillas ↔ simplejos maximales).

1Definida por Fomin y Zelevinsky.
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Ejemplo: la Grassmanniana Gr2(C5)

El anillo de coordenadas homogéneo Gr2(C5) con respecto al encaje de
Plücker es un álgebra de conglomerado. Tenemos una biyección canónica
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Aplicación: Grassmannianas

Consideremos la Grassmanniana Grk(Cn) con el encaje de Plücker 2.

El
anillo de coordenadas homogeneo

Ak,n = C [pJ | J = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . , n}] /Ik,n

es un álgebra de conglomerado [Scott06].
k ≤ 2 coordenadas de Plücker = variables de conglomerado.
k ≥ 3 coordenadas de Plücker ( variables de conglomerado.
k = 2 o k = 3, n ∈ {6, 7, 8} hay un número finito de semillas;
en los demás casos hay un número infinito de semillas!

2Asumamos k ≤ b n2c.
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Aplicación: Degeneraciones tóricas usando álgebras de
conglomerado

Fijemos una semilla s, entonces A puede ser dotada de coeficientes
principales en s

Aprin
s ⊂ C[t1, . . . , tn](x1, . . . , xn).

Bajo ciertas condiciones técnicas:
1 Aprin

s admite una base (sobre C[t1, . . . , tn]) llamada la base de
funciones ϑ3, que es independiente de s;

2 si A es el anillo de coordenadas homogéneo de una variedad proyectiva
X entonces Aprin

s define una degeneración tórica de X a Xs,0.

3Definida por Gross–Hacking–Keel–Kontsevich.
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Aplicación: coeficientes universales para álgebras de
conglomerado

Asumamos ahora que A tiene un número finito de semillas.

Algebraicamente, podemos dotar A con coeficientes universales:

Auniv ⊂ C[t1, . . . , tN ](x1, . . . , xn),

dónde N es el número de variables de conglomerado. Más aún, tenemos
una única especialización de coeficientes para cada semilla s:

Auniv → Aprin
s .

⊕ Auniv codifica todas las degeneraciones tóricas Xs,0,
	 Auniv no es explícita y se define de manera recursiva.
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Applicación: Grassmannians Gr2(Cn) y Gr3(C6)

Consideremos Grk(Cn) con (k , n) ∈ {(2, n), (3, 6)}.

Existe una presentación

Ak,n
∼= C[cluster variables]/Jk,n.

Para Gr2(Cn):
{variables de conglomerado} = {coordenadas de Plücker} y
J2,n = I2,n;
Para Gr3(C6):
{variables de conglomerado} = {coordenadas de Plücker, x , y},
J3,6 es homogéneo con respecto a la graduación no estándar
deg(x) = deg(y) = 2 y deg(pijk) = 1,
eliminando x ,y de J3,6 obtenemos I3,6.
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Aplicación: Grassmannians Gr2(Cn) y Gr3(C6)

Theorem (B.–Mohammadi–Nájera Chávez)

Existe un único cono maximal C en el abanico de Gröbner Jk,n para
(k , n) ∈ {(2, n), (3, 6)} tal que

1 tenemos un isomorfismo canónico Ãk,n
∼= Auniv

k,n que identifica los
coeficientes universales con los rayos de C ;

2 el ideal de Stanley–Reisner del complejo de conglomerado coinide con
el ideal inicial inC (Jk,n);

3 para cada semilla s existe una cara τs ⊂ C tal que la la variedad tórica
Xs,0 es isomorfa a Spec(Aτs ).
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Direcciones a seguir

(i) Esperamos extender estos resultados a todas las álgerbas de
conglomerado (graduadas) de tipo finito.

(ii) N.Ilten mostró que el asociaedro generalizado de tipo Dn no tiene
obstrucciones ⇒ el esquema de Stanley–Reisner P(Dn) es un punto suave
de su esquema de Hilbert.

Corollary
Gr3(C6), el cono sobre P(D4) (es decir, Proj(AC )) y los esquemas tóricos
Proj(As,0) para todas las semillas s pertenecen a la misma componente
irreducible de su esquema de Hilbert.

Pregunta: ¿Podemos obtener resultados similares para cualquier
Grassmannians?
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