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Motivacidn

Entender la relacién entre diferentes degeneraciones téricas de una variedad
proyectiva.
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Motivacion
Entender la relacién entre diferentes degeneraciones téricas de una variedad
proyectiva.

Eslogan: En simetria especular, conocer todas las degeneraciones téricas de
una variedad es equivalente a conocer la variedad espejo.

Hoy: Estudiar simultaneamente las degeneraciones (téricas) de Grobner de
una variedad proyectiva polarizada.
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Ideales iniciales

Sea f = cox* € Cl[xq,...,xp] con ¢, € C, a € Zyy
xa = X]l.)ll ..... X
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Ideales iniciales

Sea f =3 cax® €Clxy,...,Xs] concu, € C, ¢ € ZLy y
xa = X]l.)ll ..... X

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como
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Ideales iniciales

Sea f =3 cax® €Clxy,...,Xs] concu, € C, ¢ € ZLy y
x ::Xfll-----xg”_

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como

iny(f) := Z cpxP.

W‘ﬁ:mfnca#o{w'a}
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Ideales iniciales

Sea f =) cox* € C[xy,...,xpn] con ¢, € C, a€Zy

o . 01 «
X '_Xl "'-'Xn”.

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como
iny(f) := Z cpxP.
W‘ﬁ:mfnca#o{w'a}

Para un ideal J C Clxq, ..., x| definimos su ideal inicial con respecto a w
como iny (J) := (inw(f) : f € J).
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Ideales iniciales

Sea f =) cox* € C[xy,...,xpn] con ¢, € C, a€Zy

o . 01 «
X '_Xl "'-'Xn”.

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como
iny(f) := Z cpxP.
W‘ﬁ:mfnca#o{w'a}

Para un ideal J C Clxq, ..., x| definimos su ideal inicial con respecto a w
como iny (J) := (inw(f) : f € J).

Ejemplo

Para f = x2x3 + x{ + xzx32 € Clxy, x2, x3]
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Ideales iniciales

Sea f =) cox* € C[xy,...,xpn] con ¢, € C, a€Zy

o . 01 «
X '_Xl "'-'Xn”.

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como
iny(f) := Z cpxP.
W‘ﬁ:mfnca#o{w'a}

Para un ideal J C Clxq, ..., x| definimos su ideal inicial con respecto a w
como iny (J) := (inw(f) : f € J).

Ejemplo

Para f = x2x2 + x{ + xox3 € C[x1, %2, x3] y w = (1,0,0) se tiene
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Ideales iniciales

Sea f =) cox* € C[xy,...,xpn] con ¢, € C, a€Zy

o . 01 «
X '_Xl "'-'Xn”.

Dado w € R” definimos la forma inicial de f con respecto a w como

iny(f) := Z cpxP.

W‘ﬁ:mfnca#o{w'a}

Para un ideal J C Clxq, ..., x| definimos su ideal inicial con respecto a w
como iny (J) := (inw(f) : f € J).

Ejemplo

Para f = x2x2 + x{ + xox3 € C[x1, %2, x3] y w = (1,0,0) se tiene

ing () = x2%3.
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El abanico y las degeneraciones de Grobner

Definicién (Mora—Robbiano '88)

Dado un ideal homogéneo J C Clx, ..., xp| su abanico de Grébner GF(J)
es R" con la estructura de abanico dada por
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El abanico y las degeneraciones de Grobner

Definicién (Mora—Robbiano '88)

Dado un ideal homogéneo J C Clx, ..., xp| su abanico de Grébner GF(J)
es R" con la estructura de abanico dada por

v,we C® & in,(J)=in,(J) =:inc(J).
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Definicién (Mora—Robbiano '88)

Dado un ideal homogéneo J C Clx, ..., xp| su abanico de Grébner GF(J)
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El abanico y las degeneraciones de Grobner

Definicién (Mora—Robbiano '88)

Dado un ideal homogéneo J C Clx, ..., xp| su abanico de Grébner GF(J)
es R" con la estructura de abanico dada por
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El abanico y las degeneraciones de Grobner

Definicién (Mora—Robbiano '88)

Dado un ideal homogéneo J C Clx, ..., xp| su abanico de Grébner GF(J)
es R" con la estructura de abanico dada por

v,we C® & in,(J)=in,(J) =:inc(J).

Cada cono abierto C° € GF(J) define una degeneracion de Grébner
TV — Al

dénde 7=1(t) = V(J) para t # 0y 771(0) = V(inc(J)).
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Ejemplo

Sea J = (x2x3 + x} + xox3) C C[x, 2, x3].
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Ejemplo
Sea J = (x2x2 + x} + xx3) C C[x1, x2, x3]. Entonces GF(J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:
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Ejemplo
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—w %L = ((1,1,1))
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Ejemplo
Sea J = (x2x2 + x} + xx3) C C[x1, x2, x3]. Entonces GF(J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:

W3=0

—w %L = ((1,1,1))



Ejemplo
Sea J = (x2x2 + x} + xx3) C C[x1, x2, x3]. Entonces GF(J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:

W3:0

(323 +x3)
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Bases de monomios estandar

Sea A:=C[x1,...,xn|/Jy Ar :=C[x1,...,xn]/in-(J) para 7 € GF(J).
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Bases de monomios estandar

Sea A:=C[x1,...,xn|/Jy Ar :=C[x1,...,xn]/in-(J) para 7 € GF(J).

Fijamos un cono maximal C € GF(J), entonces el ideal inc(J) esta
generado por monomios.
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Bases de monomios estandar

Sea A:=C[x1,...,xn|/Jy Ar :=C[x1,...,xn]/in-(J) para 7 € GF(J).

Fijamos un cono maximal C € GF(J), entonces el ideal inc(J) esta
generado por monomios. Para cada cara 7 C C definimos

Be, = {X* € A, | x* & inc(J)}.
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Bases de monomios estandar

Sea A:=C[x1,...,xn|/Jy Ar :=C[x1,...,xn]/in-(J) para 7 € GF(J).

Fijamos un cono maximal C € GF(J), entonces el ideal inc(J) esta
generado por monomios. Para cada cara 7 C C definimos

Be, = {X* € A, | x* € inc(J)}.

Entonces B¢ - es una base como espacio vectorial de A;, llamada /a base
de monomios estandar®.

YIntroducida por Lakshmibai-Seshadri’88 y generalizada por Sturmfels—White'89.
arXiv:2007.14972

Lara Bossinger 7/ 22



Bases de monomios estandar

Sea A:=C[x1,...,xn|/Jy Ar :=C[x1,...,xn]/in-(J) para 7 € GF(J).

Fijamos un cono maximal C € GF(J), entonces el ideal inc(J) esta
generado por monomios. Para cada cara 7 C C definimos

Be, = {X* € A, | x* € inc(J)}.

Entonces B¢ - es una base como espacio vectorial de A;, llamada /a base
de monomios estandar®.

En particular, B¢ := B¢ 0} es una base de A= Aq,.

~~ Todas las degeneraciones {V/(in,(J)) : 7 C C} comparten
una base de monomios estandar!

YIntroducida por Lakshmibai-Seshadri’88 y generalizada por Sturmfels—White'89.
arXiv:2007.14972
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y r, ..., rp representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L.
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y r, ..., rp representantes de los

generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L. Sea r la matriz con

renglones ry, ..., rm.
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y 1, ..., ry, representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L. Sea r la matriz con
renglones ry, ..., ry. Para f = Zaezgo cox® € J definimos

f):= i . in{rmy - 7M.
p(F) = (min{n -a}..... min{rm - a}) €

y en Clt1,...,tm|[x1,...,xn] €l levantamiento de f
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y 1, ..., ry, representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L. Sea r la matriz con
renglones ry, ..., ry. Para f = Zaezgo cox® € J definimos

f):=(mi cal, ..., mi : ez
u(F) = (min{n-ab..... min{rn - o)
y en Clt1,...,tm|[x1,...,xn] €l levantamiento de f

f= F(t" ey, ..t o )t = Z Caxtre i),

an%o
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y 1, ..., ry, representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L. Sea r la matriz con
renglones ry, ..., ry. Para f = Zaezgo cox® € J definimos

f):= i . in{rmy - 7M.
p(F) = (min{n -a}..... min{rm - a}) €

y en Clt1,...,tm|[x1,...,xn] €l levantamiento de f
Frm ftox, ..t o)t (0 = Y~ coxagromilh),
ango

Definicién/Proposicién

El ideal levantado J:= (f : f € J) C C[t1, ..., tm][x1, - - -, Xn]
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Familias de ideales

Sea C € GF(J) un cono maximal y 1, ..., ry, representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C € GF(J)/L. Sea r la matriz con
renglones ry, ..., ry. Para f = Zaezgo cox® € J definimos

f):= i . in{rmy - 7M.
p(F) = (min{n -a}..... min{rm - a}) €

y en Clt1,...,tm|[x1,...,xn] €l levantamiento de f
f= F(t" ey, ..t o )t = Z Caxtre i),
acZl,

Definicién/Proposicién

El ideal levantado J:= (f : f € J) C C[ty, ..., tm][x1, .. .,Xn] esta
generado por {g : g € G}, con G una base de Grobner? para Jy C.

“Es decir, G es un conjunto de generadores de J y ademas {inc(g) : g € G}
es un conjunto de generadores de in¢c(J).
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]
y consideremos el cono maximal C de GF((f))
generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).

flt ) = ftitx, ity °x, x3)t; 65
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF((f))

generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).
f(ti, ) = f(titoxe, thty 2xo, x3)t; 13

= t?xfx% + tgxf + szg
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF((f))

generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).
f(ti, ) = f(titoxe, thty 2xo, x3)t; 13

6Xfx22 + tgxf + ngg

_tl

Observa:
o £(0,0) = xx3 = in¢(f),
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF((f))

generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).
f(ti, ) = f(titoxe, thty 2xo, x3)t; 13

6Xfx22 + tgxf + ngg

_tl

Observa:
° f(0,0) = x2x§’ =inc¢(f),
° F(O, 1) = Xf —i—xzxg =in, (f),
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]
y consideremos el cono maximal C de GF((f))
generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).

f(tl,tz) = f(t1t2X1>tft2_2X27X3)t1_4t22

6Xfx22 + tgxf + ngg

= t
Observa:

o £(0,0) = xx3 = in¢(f),

° F(O, 1) = x} —i—xzxg =in, (f),

° f(l,O) = X12X22 —i—xzxg’ =in,(f),
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Ejemplo

Tomemos f = x2x3 + xi + x2x3 € Clx1, x2, x3]
y consideremos el cono maximal C de GF((f))
generado por L y los renglones de la matriz (1 4,3).

flti,to) = f(t1t2X17ti‘t2_2X2,X3)f1_4t§
= t?xfx% + t2x1 + X2X3
Observa:
e 7(0,0) = xox3 = inc(f),
o £(0,1) _x1 T+ x23 = ing (f),
o 7(1,0) = X1X2 2+ x5 = iny,(f),
o f(1,1) =
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Primer teorema

Sea A:=C[t1,..., tm][x1,- - xa]/J.
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Primer teorema
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Teorema (B.-Mohammadi—-Najera Chavez)
El algebra A es libre como C[t1, ..., tm]-mb6dulo con base B¢. Ademas,

7 : Spec(A) — A™
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Primer teorema

Sea A:=C[t1,..., tm][x1,- - xa]/J.
Teorema (B.-Mohammadi—-Najera Chavez)

El algebra A es libre como C[t1, ..., tm]-mb6dulo con base B¢. Ademas,
7 : Spec(A) — A™

es una familia libre (entonces, plana) con fibra genérica Spec(A) y para
cada cara 7 C C existe un a, € A™ tal que 7 !(a,) = Spec(A,).
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Primer teorema

Sea A:=C[t1,..., tm][x1,- - xa]/J.
Teorema (B.-Mohammadi—-Najera Chavez)

El algebra A es libre como C[t1, ..., tm]-mb6dulo con base B¢. Ademas,
7 : Spec(A) — A™

es una familia libre (entonces, plana) con fibra genérica Spec(A) y para
cada cara 7 C C existe un a, € A™ tal que 7 !(a,) = Spec(A,).

Ejemplo

A = (C[tl, t2][X1,X2]/<t?X12X22 TF thf + X2X§’>.
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Familias téricas

Sea N=27Z"y M = N*. El esquema térico asociado a un abanico
Y € N®R lo denotamos por X5 O Ty.
Definicién

o

(2

o
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Familias téricas

Sea N =7"y M = N*. El esquema térico asociado a un abanico

Y € N®R lo denotamos por X5 D Ty.

Definicién

Sea A una gavilla de algebras finitamente generadas en Xs. El espectro
relativo Spec(A)? es una familia térica sobre Xy si:

o
2]
o

*Sea |J; Ui una cubierta abierta de Xs. El espectro relativo Spec(A) es el
esquema obtenido pegando las piezas afines Spec(A(U;)).
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Familias téricas

Sea N=7"y M = N*. El esquema térico asociado a un abanico

> C N®R lo denotamos por Xy D Ty.

Definicion

Sea A una gavilla de algebras finitamente generadas en Xs. El espectro
relativo Spec(A)? es una familia térica sobre Xy si:

@ A(U) esta positivamente graduada (para cada U C Xy abierto) y
plana como C[Xx]-médulo;

o
o

“Sea |J; Ui una cubierta abierta de Xs. El espectro relativo Spec(A) es el
esquema obtenido pegando las piezas afines Spec(.A(U;)).
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Familias téricas

Sea N=7"y M = N*. El esquema térico asociado a un abanico
> C N®R lo denotamos por Xy D Ty.

Definicién
Sea A una gavilla de algebras finitamente generadas en Xs. El espectro
relativo Spec(A)? es una familia térica sobre Xs si:

@ A(U) esta positivamente graduada (para cada U C Xy abierto) y
plana como C[Xx]-médulo;

@ A es Ty-equivariante (compatible con la Ty-accién en Xs );

o

“Sea |J; Ui una cubierta abierta de Xs. El espectro relativo Spec(A) es el
esquema obtenido pegando las piezas afines Spec(.A(U;)).
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Familias téricas

Sea N =7"y M = N*. El esquema térico asociado a un abanico
> € N®R lo denotamos por Xy D Ty.

Definicién
Sea A una gavilla de algebras finitamente generadas en Xs. El espectro
relativo Spec(A)? es una familia térica sobre Xs si:

Q A(U) esta positivamente graduada (para cada U C Xs abierto) y
plana como C[Xx|-médulo;

@ A es Ty-equivariante (compatible con la Ty-accion en Xs );
© las fibras de Spec(A) son reducidas.

?Sea |J; Ui una cubierta abierta de Xs. El espectro relativo Spec(A) es el
esquema obtenido pegando las piezas afines Spec(A(U;)).
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Clasificacion de familias téricas

Sean Ay ¥ como antes.
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Sean Ay ¥ como antes.

Theorem (Kaveh—Manon)

La informacion de una familia térica en Xs con fibra genérica Spec(A)
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Clasificacion de familias téricas

Sean Ay ¥ como antes.

Theorem (Kaveh—Manon)

La informacion de una familia térica en Xs con fibra genérica Spec(A) es
equivalente la informacién de una valuacion lineal por pedazos v : A — Px
con imagen finitamente generada.

arXiv:2007.14972

Lara Bossinger



Clasificacion de familias téricas

Sean Ay ¥ como antes.

Theorem (Kaveh—-Manon)

La informacion de una familia térica en Xs con fibra genérica Spec(A) es
equivalente la informacién de una valuacion lineal por pedazos v : A — Px
con imagen finitamente generada.

Pregunta: j Qué es una valuacién lineal por pedazos?
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Valuaciones LP

Sea N=7"y M = N*. Para un abanico ¥ C N ® R anotamos Py el
conjunto de funciones f : |[£| N N — Z que son lineales por pedazos.
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Valuaciones LP

Sea N=7"y M = N*. Para un abanico ¥ C N ® R anotamos Py el
conjunto de funciones f : |[£| N N — Z que son lineales por pedazos.
Ps es un semicampo, para a, b € Py definimos:

(a@® b)(n) := min{a(n),b(n)}, (a® b)(n):= a(n)b(n).
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Valuaciones LP

Sea N=7"y M = N*. Para un abanico ¥ C N ® R anotamos Py el
conjunto de funciones f : |[£| N N — Z que son lineales por pedazos.
Ps es un semicampo, para a, b € Py definimos:

(a@ b)(n) := min{a(n), b(n)}, (a® b)(n) := a(n)b(n).
También, Ps tiene un orden parcial: a < b< a®d b= a.
Definition

Una valuacion LP (LP = lineal por pedazos) en una C-algebra
A=z, Ai es una aplicacién v : A — {0} — Px
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Valuaciones LP

Sea N=7"y M = N*. Para un abanico ¥ C N ® R anotamos Py el
conjunto de funciones f : |[£| N N — Z que son lineales por pedazos.
Ps es un semicampo, para a, b € Py definimos:

(a® b)(n) := min{a(n), b(n)}, (a® b)(n):= a(n)b(n).
También, Ps tiene un orden parcial: a < b< a®d b= a.
Definition
Una valuacion LP (LP = lineal por pedazos) en una C-algebra

A=z, Ai es una aplicacién v : A — {0} — Px tal que para todos
f.ecA

0 v(fg) = v(f) @ v(g),
Q v(f +g) = v(f) @ v(g),
@ v(c)=0paraceC.
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Sea A= Clxq,...,xp]/J y C un cono maximal en GF(J) y B¢ la base de
monomios estandar.
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Sea A= Clxq,...,xp]/J y C un cono maximal en GF(J) y B¢ la base de
monomios estandar. Definimos la valuacién LP asociada a C:

VciA—{O} — Pc,
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monomios estandar. Definimos la valuacién LP asociada a C:

VciA—{O} — Pc,
Bcox* = (—-a:C—17Z),
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Sea A= Clxq,...,xp]/J y C un cono maximal en GF(J) y B¢ la base de
monomios estandar. Definimos la valuacién LP asociada a C:

VciA—{O} — Pc,
Bcox* = (—-a:C—17Z),

Z X =f — min{— a:c, #0}.

x*eB¢c
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Sea A= Clxq,...,xp]/J y C un cono maximal en GF(J) y B¢ la base de
monomios estandar. Definimos la valuacién LP asociada a C:

VciA—{O} — Pc,
Bcox* = (—-a:C—17Z),
Z X =f — min{— a:c, #0}.

x*eB¢c

Como cada valuacién LP nos da una filtracion de A:
Fn(vc) ={f € Aivc(f) = —-m} para me M
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Sea A= Clxq,...,xp]/J y C un cono maximal en GF(J) y B¢ la base de
monomios estandar. Definimos la valuacién LP asociada a C:
Ve A— {0} — Pc,
Bcox* = (—-a:C—17Z),
Z X =f — min{— a:c, #0}.

x*eB¢

Como cada valuacién LP nos da una filtracion de A:
Fm(vc) ={f € Atvc(f) = —-m} para me My su algebra de Rees es

Re = P Fm(ve)t™,

meM

aqui t™ representa al caracter de Ty.
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grébner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> , ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grébner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> , ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,

Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grébner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,
Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.

Por ejemplo, x2x2 y X son elementos en B.
) 11X Y X
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grébner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,
Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
Por ejemplo, X252 y i son elementos en Bc.

Pregunta: jQuées vc : A— {0} = Pc?
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grébner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <(§) ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,
Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
Por ejemplo, X252 y i son elementos en Bc.

Pregunta: jQué es vc : A— {0} — Pc?

—2—2) .

ve(Xi%; c — Z,
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,
Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
Por ejemplo, X252 y i son elementos en Bc.

Pregunta: jQué es vc : A— {0} — Pc?

cC — Z,
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

y C= <<61‘> ( ; )> € GF(J) con inc(J) = (xox3).

Entonces,
Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
Por ejemplo, X252 y i son elementos en Bc.

Pregunta: (Quées v : A— {0} »Pc? O\

c(3222) cC - Z,

1

(6‘) <_2) — 2(a+ b) +2(4a — 2b) = 10a — 2b.
ve(%E%5 + %1) cC — Z,
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Grobner

Como antes, sean J = (x2x3 + x{ + x2x3) C Clx1, x2, x3]

ve={(4).( ; )) € GF(J) con inc(J) = (axd).
Entonces,

Be={X*€ A:x* ¢ (x2x3)}.
Por ejemplo, X252 y i son elementos en Bc.

Pregunta: jQué es vc : A— {0} — Pc?

—2 —2

(x1%3) c - Z,

(%) b(-;) > 2(a+ b) +2(4a — 2b) = 10a — 2b.
ve(X¢5%5 + %) c - z,

() a(d) - mefln -

4a+4b, b>a’
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La familia térica de la valuacion LP v¢

Sea C € GF(J) un cono maximo. Recuerda A; = Clxy, ..., xp]/in-(J).
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La familia térica de la valuacion LP v¢

Sea C € GF(J) un cono maximo. Recuerda A; = Clxy, ..., xp]/in-(J).
Teorema (Kaveh—Manon)

El algebra de Rees R¢ es una suma directa de haces de lineas sobre Xc.
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La familia térica de la valuacion LP v¢

Sea C € GF(J) un cono maximo. Recuerda A; = Clxy, ..., xp]/in-(J).
Teorema (Kaveh—Manon)

El algebra de Rees R¢ es una suma directa de haces de lineas sobre Xc.
Ademas ¢ : Spec(R¢) — Xc define una familia térica con las propiedades:
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La familia térica de la valuacion LP v¢

Sea C € GF(J) un cono maximo. Recuerda A; = Clxy, ..., xp]/in-(J).
Teorema (Kaveh—Manon)

El algebra de Rees R¢ es una suma directa de haces de lineas sobre Xc.
Ademas ¢ : Spec(R¢) — Xc define una familia térica con las propiedades:

o las fibras genéricas son isomorfas a Spec(A), y
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La familia térica de la valuacion LP v¢

Sea C € GF(J) un cono maximo. Recuerda A; = Clxy, ..., xp]/in-(J).
Teorema (Kaveh—Manon)
El algebra de Rees R¢ es una suma directa de haces de lineas sobre Xc.

Ademas ¢ : Spec(R¢) — Xc define una familia térica con las propiedades:
o las fibras genéricas son isomorfas a Spec(A), y

o ¢~ (p) = Spec(A,) para todos p € O, la Ty-orbita en X¢ que
corresponde a la cara 7 C C.
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Segundo Teorema

Sea C € GF(J) un cono maximal con m rayos, X¢ la variedad térica
asociada.
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Segundo Teorema

Sea C € GF(J) un cono maximal con m rayos, X¢ la variedad térica

asociada. Hay un morfismo pc : A™ — Xc¢ (dado por la construccion de
Cox ~~ siguiente diapositiva)
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Segundo Teorema

Sea C € GF(J) un cono maximal con m rayos, X¢ la variedad térica

asociada. Hay un morfismo pc : A™ — Xc¢ (dado por la construccion de
Cox ~~ siguiente diapositiva)

Teorema (B-Mohammadi—Najera Chavez)

El morfismo 7 : Spec(A) — A™ se completa a un diagrama de pullback:
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Segundo Teorema

Sea C € GF(J) un cono maximal con m rayos, X¢ la variedad térica

asociada. Hay un morfismo pc : A™ — Xc¢ (dado por la construccion de
Cox ~~ siguiente diapositiva)

Teorema (B-Mohammadi—Najera Chavez)
El morfismo 7 : Spec(A) — A™ se completa a un diagrama de pullback:

Spec(R¢) +—— Spec(A)
| |
Xc —A™

donde ) : Spec(R¢) — Xc es la familia térica definida por la valuacién LP
ve.

v
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(t1,...,tm) €(C)": t*% .- t/m¥ =1V 1<i<n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.

cod s € ((1). ()3 1= (). (1)) v
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(t1,...,tm) €(C)": t*% .- t/m¥ =1V 1<i<n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C:<<§),(—;2>>yN:<(é>,<g>>tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(t1,...,tm) €(C)": t*% .- t/m¥ =1V 1<i<n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C:<<§),<—;2>>yN:<(é>,<g>>tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

= {ry)e(©)y:y =1} =
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C = <<é) , (—(1)2>> y N = <(é> , <g>> tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

27i 4ri

= {1, Y) e (@)Y :y =1} ={(y,y?) :ye{l, e e }}.
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C = <<é) , (—(1)2>> y N = <(é> , <g>> tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

27i 4ri

= {1, Y) e (@)Y :y =1} ={(y,y?) :ye{l, e e }}.

El morfismo pc : A2 — Xc viene de pc : Z%2 — N, e +— r;,i = 1,2.
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C = <<é) , (—(1)2>> y N = <(é) , <g>> tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

27i 4ri

= {yy) e @)y} =1} ={(y.y*):ye{les e }}.
El morfismo pc : A2 — Xc viene de pc : Z2 — N,ej +— r;,i = 1,2. Se
extiende a
pc®1:(CY2=72>C" - N®C'=TyC Xc,
(tul, tuz) = URt — PC(U) Rt = (tu1+uz, t4u1—2u2).
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C = <<é) , (—(1)2>> y N = <(é) , (((1;>> tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

27i 4ri

= {1, Y) e (@)Y :y =1} ={(y,y?) :ye{l, e e }}.

El morfismo pc : A2 — Xc viene de pc : Z2 — N,ej +— r;,i = 1,2. Se
extiende a

pc®1:(CP=220C" - NoC =TyCXc,
(tul, t“2) =uRt — PC(U) Rt = (tu1+uz’ t4u1—2u2).

Ejercicio: G = ker(pc ® 1).
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Sobre la construccién de Cox
El esquema Xc es el cociente casi geométrico A™//G con

G={(tr, ... tm) € (C*)™: £ ... tme =1V 1< i< n},

y {e1,...,en} una base de la latiz dual M.
En el ejemplo C = <<é) , (—(1)2>> y N = <(é) , (((1;>> tenemos
G = {0ny) €(C) iy oy =1i=12}

27i 4ri

= {1y e @)y =11 ={(ry?) iy e{les e 1}
El morfismo pc : A2 — Xc viene de pc : Z2 — N,ej +— r;,i = 1,2. Se
extiende a
pc®1:(CY2=72>C" - N®C'=TyC Xc,
(tul, tuz) —uURt PC(U) Rt = (tu1+uz, t4u1—2u2).

Ejercicio: G = ker(pc ® 1).
Entonces el morfismo térico pc : A — Xc¢ es constante en G-oribtas.
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Prueba del segundo teorema
Si Rc ®cx Clta, - - -5 tm] = A eso implica que entre las algebras el
diagrama es un pushout:
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Prueba del segundo teorema
Si Rc ®cx Clta, - - -5 tm] = A eso implica que entre las algebras el
diagrama es un pushout:

Re—— A

I [

ﬁ*C : C[)<C] — C[tla cee tm]
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Prueba del segundo teorema

Si Rc ®cx Clta, - - -5 tm] = A eso implica que entre las algebras el
diagrama es un pushout:

Re—— A

I I

Pt : C[Xc] —— Clt1, ..., tm]
Usando [Kaveh—Manon| se puede mostrar
Re 2 CIXcxt, - -+ xal/J

con J generado de {g: g € G}y Pe(&) = & (aqui tomamos la extension
P C[Xcllx1, -5 xa) = Clt1, ..., tm][x1, ..., Xn]).
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Prueba del segundo teorema

Si Rc ®cx Clta, - - -5 tm] = A eso implica que entre las algebras el
diagrama es un pushout:

Re— A

I I

Pt : C[Xc] —— Clt1, ..., tm]
Usando [Kaveh—Manon| se puede mostrar
Re 2 CIXcxt, - -+ xal/J

con J generado de {g: g € G}y Pe(&) = & (aqui tomamos la extension
P C[Xcllx1, -5 xa) = Clt1, ..., tm][x1, ..., Xn]).
Entonces,

> Cltr,.. . tml[x1, ..., xa) /T = A.
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
Sea C = <<%> , (—(1)2>> € GF(J) con J = (f). Ya vimos J = (f) y

f= t16X12X22 + tgxf + ngg’.
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
1

Sea C = <<3> , (—(1)2>> € GF(J) con J = (f). Ya vimos J = (f) y
f = t0x2x3 + t8xF + xox3. Tenemos J = (f) y

F =3 + 1027135252 4 (541338 € CXc][x1, %2, x3),
con C[Xc] =C[-CY N M].
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
1

1 _ .
SNea C= <<g> , (—02>> € GF(J) conAJ:ff>. Ya vimos J = (f) y
f = t9x2x3 + tSx} + xox3. Tenemos J = (f) y

F =3 + 1027135252 4 (541338 € CXc][x1, %2, x3),
con C[Xc] = C[—-CY N M]. El morfismo 5 : C[X¢| — Cl[t1, to] viene de

pl: M — Z? definida por la matriz transpuesta (1 4, ).
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
1

Sea C = <<g> , (—(1)2)> € GF(J) con J = (f). Ya vimos J = (f) y
f = t0x2x3 + t8xF + xox3. Tenemos J = (f) y

F =3 + 1027135252 4 (541338 € CXc][x1, %2, x3),
con C[Xc] = C[—-CY N M]. El morfismo 5 : C[X¢| — Cl[t1, to] viene de

pl: M — Z? definida por la matriz transpuesta (1 4, 3). Calculamos

pe (H2719) = e
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema

Sea C = <<%> , (—(1)2)> € GF(J) con J = (f). Ya vimos J = (f) y
f = t0x2x3 + t8xF + xox3. Tenemos J = (f) y

F =3 + 1027135252 4 (541338 € CXc][x1, %2, x3),

con C[Xc] = C[—-CY N M]. El morfismo 5 : C[X¢| — Cl[t1, to] viene de
pl: M — Z? definida por la matriz transpuesta (1 4, 3). Calculamos

pe (H219) = piEid
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
SNea C= <<%> , (—(1)2)> € GF(J) conAJ:ff>. Ya vimos J = (f) y
f = t9x2x3 + tSx} + xox3. Tenemos J = (f) y
F=xpx3 + t72713,5252 4 14138 € CIXc][x1, X2, x3],
con C[Xc] = C[—-CY N M]. El morfismo 5 : C[X¢| — Cl[t1, to] viene de

pl: M — Z? definida por la matriz transpuesta (1 4, 3). Calculamos

B (t(—z,—l,a)) — Pl21,-3) £,
y B <t(—4,1,3)> _ tpg(4,—1,_3):t257
que implica:
pe(f) = xo3 +p¢ (t(_z’_m)) xEx3 + Be (t(_4’1’3)) X

= x2x33 +X12x22tf —i—xftg =f.
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Historia del proyecto

@ Primer objetivo: entender las algebras de conglomerado con
coeficientes universales.

@ Resulta que, las algebras de conglomerado con coeficientes universales
asociadas a las Grassmannianas Gr(2,C") y Gr(3,C®) son de la forma

A (para un ideal especifico y un cono maximal anico en su abanico de
Grobner).
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@ Primer objetivo: entender las algebras de conglomerado con
coeficientes universales.

@ Resulta que, las algebras de conglomerado con coeficientes universales
asociadas a las Grassmannianas Gr(2,C") y Gr(3,C®) son de la forma

A (para un ideal especifico y un cono maximal anico en su abanico de
Grobner).

@ Hay muchos detalles en el articulo sobre la construccién para
Grassmannianas.
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Historia del proyecto

@ Primer objetivo: entender las algebras de conglomerado con

coeficientes universales.

@ Resulta que, las algebras de conglomerado con coeficientes universales
asociadas a las Grassmannianas Gr(2,C") y Gr(3,C®) son de la forma

A (para un ideal especifico y un cono maximal anico en su abanico de
Grobner).

@ Hay muchos detalles en el articulo sobre la construccién para

Grassmannianas.

iMuchas gracias!
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