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Motivación

Entender la relación entre diferentes degeneraciones tóricas de una variedad
proyectiva.

Eslogan: En simetría especular, conocer todas las degeneraciones tóricas de
una variedad es equivalente a conocer la variedad espejo.

Hoy: Estudiar simultáneamente las degeneraciones (tóricas) de Gröbner de
una variedad proyectiva polarizada.
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Ideales iniciales

Sea f =
∑

cαxα ∈ C[x1, . . . , xn] con cα ∈ C, α ∈ Zn
≥0 y

xα := xα1
1 · · · · · xαn

n .

Dado w ∈ Rn definimos la forma inicial de f con respecto a w como

inw (f ) :=
∑

w ·β=ḿıncα6=0{w ·α}

cβxβ.

Para un ideal J ⊂ C[x1, . . . , xn] definimos su ideal inicial con respecto a w
como inw (J) := 〈inw (f ) : f ∈ J〉.

Ejemplo
Para f = x2

1x
2
2 + x4

1 + x2x
2
3 ∈ C[x1, x2, x3] y w = (1, 0, 0) se tiene

inw (f ) = x2x
3
3 .
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El abanico y las degeneraciones de Gröbner

Definición (Mora–Robbiano ’88)
Dado un ideal homogéneo J ⊂ C[x1, . . . , xn] su abanico de Gröbner GF (J)
es Rn con la estructura de abanico dada por

v ,w ∈ C ◦ ⇔ inv (J) = inw (J) =: inC (J).

Cada cono abierto C ◦ ∈ GF (J) define una degeneración de Gröbner

π : V → A1

dónde π−1(t) ∼= V (J) para t 6= 0 y π−1(0) = V (inC (J)).
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Ejemplo
Sea J = 〈x2

1x
2
2 + x4

1 + x2x
3
3 〉 ⊂ C[x1, x2, x3].

Entonces GF (J) es R3 con la
siguiente estructura de abanico:

w1

w2

w3 = 0

×L = 〈(1, 1, 1)〉

〈x4
1 〉

〈x2x
3
3 〉

〈x2
1 x

2
2 〉

〈x2
1 x

2
2 + x4

1 〉 〈x2
1 x

2
2 + x2x

3
3 〉

〈x4
1 + x2x

3
3 〉
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Bases de monomios estándar

Sea A := C[x1, . . . , xn]/J y Aτ := C[x1, . . . , xn]/inτ (J) para τ ∈ GF (J).

Fijamos un cono maximal C ∈ GF (J), entonces el ideal inC (J) está
generado por monomios. Para cada cara τ ⊆ C definimos

BC ,τ := {x̄α ∈ Aτ | xα 6∈ inC (J)}.

Entonces BC ,τ es una base como espacio vectorial de Aτ , llamada la base
de monomios estándar.

En particular, BC := BC ,{0} es una base de A = A{0}.

 Todas las degeneraciones {V (inτ (J)) : τ ⊆ C} comparten
una base de monomios estándar!
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Familias de ideales
Sea C ∈ GF (J) un cono maximal y r1, . . . , rm representantes de los
generadores primitivos de los rayos de C ∈ GF(J)/L.

Sea r la matriz con
renglones r1, . . . , rm. Para f =

∑
α∈Zn

≥0
cαxα ∈ J definimos

µ(f ) := ( ḿın
cα 6=0
{r1 · α}, . . . , ḿın

cα 6=0
{rm · α}) ∈ Zm.

y en C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn] el levantamiento de f

f̃ := f (tr·e1x1, . . . , tr·enxn)t−µ(f ) =
∑
α∈Zn

≥0

cαxαtr·α−µ(f ).

Definición/Proposición

El ideal levantado J̃ := 〈f̃ : f ∈ J〉 ⊂ C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn] está
generado por {g̃ : g ∈ G}, con G una base de Gröbnera para J y C .

aEs decir, G es un conjunto de generadores de J y además {inC (g) : g ∈ G}
es un conjunto de generadores de inC (J).
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es un conjunto de generadores de inC (J).
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Ejemplo

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

L×

Tomemos f = x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 ∈ C[x1, x2, x3]

y consideremos el cono maximal C de GF (〈f 〉)
generado por L y los renglones de la matriz

( 1 4 0
1 −2 0

)
.

f̃ (t1, t2) = f (t1t2x1, t
4
1 t
−2
2 x2, x3)t−4

1 t22

= t61x
2
1x

2
2 + t62x

4
1 + x2x

3
3

Observa:
f̃ (0, 0) = x2x

3
3 = inC (f ),

f̃ (0, 1) = x4
1 + x2x

3
3 = inr1(f ),

f̃ (1, 0) = x2
1x

2
2 + x2x

3
3 = inr2(f ),

f̃ (1, 1) = f .
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Primer teorema

Sea Ã := C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn]/J̃.

Teorema (B.–Mohammadi–Nájera Chávez)

El álgebra Ã es libre como C[t1, . . . , tm]-módulo con base BC . Además,

π : Spec(Ã)→ Am

es una familia libre (entonces, plana) con fibra genérica Spec(A) y para
cada cara τ ⊆ C existe un aτ ∈ Am tal que π−1(aτ ) ∼= Spec(Aτ ).

Ejemplo

Ã = C[t1, t2][x1, x2]/〈t61x2
1x

2
2 + t62x

4
1 + x2x

3
3 〉.
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Familias tóricas

Sea N = Zn y M = N∗. El esquema tórico asociado a un abanico
Σ ⊂ N ⊗ R lo denotamos por XΣ ⊃ TN .

Definición
1

2

3
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Definición
Sea A una gavilla de álgebras finitamente generadas en XΣ. El espectro
relativo Spec(A)a es una familia tórica sobre XΣ si:

1

2

3

aSea
⋃

i Ui una cubierta abierta de XΣ. El espectro relativo Spec(A) es el
esquema obtenido pegando las piezas afines Spec(A(Ui )).
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Clasificación de familias tóricas

Sean A y Σ como antes.

Theorem (Kaveh–Manon)
La información de una familia tórica en XΣ con fibra genérica Spec(A) es
equivalente la información de una valuación lineal por pedazos ν : A→ PΣ

con imagen finitamente generada.

Pregunta: ¿Qué es una valuación lineal por pedazos?
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Valuaciones LP
Sea N = Zn y M = N∗. Para un abanico Σ ⊂ N ⊗ R anotamos PΣ el
conjunto de funciones f : |Σ| ∩ N → Z que son lineales por pedazos.

PΣ es un semicampo, para a, b ∈ PΣ definimos:

(a⊕ b)(n) := ḿın{a(n), b(n)}, (a⊗ b)(n) := a(n)b(n).

También, PΣ tiene un orden parcial: a � b ⇔ a⊕ b = a.

Definition
Una valuación LP (LP = lineal por pedazos) en una C-álgebra
A =

⊕
i∈Z≥0

Ai es una aplicación ν : A− {0} → PΣ tal que para todos
f , g ∈ A

1 ν(fg) = ν(f )⊗ ν(g),
2 ν(f + g) � ν(f )⊕ ν(g),
3 ν(c) = 0 para c ∈ C.
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Valuaciones LP asociadas al abanico de Gröbner

Sea A = C[x1, . . . , xn]/J y C un cono maximal en GF(J) y BC la base de
monomios estándar.

Definimos la valuación LP asociada a C :

νC : A− {0} → PC ,
BC 3 x̄α 7→ (− · α : C → Z),∑

x̄α∈BC

cαx̄α = f 7→ ḿın{− · α : cα 6= 0}.

Como cada valuación LP nos da una filtración de A:
Fm(νC ) := {f ∈ A : νC (f ) � − ·m} para m ∈ M y su álgebra de Rees es

RC :=
⊕
m∈M

Fm(νC )tm,

aquí tm representa al carácter de TN .
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Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Gröbner

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

Como antes, sean J = 〈x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 〉 ⊂ C[x1, x2, x3]

y C =
〈(

1
4
0

)
,
( 1
−2
0

)〉
∈ GF(J) con inC (J) = 〈x2x

3
3 〉.

Entonces,
BC = {x̄α ∈ A : xα 6∈ 〈x2x

3
3 〉}.

Por ejemplo, x̄2
1 x̄

2
2 y x̄4

1 son elementos en BC .

Pregunta: ¿Qué es νC : A− {0} → PC?

νC (x̄2
1 x̄

2
2 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ 2(a + b) + 2(4a− 2b) = 10a− 2b.

νC (x̄2
1 x̄

2
2 + x̄4

1 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ ḿın

{
10a− 2b,
4(a + b)

}
=

{
10a− 2b, b ≤ a
4a + 4b, b ≥ a

.
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7→ ḿın

{
10a− 2b,
4(a + b)

}
=

{
10a− 2b, b ≤ a
4a + 4b, b ≥ a

.

arXiv:2007.14972 Lara Bossinger 15/ 22



Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Gröbner

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

Como antes, sean J = 〈x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 〉 ⊂ C[x1, x2, x3]

y C =
〈(

1
4
0

)
,
( 1
−2
0

)〉
∈ GF(J) con inC (J) = 〈x2x

3
3 〉.

Entonces,
BC = {x̄α ∈ A : xα 6∈ 〈x2x

3
3 〉}.

Por ejemplo, x̄2
1 x̄

2
2 y x̄4

1 son elementos en BC .

Pregunta: ¿Qué es νC : A− {0} → PC?

νC (x̄2
1 x̄

2
2 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ 2(a + b) + 2(4a− 2b) = 10a− 2b.

νC (x̄2
1 x̄

2
2 + x̄4

1 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ ḿın
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7→ ḿın

{
10a− 2b,
4(a + b)

}
=

{
10a− 2b, b ≤ a
4a + 4b, b ≥ a

.

arXiv:2007.14972 Lara Bossinger 15/ 22



Ejemplo: valuaciones LP asociadas al abanico de Gröbner

r2

r1

〈x2x
3
3 〉

Como antes, sean J = 〈x2
1x

2
2 + x4

1 + x2x
3
3 〉 ⊂ C[x1, x2, x3]

y C =
〈(

1
4
0

)
,
( 1
−2
0

)〉
∈ GF(J) con inC (J) = 〈x2x

3
3 〉.

Entonces,
BC = {x̄α ∈ A : xα 6∈ 〈x2x

3
3 〉}.

Por ejemplo, x̄2
1 x̄

2
2 y x̄4

1 son elementos en BC .

Pregunta: ¿Qué es νC : A− {0} → PC?

νC (x̄2
1 x̄

2
2 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ 2(a + b) + 2(4a− 2b) = 10a− 2b.

νC (x̄2
1 x̄

2
2 + x̄4

1 ) : C → Z,

a
(

1
4
0

)
+ b

( 1
−2
0

)
7→ ḿın
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La familia tórica de la valuación LP νC

Sea C ∈ GF(J) un cono máximo. Recuerda Aτ = C[x1, . . . , xn]/inτ (J).

Teorema (Kaveh–Manon)
El álgebra de Rees RC es una suma directa de haces de lineas sobre XC .
Además ψ : Spec(RC )→ XC define una familia tórica con las propiedades:

las fibras genéricas son isomorfas a Spec(A), y
ψ−1(p) ∼= Spec(Aτ ) para todos p ∈ Oτ la TN -orbita en XC que
corresponde a la cara τ ⊆ C .
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Segundo Teorema

Sea C ∈ GF(J) un cono maximal con m rayos, XC la variedad tórica
asociada.

Hay un morfismo p̄C : Am → XC (dado por la construcción de
Cox  siguiente diapositiva)

Teorema (B–Mohammadi–Nájera Chávez)

El morfismo π : Spec(Ã)→ Am se completa a un diagrama de pullback:

Spec(RC ) Spec(Ã)

XC Am

,

donde ψ : Spec(RC )→ XC es la familia tórica definida por la valuación LP
νC .
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Sobre la construcción de Cox
El esquema XC es el cociente casi geométrico Am//G con

G = {(t1, . . . , tm) ∈ (C∗)m : tr1·ei1 · · · trm·eim = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ n},

y {e1, . . . , en} una base de la latiz dual M.

En el ejemplo C =
〈(

1
4
0

)
,
( 1
−2
0

)〉
y N =

〈(
1
0
0

)
,
(

0
1
0

)〉
tenemos

G = {(y1, y2) ∈ (C∗)2 : y r1·ei1 y r2·ei2 = 1, i = 1, 2}

= {(y , y2) ∈ (C∗)2 : y3 = 1} = {(y , y2) : y ∈ {1, e
2πi
3 , e

4πi
3 }}.

El morfismo p̄C : A2 → XC viene de pC : Z2 → N, ei 7→ ri , i = 1, 2. Se
extiende a

pC ⊗ 1 : (C∗)2 = Z2 ⊗ C∗ → N ⊗ C∗ = TN ⊂ XC ,

(tu1 , tu2) = u ⊗ t 7→ pC (u)⊗ t = (tu1+u2 , t4u1−2u2).

Ejercicio: G = ker(pC ⊗ 1).
Entonces el morfismo tórico pC : A2 → XC es constante en G -oribtas.
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Prueba del segundo teorema
Si RC ⊗C[XC ] C[t1, . . . , tm] ∼= Ã eso implica que entre las algebras el
diagrama es un pushout:

RC Ã

p̄∗C : C[XC ] C[t1, . . . , tm]

Usando [Kaveh–Manon] se puede mostrar

RC
∼= C[XC ][x1, . . . , xn]/Ĵ

con Ĵ generado de {ĝ : g ∈ G} y p̄∗C (ĝ) = g̃ (aquí tomamos la extensión
p̄∗C : C[XC ][x1, . . . , xn]→ C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn]).
Entonces,

RC ⊗C[XC ] C[t1, . . . , tm] ∼=
(
C[XC ][x1, . . . , xn]/Ĵ

)
⊗C[XC ] C[t1, . . . , tm]

∼= C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn]/J̃ = Ã.
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p̄∗C : C[XC ][x1, . . . , xn]→ C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn]).
Entonces,

RC ⊗C[XC ] C[t1, . . . , tm] ∼=
(
C[XC ][x1, . . . , xn]/Ĵ
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p̄∗C : C[XC ][x1, . . . , xn]→ C[t1, . . . , tm][x1, . . . , xn]).
Entonces,

RC ⊗C[XC ] C[t1, . . . , tm] ∼=
(
C[XC ][x1, . . . , xn]/Ĵ
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Ejemplo: Prueba del segundo teorema
Sea C =

〈(
1
4
0

)
,
( 1
−2
0

)〉
∈ GF(J) con J = 〈f 〉. Ya vimos J̃ = 〈f̃ 〉 y

f̃ = t61x
2
1x

2
2 + t62x

4
1 + x2x

3
3 .

Tenemos Ĵ = 〈f̂ 〉 y

f̂ = x2x
3
3 + t(−2,−1,3)x2

1x
2
2 + t(−4,1,3)x4

1 ∈ C[XC ][x1, x2, x3],

con C[XC ] = C[−C∨ ∩M]. El morfismo p̄∗C : C[XC ]→ C[t1, t2] viene de
p∨C : M → Z2 definida por la matriz transpuesta

( 1 4 0
1 −2 0

)
. Calculamos

p̄∗C

(
t(−2,−1,3)

)
= tp

∨
C (2,1,−3) = t61 ,

y p̄∗C

(
t(−4,1,3)

)
= tp

∨
C (4,−1,−3) = t62 ,

que implica:

p̄∗C (f̂ ) = x2x
3
3 + p̄∗C

(
t(−2,−1,3)

)
x2
1x

2
2 + p̄∗C

(
t(−4,1,3)

)
x4
1

= x2x
3
3 + x2

1x
2
2 t

6
1 + x4

1 t
6
2 = f̃ .
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Historía del proyecto

Primer objetivo: entender las algebras de conglomerado con
coeficientes universales.
Resulta que, las algebras de conglomerado con coeficientes universales
asociadas a las Grassmannianas Gr(2,Cn) y Gr(3,C6) son de la forma
Ã (para un ideal específico y un cono maximal único en su abanico de
Gröbner).

Hay muchos detalles en el artículo sobre la construcción para
Grassmannianas.

¡Muchas gracias!
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