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4. La clasificaciéon de tipo finito

4.5. Tipo C

Lema 4.34. Sea ) un carcaj con una acciéon de un grupo finito G tal que @ es globalmente
plegable. Sea @' un carcaj que se obtiene de @ agregando vértices congelados y flechas entre
los vértices nuevos y los vértices mutables de Q. Extendimos la accion de G a Q' tal que cada
vértice nuevo es fijo bajo la accion.

Entonces, también @’ es globalmente plegable con respecto a la acciéon de G.

Corolario 4.35. Sea () un carcaj sin vértices congelados y globalmente plegable con respecto
a la accién de un grupo finito G. Supongamos que cada patrén de semillas con matriz de
intercambio inicial B(Q) (independientemente de las direcciones congeladas) es de tipo finito.

Entonces cada patron de semillas con matriz de intercambio inicial B(Q)% es de tipo finito.

Ejercicio 4.8. Pruebe el Lema 4.34 y el Corolario 4.35.

En el carcaj Q(Tp) etiquetamos los vértices que corresponden a arcos i,n + 1 como i y
a los vértices en la misma orbita bajo la simetria central como i/, como en la Figura ??7. El
carcaj Q(Tp) es una orientacion del diagrama de Dynkin de tipo Ag, 12 con vértices (en orden)
n',...,3.,2,1,2,3,...,n vy flechas orientadas al vértice central 1.

Sea G = Zs actuando en Q(7Tp) de tal manera que intercambia los vértices i y ¢’ para
i € [2,n] y que fija 1.

Ejercicio 4.9. Verifica que Q(Ty) es G-admisible y que la matriz de intercambio plegada
B(Q(T0))“ es

0 -1 0 O 0 O
2 0 -1 0 0 O
0 1 -1 0 O
0o 0 1 0 0 0
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4.6. Enumeracién y tipo 2-finito

Ejercicio 4.10. Prueba que los patrones de semillas de tipo C,, tienen (27?

variables de conglomerado usando el modelo geométrico de la secciéon §4.5.

semillas y n(n+1)

Ejercicio 4.11. Sean B y B’ dos matrices de intercambio tal que sus companeras de Cartan
A(B) y A(B’) corresponden al mismo diagrama de Dynkin no simplemente lazado. Entonces,
B y B’ son equivalentes bajo mutacion.

Ejercicio 4.12. En este ejercicio tratamos el caso de un &lgebra de conglomerado de tipo

descomponible. Para un diagrama de Dynkin X,, sea s(X,,) el ntumero de semillas de un algebra

de conglomerado de tipo X, y sea vc(X,) el numero de las variables de conglomerado.
Pruebe las siguientes afirmaciones.

1. Si A es un algebra de conglomerado de tipo X, LI'Y,,, entonces el niimero de las variables
de conglomerado de A es ve(Xy,) +ve(Y,) v el nimero de semillas de A es s(Xy,) - s(Yp/).

2. Si la companiera de Cartan de una matriz de intercambio es de tipo finito (posiblemente
descomponible) entonces el patron de semillas es de tipo finito. Tipp: Puedes usar el
hecho que cada patron de semillas de tipo X, es de tipo finito donde X,, es un diagrama
de Dynkin conexo.

3. Si By B’ son matrices de intercambio y A(B) y A(B’) son sus companieras de Cartan de
tipo finito (posiblemente descomponibles), entonces A(B) y A(B’) son del mismo tipo
si y solo si B y B’ son equivalentes bajo mutacion.

Ejercicio 4.13. El diagrama I := T'(ux(B)) se determina de manera tunica del diagrama
I'(B) y la direccion mutable k. Mas precisamente I se obtiene de I' en los siguientes pasos:

1. la orientacion de las flechas adyacentes a k se invierta y se quedan con los mismos pesos;

L b . .
2. para cada camino i % k — j distinguimos dos casos (ambos incluyen el caso que no
existen flechas entre i y j):

. . . C .
» si existe una flecha 7 — j: en este caso en IV tenemos

. kK
e N ~ donde ¢ = (Vab + /)%
|

’
c

. . . C .
= si existe una flecha i < j: en este caso en I tenemos

,u/kr\b donde ¢ = (\/@_ \ﬁ)2;

4 <;C/ J

3. todos los deméas flechas se quedan iguales.

Tipp: considera la matriz casi-simetrica S(B) = (s;;) asociada con B con entradas s;j =
sgn(bi;)\/bijbji y prueba que pi(S(B)) = S(uk(B)).



4.6.1. Los Arboles

Ejercicio 4.14. Si B es una matriz 2-finita entonces para todas las i, j, k distintas tenemos
bijbjrbri = —bjibi;bik.

Ademas los pesos de triangulos en I'(B) son {1,1,1} 0 {2,2, 1}. Tipp: Sin perder de generalidad

puedes suponer que B es una matriz 3 x 3.

4.6.2. Los Ciclos

Ejercicio 4.15. Muestra que en el tultimo caso de la prueba de la Proposiciéon 4.45 tenemos

I' ~Fy4.

4.6.3. Ejercicios

Ejercicio 4.16. Sean p,q,r € Z>o y 1T} 4, la grafica con p + g+ r + 1 vértices que se forma
de trés cadenas del graficas de tipo A,y1,A,4+1 Y Ag+1 plegadas en un vértice:

1 2 r P2 1
.,
Iz
1

Sean p,q,r € Z>0y s € Z>o. Definimos el diagrama S}, . con p+q+r+s vértices que consiste
de un s + 3-ciclo orientado y tres graficas de tipo A,_1,A,—1 y Aq—1 plegadas a tres vértices

consecutivos del ciclo. Por ejemplo, S5 5, es

Todos los pesos en las flechas son uno y las orientaciones de las aristas en los subdiagramas
de tipo A son arbitrarias.

Muestra que el diagrama S;, . es equivalente bajo mutacion a un diagrama de tipo
Tp+r—1,q,s~



5. Coeficientes

5.1. Semicampos

Ejercicio 5.1. La adiciéon auxiliar del semicampo tropical como definida en (5.1) es conmuta-
tiva, asociativa y distributiva con respecto a la multiplicacion usual, es decir: (p@q)r = prdqr.
En particular, Trop(y, ..., ¥yn) €s un semicampo.

Ejercicio 5.2. Muestra que ZP es un dominio integral para cualquier P.

Ejercicio 5.3. Prueba el Lema 5.5. En particular, muestra que cada identidad en el semicampo
universal es valida en cualquier otro semicampo.

5.2. Y-patrones y algebras de conglomerado con coeficientes

Ejercicio 5.4. Muestra que la mutaciéon de Y-semillas es una involucion.

Ejercicio 5.5. La condicién normalizando junto con la mutaciéon de Y -semillas determina de

. — (o + = + o Yk - _ _1
manera Gnica las tuplas p(t) = (pl;t,pl;t, e+ s Dty Ppt) COM Pt = ot ¥ Pht = gyl

5.2.1. Ejercicios

Ejercicio 5.6. Prueba la Proposicion 5.19, es decir prueba que para cada generador p; de PP
y cada variable de conglomerado z que z es un polinomio en p;. Tipp: usa induccion sobre la
distancia entre una semilla que contiene la variable z y la semilla inicial como en la prueba
del Teorema 3.1.

Ejercicio 5.7. Sean Py, Py, P3, Py € P! cuatro puntos en la linea proyectiva. Entonces, P; =
[a; : b;] en coordinadas proyectivas. Definimos

P14 Po3

Y (P, P, P, Py) = Dol

a; a; . . . . .
donde FP;; := det (bi bj ) Nota que Y esta relacionada a la razon cruzada convencional bajo

Y (Py, P2, P3, Py) = —(P1, P3; Py, P5). La razon cruzada es una invariante de cuatro puntos
colineales y se puede generalizar para n-tuplas de puntos P, ..., P, en PL.
1. Dado seis puntos P, ..., Ps € P! calcula las razones cruzadas Y (Py, P;, Piy1, Pit2) con

i €{2,3,4} en términos de las rozones cruzadas Y (P;, Pj11, Pj+2, Ps) con j € {1,2,3}.

2. Dado una triangulacion del n-agono T sea Bp la matriz de intercambio (no extendida)
del carcaj Q7 (Defincion 2.7). Cada arco d € T es la diagonal de un cuadrilatero con
vértices 4, j, k,l. Definimos Yy := Y (P, Pj, Py, P). Sea Yp := (Yg:d € T).

Muestra que (Y7, Br) es un Y-patron.

3. Concluye que para saber los (Z) razones cruzadas de Py, ..., P, € P! es suficiente calcular

n — 3 de ellas.

5.3. Formulas de separacién

Ejercicio 5.8. Prueba la Proposicion 5.24 usando la Proposiciéon 5.19.



5.3.1. Ejercicios
Ejercicio 5.9. Seat € T,, y j € [n].

1. Prueba que
n bt .
Yiu = Yj;t‘Trop(yl,..-,yn) H Fi;? (2)
i=1

donde B(t) = (b};)i,jen] es la matriz de intercambio en ¢.

2. Prueba que si bgj > 0 para todas las 7 € [n], entonces Yj; es un polinomio de Laurent en

los coeficientes iniciales y1, ..., yn.
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