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3. El fené6meno de Laurent

3.3. Comentarios

Ejercicio 3.8. Muestra que existe una biyeccion entre las semillas en el sentido de la Defini-
cion 2.27 y los datos semillas con los datos fijos. Es decir, dado un semilla (X, B) muestra que
determina de manera tnica los datos fijos y los datos de una semilla.

Solucién: Aca hay un problema con la formulacion del ejercicio, o més bien, como hasta el
momento no hemos visto la definiciéon de y-patrones no podemos dar la soluciéon hasta ahora.
El problema son los multiplicadores que en el contexto geométrico son definidas para todas
las direcciones (mutables y congeladas), pero en el contexto algebraico solo tenemos multipli-
cadores definidas para direcciones mutables. Si los multiplicadores de direcciones congeladas
no son todos uno, entonces no podemos asociar una patréon de semillas (de tipo geometrico)
que captura esta informaciéon. El problema se va a resolver cuanda trabajamos con distintos
semicampos (saliendo del tipo geometrico) y distintos y-patrones.

El problema se ve en el siguiente ejemplo: toma la latiz N = Z2 con forma bilineal casi-simétrica
{-,-} definida con respecto a la base estandar por la matriz

0 1 0
-1 0 1
0 -1 0

Sea I = [3] y Imut = [2]; y fijamos di = d3 = 2 y do = 1. Entonces el multiplicador d3 de
la direccion congelada 3 no es uno. Para los datos de una semilla inicial escogemos la base
estandar (eq, ez, e3) de N. Calculamos €;; = {e;,e;}d; parai € [n] =[2] y j € [n+m]| = [3]:

/0 10
“=\_2 0 2/

Como en las notas asociamos entonces la matriz de intercambio extendida:

0 —2
B=el'=[1 0
0 2

Los multiplicadores para la matriz de intercambio B = (? _02) son d; = 2,dy = 1.
Para el regreso entonces consideramos la matriz B con d; = 2,ds = 1 y queremos determinar



los datos fijos y los datos de una semilla. Los datos de una semilla se obtienen de las variables
de conglomerado, més interesante son los datos fijos, en particular la forma bilineal {-,-} y los
multiplicadores dy, d2, ds. Sabemos para i,j € [n] =[2] y j € [n+m] = [3]:

{ei ej}dj = €ij = bji

Pero para j € [n+ 1,n + m| (en este caso j = 3) no tenemos d;. Ademas {e;, e;} puede estar
en Q \ Z. Cada eleccion de los valores d; con j € [n+ 1,n + m| nos da distintos datos fijos.
Por ejemplo, con d3 = 1 obtenemos para {-,-} la matriz

0 1 0
-1 0 2|,
0 -2 0

que es distinta de la cual con que empezamos.

Ejercicio 3.9. Sean los datos fijos I' arbitrarios (no necesariamente con d; = 1) y sean
s = (e; : i € I) los datos de una semilla:

1. muestra que pg(s) = (€} : i € I) son datos de una semilla;

2. verifica que la matriz €, (5 con entradas €;; := {e}, €}}d; es igual a la matriz ug(es) =

(e;/J) que se obtiene de €4 bajo la mutacion de la matriz en la direccion & (como la vimos
en (2.6)), es decir:

"o { —€ij ke {ij} (1)

€ij = €ij +sgn(eir)|€iner;]+ lo demés
Ejercicio 3.10. Prueba el Lema 3.12 en el caso general donde no necesariamente tenemos
d; = 1 para todas i € 1.

Solicién: Hay que verificar que ( j’»,dieg> = 0;; para todas ¢,j € I. Si k # j tenemos
/ AN _ -1 * —1 * jfk —1 * _
(fj: diei) = (fj, di(ei + [eix]+er)) = & di(e], ei) + d; dilei]+ (€], ex) "= d; dile], e;) = i
Para k = j distinguimos dos casos para i. Primero, si ¢ = k:

(flodiel) = (=fu+ D _[—exsls fi, —drer) = (efex) + > dy di[—engl (ef, ex) = 1
j ik

Por el otro lado, si i # k calculamos

(fr> die}) = (—fr+ D _[—ersls £, dilei + [eir] ver))
J#k

ik

= > l=ensl (oo diei) = (fr, dileie] s ex)
pors

fj:dgle; —1 =% —1 =%

= D [—erila(d; el dies) — (ditef, dilea] vex)

pors
(fj.diei)y=0ij di

[—€ril+ — dTg[Q‘k:h



Dado el Lema 3.9 sabemos que €, y €k; tienen signos opuestos. Si sgn(e;) € {0,—1} ya
acabamos. Para el caso de sgn(e;;) = 1 tenemos

d; Gik=*%€ki
[—€kil+ — — €]+ = —€gi + € = 0.
dy,

Ejercicio 3.11. Los elementos v;, € M satisfacen v, = >, €xid; fi.

Ejercicio 3.12. Prueba la Proposicion 3.14 en el caso general donde no necesariamente tene-
mos d; = 1 para todas las ¢ € I.

Ejercicio 3.13. Recuerda el Ejemplo 3.13 y la Tabla 1. Dibujando los f; s en el plano nos
damos cuenta que son un abanico completo cuyos conos maximales correspondes a las semillas
S0,-.-5,955:

—fi+ fa f2

—f1 fi

—J2 fi—fa

Repite el calculo de los f; s en los siguientes casos y verifica si sale también un abanico completo
0 no:

1. Fijamos N = Z? con forma {-,-} definida de para la base estandar {ej,es}.

0 -1
(7 %
Ademas fijamos I = Iy con (di,d2) = (2,1) y para la semilla inicial fijamos sg = (e1, €2)
(como en los Ejemplo 3.8 y 3.11).

0 -1 0
2. Fijamos N = Z3 con forma {-,-} definida de |1 0 —1| para la base estdndar
0 1 0
{e1,e2,e3}. Ademas fijamos I = I, con d; = 1 y para la semilla inicial fijamos sy =
(61762763)~
Solucion:

1. Este caso es de tipo By y corresponde a la matriz inicial

(%2 0)



Calculando los f; s observamos que son 8-periodicos y se obtiene el abanico

4. La clasificaciéon de tipo finito

4.1. Subalgebras de conglomerado
Ejercicio 4.1. Congelar variables en una semilla conmuta con la mutacién de semillas.

Ejercicio 4.2. Restringir una semilla conmuta con la mutacion de semillas.

4.2. Plegando Carcajes

Ejercicio 4.3. Prueba el Lema 4.10 usando la formula de la mutacion de matrices (2.4) y el
Lema 4.9.

Ejercicio 4.4. Consideramos el carcaj () con 5 vértices mutables.

xT9 T3
NS
z1
/N
y h

con la accién del grupo G = Zy que actua con una rotaciéon de 180° en (). Las G-orbitas son
{ZL‘l}, {332’ x/Q} Yy {333’ xé’)}

1. Verifique que @) es G-admisible y calcula la matriz plegada BE.
2. Prueba que @ es globalmente plegable con respecto a la accién de G.
Ejercicio 4.5. Verifica que el carcaj @ en el Ejemplo 4.16 es globalmente plegable.

Solucién: Recureda que un isomorfismo de un carcaj es una permutacion de las etiquetas
de sus vértices. Un isomorfismo es G-equivarinate si manda G-orbitas a G-orbitas. Nuestro
carcaj () es

5—3¢«—2-—4<—6

|

1



con las G-orbitas {1},{2},{3,4} y {5.6}. Bajo isomorfismo de carcajes G-equivariantes los
carcajes que aparecen mutando () en las G-orbitas mutables (es decir, en 1, pi2, fig3 4y ¥ M{s,(s})
son las siguientes

5 —=3«—2—46 D3 —2—4—6 5«—3—2<«—4—6
| 1 l
1 1 1

54— 3«—2—4—6 D 3—2—4—6 3—5<«—2—6+4
1 l NI
1 1 1
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4.3. Matrices de Cartan y Diagramas de Dynkin

Ejercicio 4.6. En este ejercicio vamos a probar que cada patréon de semillas de tipo finito es
2-finito.

1. Considera el grupo W C GLy generado de s; = (_01 ‘11) y 8o = (11) _01) y muestra que es
un grupo finito si y solo si ab < 3.

Sea B = ( bo) con ab > 4 y sean
x(0) = (z1,22), x(1) = (z3,22), x(2) = (23,24), ... (2)

los conglomerados en el campo F asociados al patréon de semillas definido por B. Consideramos
el semicampo U = {u" : r € R} donde u es una variable formal y U tiene las operaciones

u B = umax{'r,s}y y u e = utts,

2. Construye un homomorfismo de semicampos ¢ : F — U tal que el conjunto {1 (x;) : t €
Z} C U es infinito. Tipp: en el caso ab = 4 toma ¥ (x1) = u y ¥(x2) = u®, para ab > 4
toma 1(z1) = u’ y ¢ (22) = ! para un eigenvalor \ de la matriz s1s9 en 1.

3. Muestra que un patrén de semillas de tipo finito es también 2-finito.

Solucién:



2.

2

. Observa que s2 = s3 = 1, pues W es finito si y solo si el elemento s1s5 es de orden finito:

ab—1 —a
EE e 1

Cada eigenvalor A de sisg satisface la ecuacion caracteristica:
N —(ab—1DA—-1=0. (3)

En particular, s1so tiene orden finito si sus eigenvalores son raices de la unidad. Veri-
ficamos los distintos casos: Si a = b = 0 tenemos (s1s2)? = 1. Para ab = 1 tenemos
S {—(—1)%, (71)%} y s152 es de orden 3; para ab = 2 tenemos A\ = +i y 5152 es de
orden 4; y para ab = 3 tenemos \ € {(—1)%, —(—1)§} y s152 es de orden 6. Para ab = 4

calculamos
(S s )k _ Qk‘ + 1 —k:a
o2 kb —2k+1)°

pues W es infinito. Si ab > 4 tenemos A € R\ {£1} entonces W también es infinito.

Distinguimos los casos ab =4y ab > 4.

ab >4 En este caso existe un eigenvalor real A > 1 de s1s5 que satisface la ecuacion

caracteristica (). Definimos ¢ : F — U como (z1) = u’ y ¥(z2) = u**?!. Las
relaciones de intercambio (como en el Ejercicio 2.18) implican que en U tenemos

Y(z)? 1 sites par
P(xy)* @1 sitesimpar

(@) p(n) = { )

Vamos a probar la siguiente afirmacion: para k > 0 tenemos

Y(@pr1) = uNP, P(wgpye) = u O, (5)

Por induccién: si &k = 0 vale por definicion de 1. Para el paso de la inducciéon
calculamos ¢(zok+3) y ¥(2244) usando la formula de intercambio ()):

Y(@ans2)’ ©1 _ akippoaky _ AR
¥ (@k3) Y(Zor41)
w(x2k+4) = W _ )\k+1ab*,\k()\+l) _ u)\k()\abf/\fl) _ u)\k+1(/\+1)
P(Tok+2

Como A > 1 eso da un numero infinito de elementos distintos en U.

ab =4 En este caso A = 1 es el tnico eigenvalor entonces cambiamos la definicion de 1):

Y(z1) = u, P(a2) =u’.

Verificamos la siguiente afirmaciéon por induccion:

Ylwop—1) = w7 () = uFe.

Para k& > 1 calculamos

Plew) ©1 (W)l yFab—2k+1 _  2k+1

Y(xopy1) = o) — T =
€T | u2k+1 aq ok .
U (Tor42) W ik&z)k) = ( uk)a _ g 2kata—ka _  (k+1)a



3. Siun patron de semillas no es 2-finito, por definicién existe una semilla (X', B’ ) con matriz
de intercambio B’ = (b;;) y |b;;b};| > 4 para lagunas i, j. La mutacién alternante en y;
y pj produce un patron que después de evaluar todas las variables ), =1 con k ¢ {3, j}
coincide con . Segin 2. entonces, el patron de semillas contiene un subpatron que no

es de tipo finito.

4.4. Tipo A

Ejercicio 4.7. Para probar el Corolario 4.32, pruebe las siguientes afirmaciones:

1. En un n + 3-a4gono hay w arcos distintos.

2. Sean d y d' dos arcos distintos del n+3-4gono. Verifica que las variables de conglomerado
asociados son distintos.

3. El ntimero de triangulaciones del n+3-4gono es el namero de Catalan Cy, 11 = %4_2 (27?:12).
Solucién:
1. El namero de arcos es (";3) —(n+3) = w —(n+3)= w

2. Sidy d no se crucen pues existe una triangulacion del n+ 3-a4gono cuya semilla asociada
contiene x y x’. Pues son distintos. Si d y d’ se crucen existe una relacion de intercambio
que corresponde al flip de d a d’. Pues 2’ = My + My donde M; y M> son monomios
en las variables de una semilla. En el caso z = 2’ tenemos 22 = M; + M que contradice
el hecho que las variables de una semilla son algebraicamente independientes.
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