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Objetivo

Probar la positividad del fenédmeno de Laurent.
Q construir A a partir de D para
@ realizar las variables de conglomerado como funciones ¥
© probar la positividad en el caso de datos fijos con hipdtesis de
inyectividad
Q levantar las variables de A a Ajpin (que satisface la hipdtesis de
inyectividad)
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Los datos fijos y su dual de Langlands

r rv
s=(e:iel) sV =(die:i€l)
{di:iel} {d¥ :=d 'd},d :==mmc(d; : i € 1)
N=(e:i€el) NY := N° = (digj:i€l)
{H}:NxN-=Q {, P =d 1}
Nmut = (e,- S Imut) NI\I/lut = (d,-e,- S Imut)
N° = (diej :i€l) (NY)° = (dei:i€el)
M= (e:iel) MY = M°
M= (fi=edi':icl) (MV)> =d*M
A=Ar =U,ez Tnew A= Xrv = Uver, T
X = XF:UVET TMv XV = .Arv :UVET TNv

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2002)
Sea f/ € M° con j € hyut asociado con una semilla s” y sea s = (e : i € /)

. . . - ! Y . " .
una semilla inicial. Entonces, z7 € N[zl i i€ ] — Inue][2EF 1 i € huw)-
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Notacidén

I" datos fijos que satisfacen la hipétesis de inyectividad:
pi Nyt < M°, n— {n,-},

s una semilla inicial

A7 es el conjunto de las cameras de conglomerado en el diagrama de
difusién consistente Dy,

@ para un vértice v € 75 0 un cono maximal o € Al escribimos M¢ o
[¢] [¢]
Mg o M; etc.

Lara Bossinger 4/ 19



Construccién de Ag.qt

Fijamos una semilla s
@ asignamos un toro Tpe , := Tpe a cada o € A],
@ dado 0,0’ € A escojemos un camino y de o a o’
~+ induce un automorfismo p. 9, : k/[F] — k/[B] que no depende de ~,

O recuerda: la tnica pared de D, en e es (ef,1+ z') y todas las

paredes en A} se obtienen de ellas aplicando Tki:

T,:*L(l +z%) =1+ 2T () polinomio de Laurent positivo

=  cruzando paredes define un mapeo biracional de Tpo:
pyo, 1 k(M®) = k(M®) y nos da una aplicacién positiva

Po,o’ - TNO,O' -2 TN",U’
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Def|n|C|Oln de ASC&t,S

Usando la Proposicién 2.4 en [Gross—Hacking—Keel| definimos
Definicién
Analoga a la definicién de la A-variedad de conglomerado definimos

Ascat,s como el esquema obtenido pegando copias del toro Tye (una para
cada o € A}) por los mapeos py o

-Ascat,s: U TN",a

oeAT
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Independencia de la semilla inicial: el caso de A
Para A; = Uveﬁ To,, escribimos Tyo ,es para enfatisar la semilla inicial.

Si s’ = s, se obtiene de s por una secuencia de mutaciones nos identifica
Ts como subgrafica de 75 (los arboles sin orientacién), lo cual induce

As — As  (imersién abierta y automorfismo) (0.1)

7;v

= A es independiente de s.
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Independencia de la semilla inicial: el caso de Ag.at
Sea fiy. 1 Tppo,, —=» Tpo v la aplicacién biracional que pega
TMO,V7 TM°7V/ c AV = Apv.

Proposicién (4.3)

: _ e / B T . pgo o
Sea s una semilla, v=0€ 75y v' € o\ {v}. Sea p, ,, : My = M}, la
tropicalizacién de Fock—Goncharov de la aplicacién
Ky, - TMO,V == TMO,V’-
Para cada o’ € A{ la restriccién [ |,/ es un isomorfismo lineal con
imagen o := ! ,(0') € Af. Ademds, las aplicaciones lineales
’

T . o o
:uv,v’|0’/ M, '€s, - M,

o ogES

inducen un isomorfismos

Tv’,cr : TNO,O‘ES — TNO,O'/ESVI que pegan a -Ascat,s — Ascat,svl-

En particular, Agcat := Ascat,s No depende de s.
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Isomorfismo de Ay Agcat
Teorema (4.4)

Sea sunasemilla, v=0€ T,y v/ # v un vertlce de 7<. Definimos
v o My, — My, dado por la aplicacién lineal ,uv v |C+

cs» 1o cual induce
un automorfismo v, : Tyo v — Tpo

Esos mapeos se pegan y dan un isomorfismo de espacios positivos

'lﬁ : -As = U TNO,v’ — U TN",V’ = Ascat,s
v'eTs v'eTs

Ademis, el siguiente diagrama es conmutativo

P
Ag —— Ascat,s

o)
Y

Asv/ - Ascat,sv/

l Proposicién 4.3

v
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Monomios de conglomerado

Definicién (4.8)

Fijamos 'y s. Sea s, = (e/ : i € I) con bases asociadas {(e/)*}ic/ y
{f'}ic/. Un monomio de conglomerado en s, es un monomio en las
coordenadas del toro Tye, C A de la forma z™ con m =}, a;if; donde
a; > 0 para i € lyt- Un monomio de conglomerado es un monomio de
conglomerado para alguna semilla s,.

Fenémeno de Laurent (Fomin—Zelevinsky 2002)

Sean {A; : i € I} las A-variables de conglomerado de la semilla s y sea
Al =25 j € by Entonces, A} € ZI[A; 17 € I — hyut)[AF 17 € hyu]-

Conjectura de Positividad (Fomin—Zelevinsky 2002)
A eN[A; i €1 — hn][A7" 2 € hnul-

v
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Monomios de conglomerado y funciones ¢

Teorema (4.9)

Sean [ los datos fijos que satisfacen la inyectividad de pi y sea s una
semilla inicial. Fijamos Q € CJy m € 0 N M° para un o € A},

Entonces, ¥ m es un polinomio de Laurent positivo y una expresién en
s de un monomio de conglomerado. Ademds, todos los monomios de
conglomerado tienen expresiones de esta forma.

Nota que el Teorema 4.9 implica la conjetura de positividad siempre
cuando los datos fijos satisfacen la inyectividad de pj.
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Prueba del Teorema 4.9

Q Tenemos ¢ : A= Ay (Teorema 4.4 y Proposicién 4.3). Sea
v=0€Tsy Vv €7\ {0}. Un monomio de conglomerado en s, es
de forma z™ en Tpo s con m € C;t, nMp,.

O Localmente ¢ es pegado de v,/ : Tyo v — Tpyo s tal que

( vv’) (Z )_Z v v () en TN",V’ - -Asca,t,s

y Proposicién 4.3 = u! (CE c AY)=Cl_ c A].
Entonces, en Agcat,s los monomios de conglomerado en v/ son de la

forma z™ con m € Cv,es

@ Para Q, € Int(C/,_,) tenemos Vg, m = 2™, con m € CJ,_. (Corolario
3.9)
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Prueba del Teorema 4.9

Falta calcular la expresién de ¥ , m en las coordenadas del toro inicial
TN07VI
@ Sea 7 un camino que empieza en @,/ y terminaen Q € C; .
Teorema 3.5 = p, 0,(Vq,,m) = VQ,m es decir Jg m si es una
expresion de un monomio de conglomerado.
@ Para la positividad: recuerda del Teorema 1.13 que las funciones de
las paredes f5 de D5 son de forma (1 + z™)¢ con m = p*(n),n € N*
y c>0.
= son polinomios de Laurent positivos
@ vUq,m se construyé de lineas quebradas y aplicando las funciones de
paredes a monimios de Laurent.
= U@ m es una serie de Laurent positiva
@ Pero ¥¢ m es una expresién de un monomio de Laurent en una
semilla: Fenomeno de Laurent = ¢ , es un polinomio de Laurent.
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Coeficientes principales

Dado los datos fijos I' definimos los datos fijos con coeficientes
principales [;,:

@ la latiz N := N @ MP° con forma bilineal:

{(n,m,1), (n2, ms)} := {n1, n1} + (1, m2) — (2, my).

Q Nmut = Nmut & {0}
Q@ '=hUbh, donde h = b =1y lyus := (I )mus

La A-variedad con coeficientes principales es A, := Ar

prin*

Una semilla s = (ej : i € I) para I' determina una semilla de [y
§:=((ei,0)ier, (0, fi)icr)-

Ejercicio: uk(8) # ,u/k\(;)
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Ejemplo: coeficientes principales

Sea N = Z? = Ny, = N° con forma bilineal definida por ( % §) con
respecto a s = (ey, ).

Entonces, N=N®& My §= (e, e, €], e;). La matriz que representa la
forma bilineal en N es

0 110

1001

1000

0 -100

Las primeras dos filas representan la matriz ;. Por lo tanto la matriz que
define la aplicacién lineal p7 : Ny = N — M° =M @& N es

(0 _1)

10

10

01

En particular, p] es inyectiva. En general, la matriz que define p] con

respecto a la semilla § consiste de dos bloques, uno de los cuales es la
identidad.

= [prin Slempre satisface la hipitesis de la inyectividad.
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Compactificaciones parciales desde variables congeladas

Si | # Iyt las coordenadas A; = Zfi para i € | — It pertenecen a cada
toro Tye. Agregamos divisores {A; = 0},7 € | — Iy, es decir
reemplazamos el toro Tye s por

TNO’S C TV(ZS) = A'I_Im“t| X (k*)|lmut|,

donde ¥ = R>qe;. Definimos A = Uyez TV(XZ®) con su proyeccién
natural

7 A — Al'=hmtl con coordenadas A i €11 —
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Compactificaciones parciales de A,

Sean I datos fijos, s una semilla y [, los datos fijos con coeficientes
principales.
Proposicién (B.11)
El espacio Ap,in solo depende de la clase de equivalencia de la semilla
inicial [s]. Pero la semilla inicial s determina

@ una compactificacién parcial Apin C ﬂ;rm, y

@ una extensién candnica de cada A-variable de conglomerado a una
variable de conglomerado de Apip.
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Prueba

Q Para [, tenemos n direcciones congeladas que corresponden a b.
Dada una semilla inicial s compactificamos

"‘Tf)rin = U Thes X AX i = A ic
veTs
donde X; = z(€0).
Q [s]«<>[s], para s’ € [s] sea §' € [§] la semilla correspondiente, entonces
' = ((ef,0)ier, (g1)ier), donde s” = (ef)ies.

Tenemos
-Aprin —A

T ~——{1}

y la variable A} de Apyin se restringe a la variable A} de A en la fibra
del 1.
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La positividad del fenémeno de Laurent

Teorema (4.10)

Cada variable de conglomerado de una A-variedad es un polinomio de
Laurent positivo con coeficientes enteros en las variables de cualquier
semilla dada.

Prueba: Sea s = (e : i € I) una semilla inicial y s’ € [s].

Proposicién B.11 . . S
— cada variable A’ € s’ de A se extiende de manera tnica a

una variable A} de Apyin.

[orin satisface que pj es inyectiva.

T 49 = =

RSl Al e N[A?—LI,X,-],-G, donde A;, X; son las coordenadas de 5. La

expresién de A’ en s se obtiene de la de A en § evaluando X; = 1.
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