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Contexto [Fomin—Zelevinsky, Cluster algebras 1V]

En el caso de Apyin sean Aj.g, ..., Aps las variables (mutables) de una
semilla s’ obtenido de s y A;, X; las variables iniciales:

A

/‘:kél;s,s’(Aj;S’) = Afjl o 'A%jnFj:S’()A(l’ - Xn)

donde X; = Xi [[7_,; A", Fi.e € Z[X1,...,Xs]. En el caso X con
j=1"7 J

variables iniciales X1,..., X, de sy Xi.¢, ..., X.¢ las de s’ tenemos:
* Ci1 Cj
:u.}\f';s,s’()<j;5’) = XlJ .. Xan

~ (&j1s-- -+ 8jn) es el g-vector de Al 'y (¢j1, ..., cjn) el c-vector de X].

Conjectura (Coherencia de signos)

Para cada j € / tenemos ¢j1,...,¢r > 00 ¢j1,...,¢n < 0.
Sea k € I, entonces gj > 0 para cada j € /, o gjx < 0 para cada j € /.
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Plan

Q Coeficientes principales y ejemplo en A;

@ Compactificaciones parciales

© Degeneraciéon de A a un toro Tpo

© Recuperando g-vectores en el contexto de [GHKK]

© Coherencia de signos
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Coeficientes principales

Dado los datos fijos I definimos los datos fijos con coeficientes
principales [;i,:

@ la latiz N := N @& M° con forma bilineal:
{(n1,my1),(n2, ms)} = {ny,nm} + (n, m) — (no, my).

(2] Nmut = Nyt @ {0}
Q [ = hUb,donde h=h=1y Tmut = (Il)mut
La A-variedad con coeficientes principales es

Aprin = Arprin = U TNO’

veTs

donde Tgo = Tyegm = Tne X Ty
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Ejemplo: coeficientes principales

Sea N = Z2 = Nyt = N° con forma bilineal definida por (_1 6) con
respecto a s = (er, e2). Entonces, N=NaoM y

s= ((ela 0)7 (627 0)7 (07 eik)v (07 e;)) = (élv €2, &3, é'4)‘

La matriz que representa la forma bilineal en N es

Representada en un carcaj donde €j; = #{i — j} —#{j — i} es

e —> o
1 2
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Ejemplo: Ap.in en el caso A;
Definicién (Mutacién de carcaj)

Q carcaj sin 1y 2-ciclos. La mutacién u(Q) de Q en k mutable es:
V i — k — j agrega i — j, inverte cada flecha en k, y elimina 2-ciclos

=

LG L Y

- — - - e d - (— —) <_
O 1 1 5 2 1 3 2 4 1 5—
Las coordenadas de toro inicial Ty ; son /Z\,- .= z& con & base de M

Bajo la mutacién en la direccién k solo cambia Aj segtin la formula

ANQ(AN/(: H AN,'—I- H

i—keQ k—jeQ
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Ejemplo: Ap.in en el caso A;

Notacidn:
o para i€ {1,2}: z& = z(&0) = A,
o paraic {3,4}: z& = z(0¢) = X;.
= las coordenadas congeladas X; pertenecen a cada toro en el atlas

Calculamos las expresiones de A; o con i € {1,2}

s’ 0 1 2 3 4 5
A X1+Az Xi1+Az2 A Xo+1 A1 Xo+1
Al;s’ Al AL AL Ay Ay A2
A A1 X1 Xo+Ax2+X A1 X1 Xo+Ar+ X
A2;s’ A2 A2 1X1 A21A22+ 1 1X1 /421—1;422 1 Al A1

~ Fist = Ai;s’(]-: 1>X1aX2)'
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Compactificaciones parciales desde variables congeladas

Si | # Iy las coordenadas A; = zfi para i € | — Iy pertenecen a cada
toro Tpo. Agregamos divisores {A; = 0},7 € | — Iy, es decir
reemplazamos el toro Tye s por

Tnos C TV(E®) 22 All—houtl s (jo )l

donde X* = R>¢e;. Para s’ obtenido de s por mutaciones tenemos
ys = fe o (X°). Definimos A =, TV(Z*) con su proyeccién natural

7 A— Al=fl con coordenadas Aii €1 — g
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CO nos pa ra Aprin

Para [',;in tenemos n direcciones congeladas que corresponden a /. Dada
una semilla inicial s compactificamos

Tio s C TV(Z)
donde Y5 = Rx0(0, &) C Ng.

Lema (5.2)

- - . !
Sea s’ una semilla obtenida de s por mutaciones. Entonces, X° = ¥°. J

Prueba: verifica que la tropicalizacién geométrica p! , fija el cono X°.
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Compactificaciones parciales de Ay,

Sean I datos fijos, s una semilla y [, los datos fijos con coeficientes
principales. Una semilla s = (e; : i € /) para I' determina una semilla de
rprin

§:=((e,0)ier, (0, 1) ics)-

Proposicién (B.11)

El espacio Ap,in solo depende de la clase de equivalencia de la semilla
inicial [s]. Pero la semilla inicial s determina

© una compactificacién parcial Aprin C APy

@ una extensién candnica de cada A-variable de conglomerado a una
variable de conglomerado de Apip.
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Prueba

Q Para [, tenemos n direcciones congeladas que corresponden a b.
Dada una semilla inicial s compactificamos

"‘Tf)rin = U Thes X AX i = A ic
veTs
donde X; = z(€0).
Q [s]«<>[s], para s’ € [s] sea §' € [§] la semilla correspondiente, entonces
' = ((ef,0)ier, (g1)ier), donde s” = (ef)ies.

Tenemos
-Aprin —A

T ~——{1}

y la variable A} de Apyin se restringe a la variable A} de A en la fibra
del 1.
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Degeneraciéon a un toro

Corolario (5.3)

. . 7 1 Vi
Sea s una semilla y la raiz del arbdl 75 y Aprin C A;rin — Ag(,-,iel la
compactificacién parcial con respecto a las direcciones congeladas f.

Entonces, las aplicaciones biracionales entre dos cartas
TV(Z®) --» TV(Z¥)

son isomorfismos en una vecindad de 0 € A} ;. y la identidad en la fibra
771(0). En particular, 77(0) = Tpe.
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Prueba

Recuerda, § = (&);.7 = ((&:,0)ies, (0, f)ics) y la matriz que define

Bs N — MP° con respecto de la base § de N'y ((f;,0)ie/, (0, &)ies) de M°
es (es 1).

Sea D™ el diagrama de difusién consistente para [prin. Las funciones de
las paredes iniciales son

14 zPi(E) — 1 4 Fvie)
Nota que médulo X; = z(%#) todas son 1. Es decir, médulo los X; D™
coincide con el diagrama de difusién inicial (que ya es consistente).

Las aplicaciones biracionales TV(X?) --» TV(ZS ) son definidos por
pullback z™ — z™f{7:M) donde /i € N°, i € M° y f es una funcién regular
en TV(X¥)y f=1 mod X;.

Donde f # 0 la aplicacién TV/(X®) --» TV(Z®) es un isomorfismo, en
particular eso es el caso en una vecindad de 71(0).
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Coherencia de signos de c-vectores

Seaw € 75y 8, =(é,...,6,),) la semilla obtenida de 5. Entonces €” es
la matriz con entradas

& = {8,&}djmoa ns con i€ [n]j € 2n]

Los c-vectores de §,, son las filas de la submatriz con indices de columnas
[n+1,2n].
Corolario (5.5, Coherencia de signos de c-vectores)

Para cada w € 7; y cada 1 < k < n las entradas €,"("J conn+1<j<2n
son o todas no negativas o todas no positivas.
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Prueba
Sea 5, una semilla'y §,» = uk(5w) que inducen
Hk
TV(EL) = (K)aricr X A ier == TV(E0) = (K )arier X A% el

Las coordenadas son relacionadas: i (X;) = X, (A7) = Al para i # k y

k(A// H X[Ek n+,]+ H A[Ek ,]+ + H X[ €ie,ntil+ H A’[_Ek ,]+

i€[n] i€[n] i€[n] i€[n]

donde el lado derecho es cero, jix no es un isomorfismo. Pero en 7-1(0) si

es un isomorfismo (Corolario 5.3) por lo tanto no ambos monomios
pueden ser no trivial en los X;.

0 [€Zn+i]+ =0vi o [—gk7,,+,-]+ = OVi.

Lara Bossinger



Fomin—Zelevinsky g-vectores

Tenemos
N° — N°@®&M n— (n,p*(n))

lo cual induce Tye — Tnogm = Tne actua en Apyin.
En coordenadas iniciales A; = z(f:0) y Xi = z(0:¢) tenemos

t-Aj = Xf"(t)A,- = tjA; tiene peso f; € M°,
t-X; =P (&) (t)X; tiene peso p*(ej) € M°.
= monomios de conglomerado son eigenfunciones.

Definicién (5.6)

El g-vector con respecto a una semilla s de un monomio de conglomerado
de A es el Tyo-peso de su extensién a Ay determinada por s.
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g-vectores en la degeneracién

Proposicién (5.7)

: i . As n A H
Sea s una semilla y consideramos 7 : AP — A} ;. Sea A un monomio
de conglomerado en 77!(1,...,1) = Ay sea A su extensién a A ; .
A se restringe a una Tppe-eigenfuncién regular que no se anula en
771(0) = Tne y su peso en M° es el g-vector de A con respecto a s.

Corolatio 5.3 _ . . e
Prueba: ~““%2° 77 suficiente verificar que A es regular en TV(X3,) para

w € T5 y que se restringe a un caracter en 7 1(0).

Si A es un monomio de conglomeradoen s, vy 5, = (é1,...,&,) entonces
o Y b b
A es un polinomio de Laurent en zf1, ... 2z, pues no se anula en TV(Z3,).

Nota que 7w es Tpo-equivariante y la accidén de Tpe fija 0 € A". Por lo
tanto no cambia el peso de A en 771(0).
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g-vectores en Ap

s’ 0 1 2 3 4 5
A X1+A> Xi+A A1 Xo+1 ArXo+1
Ars || AL | T4 AL A2 A |
e A1 X1 Xo+Ax+ X1 A1 X1 Xo+A2+X1
Ags || Az Az ALA; ArA; A1 A
gus | i |-A+H| -A+h —f —h | f
82;s’ f2 f2 _ﬁ- _ﬁ' ﬁ' ﬁ'
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g-vectores y el conjunto de cameras de Fock—Goncharov

Definicién (5.8)
Sea A = z™ un monomio de conglomerado en Tnos C A con
s'=(e],...,e,). Nota que (z)7(m) = —(e/,m) <O0.

— después de identificar AY(R") con Mg 5/, m es un punto en
CH e Af c AY(RT). Definimos g(A) := m.

Corolario (5.9)

g(A) es el g-vector de A con respecto a s.
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Coherencia de signos de g-vectores

[Nakanishi—Zelevinsky| la transpuesta de una matriz de g-vectores es una
matriz de c-vectores.

Teorema (5.11)

Sea s =(e1,...,e,) una semillay f; = di_le;". Para cada semilla s’

obtenida de s por mutaciones todas las coordenadas j de todos los

g-vectores de las variables de conglomerado de s’ escritos en la base
fi,...,f, son o no negativas o no positivas.

Prueba [GHKK]:
Recuerda que los cameras C son conos simpliciales en el abanico
Al CDs.

Corolario 5.9
=

Los g-vectores de las variables de una semilla s’ son generadores
L son paredes en Ds.

i

de los rayos de C;?. Los hiperplanos e

= los conos C; se encuentran o en el lado positivo de e o en el lado
negativo.
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