Ejercicios 1 del curso "Algebras de Conglomerado"

Lara Bossinger

semestre 2022-1

1. Historia y motivacion

Ejercicio 1 (1.8). Verifica que las expresiones que obtenemos de esta manera coinciden con
las formulas del Ejemplo 1.4.

Ejercicio 2. [1.10] Calcula todos los menores de las siguientes matrices:
11
2 1 34l 11
2 4 3],
11 1 1 9 11
10

JHay matrices totalmente positivas o totalmente no negativas entre ellas? ; Cuantos menores
hay de cada tamano? ;Cuantos menores tiene una matriz n x n?

O = =
— -0 O

Ejercicio 3 (1.13). Prueba el Corolario 1.12 usando el Teorema 1.11.

Ejercicio 4. [1.18]

1. Sea A = <(1) (1) _11> y B = (Z Z) € GL2(R). Calcula los menores maximales de Ay

de BA. ;Como estén relacionados?

2. Sea V € Gra(R") y Ay una matriz asociada. Prueba que para cada matriz B € GLy(R)
el producto BAy también representa V. jCuél es la relacion entre los menores de Ay y
los menores de BAy? Si Ay tiene todos sus menores maximales positivos, jcuales son
las condiciones necesarias en B tal que también BAy tiene puros menores maximales
positivos? (Recuerda el Corolario 1.12)

Ejercicio 5. [1.20] Sea Mat52?, el conjunto de todas las matrices 2 X n cuyos menores maxima-
les son no-negativos y sea GLa(R)>¢ el conjunto de todas las matrices totalmente no-negativas
en G Lz(R). Usando el Ejercicio 1.18 verifica que Gra(R™) > coincide con el cociente de Mat5™,

modula la accion de GL2(R)>¢ del lado izquierdo:
Gra2(R")>0 = GL2 (R)Zo\Matg&nn.

Ejercicio 6. [1.21] Prueba que para una matriz 2xn tenemos paratodos 1 <i < j <k <l <n
la relacion

DijPkl + PitDjk = PikPjl- (1)

Se llama una relacion de Plicker.



Ejercicio 7. [1.22] El politopo de la Figura 4 (y de la Figura 6) cuyos vértices son las triangula-
ciones del pentagono y cuyos aristas corresponden a los flips se llama el associahedro o politopo
de Stasheff del tipo As (nota que cada triangulacion del pentagono tiene dos diagonales).

1. jCuantos vértices, aristas y caras tiene el associahedro del tipo Asz?
2. ;Cual es la dimension del associahedro del tipo As?
3. ;Cual puede ser la dimensién del associahedro del tipo A, y porqué?

Ejercicio 8. [1.23] Generalizamos la regla del friso en la Definicién ?? y consideramos las
siguientes reglas del juego

i +1, sikespar

Tpi1Th—1 = . .
k11 {xi%—l, si k es impar

Nota que para (a,b) = (1,1) la regla reproduce la regla del friso y determina las formulas que
calculamos en el Ejemplo 1.4.

1. Calcula las expresiones para las variables x3, x4, ... en términos de las variables x1 y x2
cuando (a,b) € {(1,2),(1,3)}. ;También se repite el patron en algin momento? ;Cuéles
son los valores de las variables si fijamos x1 = 29 = 17

2. Para (a,b) = (1,4) y 1 = 22 = 1 calcula la secuencia (x;);=1,..10. {Parece periodica?

Ejercicio 9. [1.24] Una red plana de orden n es una grafica plana orientada con 2n vértices
marcados 1,...,ny 1’,...,n’, de los cuales i son fuentes e ' son pozos; con vértices interiores
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La matriz de caminos de una red plana de orden n es la matriz W = (wj;)1<; j<n donde
, . . ./
wj; := nimero de caminos de 7 a j'.
Calcula la matriz de caminos de la siguiente red y prueba que es totalmente no-negativa:
S4 ta

S3 t3

So 23

51 @ L ® 1



Ejercicio 10. [1.25] Consideramos la siguiente red plana I'y

S
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1o b h .1
Un camino en I'y es de un vértice ¢ en la izquierda a un vértice j en la derecha con la restriccion
que cada arista se puede atravesar solamente de la izquierda a la derecha. El peso de un camino

es el producto de todos los pesos (a,...,7) de sus aristas (los pesos de las aristas sin etiqueta
es 1).

1. Calcula la matriz de caminos de I'g, es la matriz 3 x 3 cuya entrada a;; es la suma de
todos los pesos de caminos de 7 a j.

2. Prueba que la matriz A = (a;j)1<i,j<3 es totalmente positiva si y solo si a, ...,i € Rxy.

De hecho, cada matriz 3 x 3 totalmente positiva es la matriz de caminos de la grafica I'y para
alguna eleccién de pesos a, ..., 4. Este resultado es tema de Proyecto A.2.

2. Definiciones

Ejercicio 11. [2.6] Prueba que la mutacion de un carcaj es una involucion. Es decir, para
cada carcaj @) y cada vértice mutable k de @ tenemos py(ux(Q)) = Q.

Ejercicio 12. [2.8] Sea ) un carcaj y sean k y ¢ dos vértices mutables de @ sin flechas entre
ellos. Muestra que

o (pe(Q)) = pe(pr(Q))-

Solucién: La mutacion ug solo afecta a las flechas incidentes a k y flechas entre vértices
1,7 tal que existe un camino ¢ — k — j. Lo mismo es valido para la mutacién uy. Distingimos
dos casos:

Si k y £ no comparten vecinos, es decir no existen vértices que tienen simultaneamente
flechas en comin con k y [, entonces no existen vértices que son afectados por ambos
mutaciones y hay nada que mostrar. Supongamos que existen vértices que son vecinos de
k v £. Consideramos el siguiente carcaj que incorpora das las combinaciones interesantes
y las mutaciones iy o pg:

1A

Para las mutaciones en orden reversa obtenemos:
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Todos los demas casos salen igual.

Ejercicio 13. [2.12]| Verifica el ultimo paso en la prueba del Lema 2.11. Para convencerte
de la prueba del Lema verifica para la triangulaciéon del pentagono en el Ejemplo 1.6 que

Q flipss(T) = H25(QT)-

Ejercicio 14. [2.16] La grafica subyacente del carcaj Q™" del Ejemplo 2.10 es la grdfica de
Dynkin de tipo As. ;Cuantos carcajes (sin vértices congelados) de tipo Az hay?

Ejercicio 15. [2.22] Prueba el Corolario 2.21 sin usar el Teorema de Caldero—Keller. Tipp:
Usa induccién.

Ejercicio 16. [2.23]| Definimos un carcaj de una k X n-cuadricula como una orientacion de
la cuadricula tal que cada 4-ciclo es orientado y todos sus vértices son mutables. Muestra
que cada carcaj de una cuadricula es equivalente bajo mutacion a su version triangulada (ver
Figura|l)) y da una secuencia de mutacion.

e — S el — 9o —3e e —>e—5e—Se
T L 17 | T T
e li— o —>ei— e —3e—3e—3e
| TTTT
e — S el —9o—3e e —3e—5e—Se

Figura 1: Un carcaj de la 3 x 4-cuadricula y su version triangulada.

Solucién: Etiquetamos los vértices de la k x n-cuadricula como si fuera una matriz: es
decir, el vértice 7j se encuentra en la fila 7 y la columna j de la cuadricula. La idea es hacer
mutaciones en las antidiagonales. Sin perder de generalidad podemos suponer que k£ < n.
Empezamos con la cuadricula triangulada y mutamos en la esquina (1, 1), luego en la siguiente
antidiagonal (2,1),(1,2) hasta (k,1),(k — 1,2),...,(1,k). Después de esta secuencia hemos
creado un carcaj que se ve como la cuadriculo triangulada excepto que todas los cuadrados con
veértices (4,7), (i—1,7),(i,7—1),(i—1,7—1) para (i, j) en la diagonal (k,1), (k—1,2),...,(1, k)
o (k,2),(k—1,3),...,(1,k + 1) no son triangulados. Por ejemplo, en la 3 x 4-cuadricula

triangulada este carcaj es
e —> 0 —) 0 &— o

PR

e —> 0 &— 0o —> o

T 1T T

e {— 0o —) e —> o

Ahora repetimos las misma secuencia hasta la antidiagonal (k—1,1),(k—2,1),...,(1,k—1) lo
cual agrega otra diagonal de cuadrados orientados. Repitiendo el mismo padrén, cada vez con
una diagonal menos deja todos los cuadrados con (i, 7) tal que ¢ € [k] y j € [i — 1] orientados.
Para orientar el resto del carcaj repetimos el procedimiento empezando en la contra esquina

(k,n).

Ejercicio 17. [2.24] El carcaj del Ejemplo 2.14 es el carcaj triangulado de una 1 x 1-cuadricula
y es equivalente bajo mutacion a un carcaj que es una orientacion de un drbol (una grafica sin
ciclos). ;Hay mas carcajes de cuadriculas que estén en la misma clase de equivalencia de un
arbol?



Solucién: Si, por ejemplo el carcaj de la 2x 3 cuadricula (triangulada) tiene una orientacion

del diagrama de Dynkin de tipo Eg en su clase de muatcion:
l1—2—>3 1 2 3
4 ——5——6 4 ) 6
De manera similar uno puede obtener una orientaciéon del digrama de Dynkin de tipo Eg en la
clase de muatcion de la 2 x 4-cuadricula.

o U3 15

—

Ejercicio 18. [2.25] En la pagina web del matematico Bernhard Keller se encuentra su apli-
cacion para la mutacion de carcajes llamada MutationApp:

https://webusers.imj-prg.fr/ “bernhard.keller/quivermutation/

Si puedes, baja la aplicacion (tu computadora necesita el "Java runtime environment (JRE)"la
liga también se encuentra el pagina del MutationApp). Como calentamiento con la aplicacion
pon el carcaj de la 3-cuadricula de la Figura [I] y verifica tu secuencia de mutacion del Ejerci-
cio También puedes utilizar la aplicacion para resolver el Ejercicio

Ejercicio 19. [2.29] Prueba el Lema 2.28.

Ejercicio 20. [2.31] Convéncete que el Lema 2.30 es correcto, primero para Q) y p2(Q) como
en el Ejemplo 2.5 y luego en general.

Ejercicio 21. [2.35] Prueba las afirmaciones 2. y 4. de la Proposicién 2.34 (recuerda los
Ejercicios |11] y .

Ejercicio 22. [2.38] En este ejercicio probamos la Proposicion 2.37. Sea B de tamafio n-+mxn
una matriz extendida casi-simetrizable y k € [n].

1. Muestra que para cualquier signo € € {1,—1} la formula de la mutacion (8) es

Y bij + [—€bir)+bij + bir[ebrj]+, por lo demas.

2. Sea 1y la matriz de identidad de tamano ¢ x ¢ y Eﬁj la ¢ x f-matriz elemental cuya

tnica entrada no cero es un 1 en la posicion (7,7). Definimos Jpp = 1p — 2E,f,,~C y
Cl = (¢ij)1<i,j<n+m la matriz cuya tnica columna no cero es la columna k con entradas
cik = [—€bigl+ ¥y Fr = (fij)i<ij<n la matriz cuya tnica fila no cero es la fila k con

entradas fi; = [eby;]+. Verifica que

pk(B) = (Jmgnk + Cr) B (Fy, + Jnsk)- (3)

3. Deduce que rang(B) = rang(uz(M)).
4. En el caso que m = 0 deduce que B := By ux(B) tienen el mismo determinante.

Ejercicio 23. [2.41] Verifica que la mutacién de semillas es una involucion, es decir g (ux(X, B)) =
(x, B).


https://webusers.imj-prg.fr/~bernhard.keller/quivermutation/

Ejercicio 24. [2.46] Calcula méas mutaciones de las semillas en el Ejemplo 2.45 hasta que
encuentras el primer ¢ < 0 y el primer ¢ > 0 con Q(t) = Q(0) y x(t) = x(0). Muestra
que todas las variables de conglomerado ya aparecen en las semillas asociadas a los vértices
t €10,4].

Ejercicio 25 (2.49). Dada una semilla inicial so = (%(0), B(0)) definimos el conjunto X :=
Us,~s, X(t) donde s; = (x(t), B(t)) es cualquier semilla que se obtiene de sg de una secuencia
finita de mutaciones. Sea P,, el patron de semillas dado por sy. Entonces,

Ap, = C[X] C F.
Solucién: Recuerda la definicion del algebra de conglomerado:
APn = (C[H?q—H_l, s 7xn+m”X] CF

donde Ty, 41, . . . , Tntm son las variables congeladas y X := [ J;cp, X(t) con x(t) = (z1(t), ..., xn(t))
las variables mutables de la semilla en t. En particular, X C X. Calculamos

(C[.Tn+1, N ,I’n+m] [X] =C [{I’n+1, ooy .Tn+m} U X} .
Las variables congeladas nunca cambian con la mutacion, pues {Z,41,. .., Zntm} C X(t) para
todas las t € T,. Entonces ({n41,.--,Zn+m} UX) C X. Para verificar la inclusion opuesta

basta observar que

rw i(ﬂ :={$n+1p--,$n+m}a

teTy,

pues también X C {Zns1y oy Tpam P UX.

Ejercicio 26 (2.53). Definimos una relacion de equivalencia alternativa en el arbol n-regular.
Sea {(x(t), B(t)) }+eT, un patron de semillas. Definimos

t=1t siysolosi (x(t),B(t) = (x(t'),B(t)). (4)

Es decir, dos vértices t,t' € T,, estan en la misma clase de equivalencia si y solo si las semillas
etiquetadas asociadas son iguales. Llamamos a la grafica cuyos vértices representen las clases
de equivalencia de "="la grdfica de intercambio etiquetada.

1. ;Cuél es la grafica de intercambio para el carcaj 1 — 2 y cudl es su grafica de intercambio
etiquetada?

2. Sea Q =1 — 2 — 3. Calcula la grafica de intercambio asociada. ;Te parece conocida?

3. (Coémo cambia la grafica de intercambio en 2. si consideras semillas etiquetadas? Por
ejemplo, ;qué pasa con las caras que tienen 5 vértices?

Solucién:

1. La gréfica de intercambio del carcaj 1 — 2 es un pentagono como lo vimos, por ejemplo,
en las Figuras 4 y 6. La grafica de intercambio etiquetada es un 10-4gono:
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2. La grafica de intercambio es el associahedro:
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3. Observa que el associahedro tiene dos tipos de facetas (caras de dimension 2): los pen-
tagonos (caras con b vértices) y los cuadrados (caras con 4 vértices). Los pentagonos



cambian como lo vimos en 1. Por ejemplo,

1 — T2 — T3

2 1
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Los cuadrados corresponden a semillas donde la mutacion conmuta (ver el Ejercio[12]2.8)).
Para ver que pasa consideramos el siguiente ejemplo:

1 — T2 — XT3

T T

1tz 1txs
Tl — T9 < T3 z1 <~ Io — I3
14z — o — 1+xo
T 2 T3

0 a

Ejercicio 27. [2.55] Sea B = <—b 0

obtiene de B?

). Sia=0b=0, jqué es el patron de semillas que uno

Solucién. B se llama de tipo A} X A; como corresponde a un carcaj con dos vértices y sin
flechas. Dado una semilla inicial (x, B) con x = (x1, x2) calculamos el patron de semillas. Nota
que la mutacién no cambia la matriz B y como bja = 021 segiin la Proposiciéon 2.34 tenemos

z3

T3



[41 © fto = g © i1, pues basta calcular la semillas para ¢ > 0. Recuerda que el drbol 2-regular:

1 1 1
o1 =2 1 -2 o 3 —2 4 5 2 6.

(mla%) (1‘1,562) (g%vx2> (%7%) (xh%) (xlva) (%7x2) (g%ax2)

Nota que semillas etiquetadas y no-etiquetadas coinciden. Ademas el patron es 4-perioédico con
cuatro semillas distintas:

2 2 2 2
(Ilaa’?)?(;lul? 5 ;17;2 5 xlag)'
Ejercicio 28. [2.58] Continuamos con el caso que la matriz B = B = (_Ob g no corresponde

a ningun carcaj. Es decir, a # b. Seguimos con la notacién como en el Ejemplo 2.57. Las
variables de conglomerado satisfacen la relaciéon de intercambio

i+ 1 sik esimpar,
Tp_1% = .
=10kt xz +1 sikespar.

1. Sea a =1y b= 2. Calcula el patrén se semillas. ;Es periodico?

2. Considera la matriz extendida de intercambio

R 0 1
B=1-2 0
b1 P2

para pi1,p2 € Zsg y repite el calculo del patréon de semillas.

3. El fené6meno de Laurent

Ejercicio 29 (3.4). Sean z1.4, . . ., Tp.q las variables de conglomerado de la semilla (igtd), B(td))
en A(B(0)) y .4, -..,2} .4 las variables de conglomerado correspondientes en A(B’(0)). Por
induccién tenemos expresiones

_ fi;d(xla . 7$n+m)

, tal que x;;d— (5)

_ fi;d(xh E) xn—‘,—m)
gi;d($17 s ,$n+m) x;=1\j€el

gi;d(xlv cee ,ZL‘ner)

Li:d

Para nuestra variable x entonces tenemos x = i, , (7:q) para algtn i € [n]. Si i # kqy1 no
hay nada que probar. Prueba que en el caso ¢ = kg41 el Lema es verdadero usando y la
misma idea que en la base de la induccion.



Solucién: Calculamos

1 b Y
po LM e TT sy
Ti-d Jid Jsd
? bjz‘~>0 bji~<0
en B(tq) en B(tg)
1 fja(x ) fia( )~
B §d( @1 s L) 5:d(Z15 o Tntm
Zi- i d(X1,...,T i d\T1,...,T
i;d bji>0 g],d( ) ’ n+m) bji<0 g],d( y ) n—l—m)
en B(tq) en B(tg)

En el algebra A(B'(0)) tenemos la variable correspondiente 2’ =y, ()

1 b —b.:
/ . 1934 / Kl
o= ! H T+ H T jid
i5d b;;>0 b;; <0
en B'(tg) en B’ (tq)
B 1 fisa(@ Tngm) [ fisa( )|
() 7;d\ L1y - ooy Tndm 4 3:d\ L1y oy Tnim
- / . .
‘Ti;d bii>0 g];d(ﬂfl, e $n+m) zj=1jel byi<0 g];d(l‘l; - ,CCn—i-m) z;=1Vjel
en B'(tq) en B'(tq)

Comparando las expresiones de x y 2’ vemos que la expresion de x’ se obtiene de la expresion
de x evaluando x; = 1 para todos las j € I.

Corolario 30. [3.5] Si el élgebra de conglomerado A(B(0)) satisface el fenomeno de Laurent,
entonces también el algebra de conglomerado A(B’(0)) lo satisface.
Ejercicio 31. [3.6] Prueba el Corolario 3.5.

Solucion Si A(B(0)) satisface el fenomeno de Laurent y 2 es una variable de conglomerado

entonces su expresion en las variables z1,. .., Zp4m de cualquier semilla es un polinomio de
Laurent:
~ f(x1, - Zagm)
- g1 In+m
L1 Tpgm

Sea entonces z’ la variable correspondiente en A(B'(0)). Dado el Lema tenemos

I f(xlw'w‘rn-i-’m)
r= I’gl . $9n+m
1 n+m zj=1vjel

lo cual también es un polinomio de Laurent.

Ejercicio 32. [3.8] Muestra que z} y ), son elementos de ZzEl, .. ,:I:f}rm]
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Solucién: Calculamos

o = L :th'kl 4 xfbikl
k1 Tk i i
1 bikl >0 bikl <0
en B(0) en B(0)

Sean b;; las entradas de la matriz B(t;). Para x},, obtenemos

1 b v, -y —v
x;€2 — . 1.2;1[ klk]-‘r H xizk + 1.211 [ k’lkh— H l.z ik
k2 b, >0 b i <0
ik i7#k1

Combinando con las expresion para :r:§Cl vemos que :E;CQ también es un polinomio de Laurent
en ri,...,Tp+m-

Ejercicio 33. [3.9] Verifica que se reduce al argumento del caso d = 2.

Ejercicio 34. [3.10] Muestra que las variables de conglomerado de A(B(0)) y de A(—B(0))
son iguales.

Ejercicio 35. [3.11] Prueba que los binomios My + My y M| + M/, son coprimos (es decir, no
tienen factores irreducibles en comun) para terminar la prueba del Caso 1. Tipp: Recuerda el
Lema 3.2.

Solucién: Aplicamos el siguiente truco: sea B*(0) la matriz obtenida de B(0) agregando
una fila al final, es decir con indice n + m + 1 cuya entrada en la posicion ky es 1 y todas las
demés son 0. En el algebra de conglomerado A(B*(0)) el binomio M; + My es de grado 1 en
la nueva variable 2, 1,11, pues es irreducible. Por el otro lado tenemos el monomio M| + Mé
que no depende de zp4m+1. Entonces, M + My no puede ser factor irreducible de M| + M.
En particular, la expresion reducida de z € A(B*(0)) en 1,...,Znims1 s un polinomio
de Laurent con coeficientes enteros. Gracias al Lema 77 sabemos que la expresion reducida
de z € A(B(O)) se obtiene de la expresion en x1,..., T, 1me1 evaluando a1, 11 = 1, pues
también esta expresion es un polinomio de Laurent con coeficientes enteros.

Ejercicio 36. [3.12] Muestra que la variable le es coprimo a las variables x;Q y x’k’l (es decir,
como polinomios de Laurent en z1,...,Zp4ym no tienen factores en comin). Tipp: Podemos
suponer que existen dos filas con indices p; y p2 en B(0) tal que by = Oiky ¥ by, = ik

(Corolario [30)).

: / / "
1. Calcula las expresiones de T s Tpoys T, -
/ / : :
2. Muestra que zj y ), son irreducibles.

3. Verifica que 77 evaluado en x,, = 0 es coprimo a x)_ evaluado en x,, = 0.
k1 p2 k1 p2

11



Solucién: Sean by , = —by by, = cparab,c € Zso. Nos fijamos en las filas k1 < kg <

p1 < p2 y las columnas ky < ko de las matrices de intercambio extendidas B(0), B(t1), B(t2).
Observamos

0 —b 0 b -b
~ lc O By ~ —c 0 Mo ~ 0
0 1 0 1 0 -1
Las relaciones de intercambio entonces tienen la siguiente forma
1172;1 = xlzll (x22$p1 M]. + MQ),
mgﬂz = xl;l((x;cl)b‘rng?) + My),
w, = (wh,) " (2gMs + (at,)Mo),
donde My, ..., Mg son monomios en las variables x; con i & {k1, k2, p1,p2}. Observa que a:%l

es lineal en y,, pues es irreducible. Ademas como z}, no depende de z,, también zj, es
. . : Lo / p .
irreducible, pues es lineal en xp,. Nota que eso ya implica que z;  y x}, son coprimos.
Falta verificar que x/. y x/ también son coprimos. Pensamos en x_ y x7 como polinomios
/ k1 1 k1 /" k2 561 /
en xp, y sean zp, (0) y 7 (0) su evaluaciones en x,, = 0. Si 2y (0) y x}, = 2} [x,,=0 son
coprimos, también xj y x} lo son. Nota que z} (0) = a:,;21M4. Entonces,

Ty M + . MM
xizwpl My + M,

'm/ktl (O) = "Ekl

Nota que ambos, el numerador y el denominador son lineales en x,,. En particular, si el
denominador divide el numerador solo puede ser a lo méas una vez. Recuerda que :1:;€1 es
irreducible. Ademas si z} (0) y #}. no son coprimos tenemos dos expresiones para z , la

k1 k1 k1’
primera viene de la relacién de intercambio:

" / —1 1 /
vy, = (2),) Py xp, =1, Q

entonces P = (7}, )Q y 7, divide zj (0) al menos dos veces, una contradiccion pues la
afirmacion es verdadera.
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