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1. Historia y motivaciéon

Referencias para este capitulo son los apuntes y el articulo [BEGT18)].

1.1. ;De donde vienen y donde estan las algebras de conglomerado?

Dos rusos (viviendo y trabajando en los Estados Unidos) Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky
definieron las éalgebras de conglomerado en el afio 2001 [EZ02]:

(©http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin (©https://opc.mfo.de

Antes de desarrollar los fundamentos de las algebras de conglomerado, la investigaciéon de
estos personajes incluia (entre otras cosas) a la teoria de las matrices totalmente positivas y
sus conexiones con la teoria de representaciones y las algebras de Lie. Cabe mencionar que
dichas conexiones fueron descubiertas en primera instancia en trabajos de gran trascendencia
del matematico rumano George Lusztig y el matematico japonés Masaki Kashiwara. Fomin
y Zelevinsky descubrieron lo que hoy en dia se llama la estructura de conglomerado en las
relaciones entre los menores en la teoria de positividad total de matrices, y en grupos cuénticos
y los elementos de las bases canénicas duales de Lusztig.

Un algebra de conglomerado se define a base de informacién combinatoria que puede tener
varias formas, por ejemplo:

» un carcaj (una grafica dirigida finita),

= una triangulaciéon de una superficie con pinchaduras o puntos marcados en su frontera,
= un sistema de raices,

= una matriz casi simétrica o casi simetrizable.

Las primeras aplicaciones de las adlgebras de conglomerado fueron en la teoria de representa-
ciones de algebras y carcajes. Pero al mismo tiempo se encontraron las algebras de conglomera-
do en los grupos de Lie: muchas variedades relacionadas tienen una estructura de conglomerado
en su anillo de funciones regulares (por ejemplo, los grupos SL, y GL,, las Grassmannianas,
las variedades de bandera, las celdas dobles de Bruhat, las variedades de Schubert, ...). De
alli también surgen aplicaciones en la combinatoria relacionadas a las algebras de caminos de
graficas orientadas, permutaciones y politopos.


http://www.math.lsa.umich.edu/~fomin
https://opc.mfo.de

Otros dos mateméticos rusos, Vladimir V. Fock y Alexander B. Goncharov, que tienen
sus raices matematicas mas cercanas a la geometria y la fisica teérica se dedicaron a darle
una interpretacién mas geométrica a las algebras de conglomerado. La versién geométrica se
llama una variedad de conglomerado—-atn en general no son variedades, pero méas bien
esquemas. Su concepto fue muy exitoso y resulto en aplicaciones en la simetria especular (una
rama de la teoria de cuerdas en la fisica tedrica), en la teoria de Teichmiiller y la geometria
hiperbolica. Ademés el punto de vista geométrico ayudé a probar conjeturas fuertes que Fomin
y Zelevinsky formularon ya en los primeros articulos sobre las algebras de conglomerado,
por ejemplo la Conjetura de positividad. Nos gustaria mencionar, que varios algebristas
trataron de probar la conjetura de positividad usando métodos de la categorificacion y la
teorfa de representaciones y se logré demostrar casos particulares de la conjetura usando estas
herramientas. Pero la version general finalmente fue probada por los matematicos Mark Gross,
Paul Hacking, Sean Keel trabajando el la geometria algebraica y el medallista de Fields Maxim
Kontsevich.

Ambos sabores—el algebraico y el geométrico—son de interés para la investigacion actual y
cada ano se descubren nuevas aplicaciones de las algebras de conglomerado (ver Figura . Al
dia de hoy hay méas que 1,800 articulos y desde 2003 habia méas de 139 eventos internacionales
cuyo tema principal eran las algebras de conglomerado.

Las algebras de conglomerado son algebras conmutativas dotadas de una estructura com-
binatoria definida de manera recursiva. Se encuentran hoy en dia en varias areas de las ma-
tematicas y sus vecindades. En la Figura [I] se representan algunas teorias en las que se han
encontrado conexiones profundas con las algebras de conglomerado.

Analisis/Fisica:

Fisica tedrica:

ecuaciones diferenciales
Algebra:

positividad total, grupos cuénticos,

teoria de cuerdas, simetria especular, o )
. . . ordinarias y parciales,
amplitudes de dispersion, teoria de campos
ondas solitarias

conformes, Ansatz de Bethe en la teoria de representaciones, algebra

termodinamica homolégica, categorificacion,

teoria de Grobner

Topologia:

Algebras de Conglomerado

teoria de nudos, polinomio

de Jones, grupos de trenzas, Combinatoria/Geometria poliedral:

grupos de Lie sistemas de raices, politopos de Stasheff,

associaedros, politopos de Newton—Okounkov,

Geometria: . . .
) ) . diagramas scattering , dimer models/
geometria tropical y toérica, variedades log .
> grafica plabicas
Calabi—Yau, teoria de Donaldson—Thomas, teoria de

Teichmiiller, cuantizacion, sistemas integrables,

geometria simpléctica y Poisson, \
Teoria de niimeros: \

triangulaciones de superficies

Ecuaciones diofanticas,

numeros de Markov

Figura 1: ;Doénde se encuentran las algebras de conglomerado?



1.2. Primeros ejemplos
1.2.1. Grecas (o patrones de friso)

Grecas o patrones de friso son adornos en forma de banda compuesta por lineas geo-
métricas con intersecciones que forman un patrén y que se repite en la misma combinacién
decorativa. Se encuentran, por ejemplo, en las piramides de Mitla en Oaxaca:

Figura 2: Las grecas de Mitla, Oaxaca.

Hay un analogo matemaético:

Definicién 1.1. Un friso de Conway-Coxeter (o simplemente un friso) es una tabla de
un nimero finito de filas infinitas, la primera y la ultima fila solo contienen ceros y la segunda
y la pentultima fila solo contienen unos, como

0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
e aq a9 as ay as ag ...
b1 bo b3 by bs bg by
c1 Co 3 cq cs C6
1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
b
Ademas cada conjunto de nimeros adjacentes arreglados en un diamante a d satis-
c

facen la regla del friso: ad — bc = 1.

Ejemplo 1.2. Consideramos el siguente patrén de 1s. Todas las demas entradas se llenan
siguiendo la regla del friso: d = 1+Tbc



1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 1 4 1
1 3 3 1 3 3
1 4 1 2 2 2
1 1 1 1 1
0 0 0 0
Notamos que después de pocas columnas el patrén empieza a repetirse. El dominio fundamental
2 2 2
consiste de los seis niimeros en negritas 3 3
4

Ejemplo 1.3. Tomamos un ejemplo més grande con 5 filas no triviales:

0 0 0 0 0
w1 1 1 1 1
1 3 2 2 2 1
1 2 5 3 3 1
1 3 7 4 1
1 4 9 1 ..
1 5 2 1
w1 1 1 1 ..
0 0 0 0 0

A partir de las entradas 1 en cada fila otra vez el patron empieza a repetirse.

Ejemplo 1.4. Analizamos un caso més general: podemos llenar el friso con variables, no con
numeros. Por ejemplo,

0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
1 xr3 x5 X7 X9 T11
T9 Ty T6 xs x10 T12
1 1 1 1 1
0 0 0 0
La regla del friso nos ayuda a calcular las entradas x3, x4, ... en términos de x1, xs:
1+ 29
€r3 = )
T
1423 1+ o9+ 1
;‘C4 = =
T2 T1T2
1+a2y 1+ 1
Tr5 = = )
T3 xIo
1 + T5
Te = =,
T4
1+ x¢
T7 = = 9.
T5

En este punto podemos dejar de calcular porque también este patrén regresa a su inicio.



Algunas observaciones sobre el Ejemplo estan en orden: para un friso con n filas no
triviales empezando de manera diagonal (como en el Ejemplo [1.4) con entradas z1,...,z,
tenemos lo siguiente:

1. Para cada k > n la variable zj tiene una expresion como polinomio de Laurent (con
coeficientes en N) en las variables 1, ..., z,.

2. Las variables x1, ..., x, aparecen otra vez en una diagonal invertida y el patrén se repite.
Hay una conexion intima entre los frisos de n filas y las triangulaciones del (n + 3)-4gono:

Teorema 1.5 (Conway—Coxeter 1973). Hay una biyeccion entre los frisos de n filas y las trian-
gulaciones del (n + 3)-4gono. Mas precisamente, sean aj, ..., ap+3 los nimeros de tridngulos
adyacentes a los vértices 1,...,n + 3 en orden circular. Entonces ay,...,a,13 es la primera
fila no trivial de un friso de n filas.

Ejemplo 1.6. Del Ejemplo obtenemos la secuencia de a;’s (1,2,2,2,1,4) y el n-4gono
asociado es

6 5

Fijando x; = zo = 1 en el Ejemplo [T.4 obtenemos 23 = x5 = 2 y 4 = 3 lo que da la secuencia
de a;’s (1,2,2,1,3) y la triangulacion del pentagono es

1.2.2. Triangulaciones del n-agono

La regla del friso estd muy relacionada a un resultado griego més antigua: el teorema de
Ptolomeo.

Teorema 1.7 (Ptolomeo). Tomamos cuatro puntos A, B,C, D en un circulo. Entonces las
distancias entre los cuatro puntos satisfacen

AC-BD=AB-CD+ AD - BC.

Fijamos un pentagono en un circulo tal que todas sus aristas tienen longitud 1 y sean
y x2 las longitudes de dos diagonales de una triangulaciéon del pentdgono. Usando la formula
de Ptolomeo podemos calcular las longitudes de las otras diagonales en términos de x1 y x2:

Ejercicio 1.1. Verifica que las expresiones que obtenemos de esta manera coinciden con las
formulas del Ejemplo



Figura 3: La visualizacion del teorema de Ptolomeo.

Figura 4: Las triangulaciones del petagono.

1.3. Positividad total

En esta seccién nos sumergimos en los origenes de las dlgebras de conglomerado. Referencias
principales son [Pinl0], [FWZ16] y [Ip19].

1.3.1. Positividad total de matrices

Definicién 1.8. Una matriz n X m con entradas en los niimeros reales se llama totalmente
positiva o TP (resp. totalmente no negativa o TNN) si todos sus menores son nimeros
reales positivos (resp. ntimeros reales no negativos).

Nos acordamos que un menor de una matriz es el determinante de una submatriz cuadrada.

. 2 . . .
Mas precisamente, sea A = (ai;)1<i j<n € R™ . Entonces cada par de secuencias i = (1 <i; <
e <ip<n)yj=01<j <---<jp<n)dentmeros en [n] :={1,...,n} conl1 <p<n



define una submatriz cuadrada de A:

Qiyg1 o Qiggo -+ Qiggy

.. ig,gjr - Qig,ja -+ Qigjp
Al j] = (aij)icijej =

Qipjr Qipjz -+ Qipjp-

El menor de A asociado al par (i,j) es
A(3,j) = det(Af, §]).

Ejercicio 1.2. Calcula todos los menores de las siguientes matrices:

(21)2
1 1 1

Hay matrices totalmente positivas o totalmente no negativas entre ellas? ; Cuantos menores
hay de cada tamanio? ;Cuantos menores tiene una matriz n x n?

4 1
4 3
1 2

O ==
O ==
_ -0 O

1
1
11
1

Una pregunta natural es si la positividad total es una propiedad que se preserva bajo
operaciones bésicas en matrices, por ejemplo la multiplicacién. Nos acordamos del siguiente
resultado del algebra lineal:

Teorema 1.9 (Cauchy—Binet). Sean A € R™*" y B € R"*"™ conm < ny C = AB. Entonces,

det(C) = > A(lm],1)B(i, [m]). (1.1)

()

Note que podemos usar la formula ((1.1) para calcular menores de matrices también y asi
obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.10. Sean A € R™*" y B € R™*™ con m < n. Si A B son totalmente positivas,
entonces C' = AB es totalmente positiva.

Ejercicio 1.3. Prueba el Corolario [I.10] usando el Teorema [I.9

Para aplicaciones en general es importante decidir dado una matriz, si es totalmente po-
sitiva (o totalmente no negativa) o no— un test de positividad. Entonces, necesitamos he-
rramientas que nos dejen verificarlo. En el Ejercicio se van a dar cuenta que el ntimero de
menores de una matriz crece de manera exponencial con su tamano. Por eso es importante
que encontremos un test eficiente de positividad donde el nimero de pruebas necesarias sea
el minimo.

a b

Ejemplo 1.11. Sea A = (c d>' Los menores son

a,bye,d vy A =ad-—bc.



Podemos expresar d = . Entonces, los dos conjuntos

A+be
a Y@

_ A+bc
- d

{a,b,c,A} vy {d,b,c,A}

son test de positividad para A. Nota que los dos tienen cuatro elementos, que es justo el grado
de libertad que tenemos para escoger los elementos a, b, ¢, d-o mas facil la dimension de R?*2.
En particular, los dos son test de positividad eficientes.

Existen matrices para las que resulta relativamente facil determinar su positividad (o mas
bien su no-negatividad): matrices triangulares superiores e inferiores y matrices diagonales. Si
A = (aij)1<ij<n €s una matriz triangular superior (entonces a;; = 0 si ¢ > j) sabemos que
para i,j € ([g}) con iy, > ji para todos k € [p] el menor asociado de A es cero:

AG,j) =0, si ip > ji V.

De manera similar, si A es triangular inferior tenemos que A(i,j) = 0, si i < ji para todos
los k. De hecho podemos atn reducir més el nimero de menores que tenemos que calcular en
este caso (ver Teorema 2.8 en [Pinl0]):

Teorema 1.12. Sea A € R" una matriz triangular superior (resp. inferior). Si A satisface
A([E] [+ 1,5 +k])) >0 (resp. A([j + 1,5 + k], [k]) > 0)
para todos los j € [0,n — k] y k € [n], entonces A es totalmente no-negativa.

Combinando con el Corolario [1.10] resulta til tener una descomposicién de matrices en
matrices triangulares y diagonales—en inglés tal descomposicién se llama una descomposiciéon
LDU, lo vamos a llamar una descomposicién IDS en espafiol. Sea A una matriz n x n tal
que todos sus menores de forma A([k], [k]) para k € [n] son positivas. Entonces, Pinkus nos
explica en [Pinl0l §2.4, p.51] como podemos calcular matrices I, D, S € R (donde I es una
matriz triangular inferior, D una matriz diagonal y S una matriz triangular superior) tal que

A=1DS.

Si el determinante de A es uno, es decir A € SL,(R), entonces también det(l) = det(D) =
det(S). Y asi llegamos a una version muy util del resultado que fue probado por Cryer en
1973.

Lema 1.13 (Lema de separacion). Sea A € SL,(R). Entonces A es totalmente no-negativa si
y solo si A tiene una descomposicion

1 0 0 . 0 * 0 0 1 * x *
* 1 0 . 0 0 = 0 0 0 1 = *

A= |* * 1 . 0 0 0 = 0 0 01 * (1.2)
* % % ... 1 0 0 0 * 0 0 O 1

tal que todas las matrices en el lado derecho son totalmente no-negativas y unitarias.

10



Las matrices en la descomposicion (1.2) se pueden descomponer atn més, son productos
de matrices primarias:

:Bz(t) =1+ tEi,i—i—la yi(t) =1+ tEi—i—l,i, Zz'(t) =1+ (t — 1)Ei,z’ + (t_l — I)Ei+1,i+17

donde Ej ; es la matriz con entrada 1 en la posicion (7, j) y todos los demas 0, y 1 es la matriz
de identidad (este resultado se llama el Teorema de Loewner—Whitney).

Las matrices z;(t),y;(t) y zi(t) estin muy relacionadas a los generadores de Chevalley
del &lgebra de Lie sl,. Mas precisamente, los generadores de Chevalley son las siguientes
matrices con traza cero (la definicion del algebra de Lie sl;,)

ei = Fiiv1, fi=FEiv1i, hi=E;— FEi1i41 € shy

y sus exponenciales son z;(t) = exp(te;),y:i(t) = exp(tfi) y zi(t) = exp(th;).

Del resultado de Cryer en combinacion con el Teorema de Lowener-Whitney viene la co-
nexion a los grupos algebraicos donde se ubica el trabajo de Lusztig, Fomin y Zelevinsky.
Sobre todo Lusztig generalizé la nociéon de matrices totalmente positivas a otros grupos
de Lie. El inici6 el estudio de la parte no-negativa G>g de un grupo G y prob6 que es un
conjunto semi-algebraico (es decir que se puede describir como un conjunto que satisface
desigualdades polinomiales A(x) > 0, donde los A son elementos de la propia base canénica
dual y en casos sencillos son menores generalizados).

;,Coémo nos ayuda entonces la descomposicion IDS en la busqueda de matrices totalmente
no-negativas? Sea G = SL,, entonces G>( es un semigrupo multiplicativo (ver Corolario.
Gracias al Lema nos podemos enfocar en el subsemigrupo N> de matrices triangulares
superiores no-negativas (o equivalentemente en las matrices triangulares inferiores no-negativas
N2y).

1 =y
Ejemplo 1.14. Sea A= |0 1 =z ]. Calculamos sus menores:
0 0 1

€,Y, %z, ) A:xz—y

Entonces, A 4+ y = xz y asi obtenemos dos test de positividad {A,y,z} y {A,y, z}. Como en
el Ejemplo concluimos que la cardinalidad de los dos test es la dimensiéon de N y los test
son eficientes.

1.3.2. La Grassmanniana totalmente positiva

Concluimos esta seccién con un ejemplo extendido que vamos a ver mas seguido en este
curso. Consideramos matrices de tamano 2 x 5:

A<$1 T2 T3 T4 5U5>
Y Y2 Y3 Ys4 Ys

Nos enfocamos en los menores maximales, es decir de tamano 2 x 2. Escribimos para 1 < i <
J<5
ZT; $j

i A) :=det
p]( ) <yl yj

)Z%w—%%

11



Las p;; se llaman las coordenadas de Pliicker. Si al menos uno de los menores maximales
no es cero—es decir A es de rango 2— la matriz A representa un espacio vectorial de dimensiéon
dos en R® generado de sus renglones. Como tal es un elemento en la Grassmanniana

Gra(R?) := {V C R® : dim(V) = 2} .

Cada V € Gry(R?) puede ser representado de una matriz 2 x 5 cuyos renglones formen una
base de V. Nota que la matriz asociada no es tnica solo bajo mulitplicacién de una matriz en
GL2(R) de la izquierda.

0 1 d
maximales de A y de BA. ;Como estan relacionados?

Ejercicio 1.4. 1. Sea A = <1 0 _11> y B = (Z b) € GL2(R). Calcula los menores

2. Sea V € Grg(R"™) y Ay una matriz asociada. Prueba que para cada matriz B € GLa(R)
el producto BAy también representa V. jCuél es la relacién entre los menores de Ay y
los menores de BAy? Si Ay tiene todos sus menores maximales positivos, jcuales son
las condiciones necesarias en B tal que también BAy tiene puros menores maximales
positivos? (Recuerda el Corolario

Definicién 1.15. La Grassmanniana totalmente no-negativa es el conjunto
GI‘Q(R”)ZO = {V € GI‘Q(R”) :dAy - pij(Av) >0VvVl1<i <7< 5}
Similarmente definimos la Grassmanniana totalmente positiva Gra(R™)g.

Ejercicio 1.5. Sea Mat§2} el conjunto de todas las matrices 2 X n cuyos menores maximales
son no-negativos y sea GL2(R)>o el conjunto de todas las matrices totalmente no-negativas
en GLy(R). Usando el Ejercicio [1.4] verifica que Gra(R™)> coincide con el cociente de Mat$%,,
modula la accion de GL2(R)>¢ del lado izquierdo:

Gra(R")>0 = GLa(R)>0\Mat5y,,.

10

Sea A = <O 9

_13 _15> Calculamos sus coordenadas de Pliicker:

P12 = 2,p13 = p1a = 1,pa3 = 6, pog = 10, p34 = 2.

Entonces, A € Gra(R%)s¢ (jAtinque tiene entradas negativas!). Entre los menores podemos
observar algunas dependencias, por ejemplo:

p13p24 = 10 =2 -2 416 = p1op3s + p14p23 (1.3)

En particular, pi3 = P12p3¢;§f14p23 Y pos = p12p34;41rf14p23

nar dos test de positividad

. Usamos estas relaciones para determi-

{p13, P12, P23, P34, P14} Y {P24, P12, P23, P34, P14 }-

Ejercicio 1.6. Prueba que para una matriz 2 X n tenemos para todos 1 <i< j<k<l<n
la relacion

DijPkl + PiDjk = PikPji- (1.4)

Se llama una relacion de Pliicker.
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En la §1.2.2] vimos una relacién muy parecida: la formula de Ptolomeo en Teorema
Utilizamos esta conexion para visualizar la relacion ((1.3)

1 P12 2 1 P12 2
Plzpazj)—‘rlj)ml)zs = P4
P14 13 p23 P14 b2 P23
flip
4 P3a 3 4 P3a 3

La operacién que transforma la triangulacién en el lado izquierdo a la triangulaciéon en el lado
derecho se llama un flip. En una triangulacion del n-agono podemos realizar un flip para cada
cuadrilatero, un subcuadrado triangulado:

flip

Figura 5: Un flip en un hexagono.

Nota que esta observacion se extiende: para la Grassmanniana Gra(R%) podemos dibujar
una triangulaciéon del pentagéno y Ptolomeo nos ayuda a encontrar todas las relaciones de
Pliicker. ; Como podemos entonces obtener un test de positividad eficiente para elementos de
la Grassmannaina? Tenemos una biyeccion:

test de positividad | 1-1 | triangulaciéon
eficiente del n-agono | -

La Figura [4] tiene su propia version para la Grassmanniana Gra(R%), ver Figura @

1.4. Literatura

Todos los ejemplos en esta secciéon merecen muchos mas detalles y mas atencién, pero aqui
no tenemos el espacio para ellos. Al menos quiero dar algunas referencias para profundizar los
temas:

1. La conexion entre algebras de conglomerado y frisos fue explorada hace poco tiempo
por Baur, Faber, Gratz, Serhiyenko y Todorov. Un resultado de su colaboracién es el
articulo panoramico [BEGT18| que explora la mutacion de los frisos y su interpretacion
en términos de la teoria de representaciones.

2. La teoria de la positividad total es un area entera de investigacién. Para el enfoque en
aplicaciones con el punto de vista del algebra lineal quiero sugerir de lectura la intro-
duccion del libro [Pinl0] de Pinkus. Para el enfoque en los grupos algebraicos hay un
articulo panoramico de Lusztig: [Lus06].

3. El estudio de la Grassmanniana totalmente positiva fue iniciado por Postnikov en el
anio 2006. Aun hay varios mateméticos que se dedican a su estudio quiero sobre todo
mencionar el articulo inicial de Postnikov que sigue una preimpresion: [Pos06].
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P12 Pb1s
2P 5

5

D23 22
P13P24 = P12P3a + p141y 3 A \
P34

1 1
3 4 3 4
Figura 6: Las triangulaciones del pentagoéno y las relaciones de Pliicker.

1.5. Ejercicios

Ejercicio 1.7. El politopo de la Figura [4] (y de la Figura @ cuyos vértices son las trian-
gulaciones del pentidgono y cuyos aristas corresponden a los flips se llama el associahedro
o politopo de Stasheff del tipo A2 (nota que cada triangulacion del pentagono tiene dos
diagonales).

1. jCuantos vértices, aristas y caras tiene el associahedro del tipo A3z?
2. ;Cual es la dimension del associahedro del tipo As?
3. ;Cual puede ser la dimension del associahedro del tipo A, y porqué?

Ejercicio 1.8. Generalizamos la regla del friso en la Definicion [I.1]y consideramos las siguien-
tes reglas del juego
xp+1, sikespar

Tpi1Thp_1 = . .
k+1%k—1 {xz—i-l, si k es impar

Nota que para (a,b) = (1,1) la regla reproduce la regla del friso y determina las formulas que
calculamos en el Ejemplo [1.4]

1. Calcula las expresiones para las variables x3, x4, ... en términos de las variables 1 y xo
cuando (a,b) € {(1,2),(1,3)}. ;También se repite el patron en algin momento? ;Cudles
son los valores de las variables si fijamos z1 = zo = 17

2. Para (a,b) = (1,4) y 1 = 22 = 1 calcula la secuencia (x;);=1,..10. {Parece periddica?

Ejercicio 1.9. Una red plana de orden n es una grafica plana orientada con 2n vértices
marcados 1,...,ny 1’,...,n’, de los cuales ¢ son fuentes e 7’ son pozos; con vértices interiores
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y aristas orientadas. Por ejemplo,
7
(@]
1>4>\\1’
La matriz de caminos de una red plana de orden n es la matriz W = (w;;)1<i, j<n donde
w;j := nimero de caminos de 7 a j'.
Calcula la matriz de caminos de la siguiente red y prueba que es totalmente no-negativa:

S4 2

Ejercicio 1.10. Consideramos la siguiente red plana I'g

f

3W3

Q C ;

2e \ ¢ g ! .2
d /

Lo b h .1

Un camino en I'yg es de un vértice ¢ en la izquierda a un vértice j en la derecha con la
restriccion que cada arista se puede atravesar solamente de la izquierda a la derecha. El peso
de un camino es el producto de todos los pesos (a,...,7) de sus aristas (los pesos de las

aristas sin etiqueta es 1).

1. Calcula la matriz de caminos de I'y, es la matriz 3 x 3 cuya entrada a;; es la suma

de todos los pesos de caminos de 7 a j.

2. Prueba que la matriz A = (a;j)1<i j<3 es totalmente positiva si y solo si a, . ..,i € Rxy.

De hecho, cada matriz 3 x 3 totalmente positiva es la matriz de caminos de la grafica I'g para

alguna eleccion de pesos a, ..., 7. Este resultado es tema de Proyecto [A.2]

2. Definiciones

2.1. Carcajes y su mutaciéon

Definiciéon 2.1. Un carcaj @ = (Qo, Q1) es una grafica dirigida finita. Mas precisamente,
Q@ consiste de un conjunto finito de vértices (Jp y un conjunto finito de aristas orientadas @1
que se llaman flechas. En el conjunto de vértices diferenciamos entre vértices mutables
y vértices congelados. Si existen vértices congelados también hablamos de un carcaj de

hielo y lo anotamos (Q, F') donde @ es el carcaj y F' es el conjunto de vértices congelados.
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Los vértices congelados los vamos a visualizar en un cajita, como , para distinguirlos de

los vértices mutables. Asi un ejemplo sencillo de un carcaj (de hielo) es 1 — . Para simplificar
la notacién, vamos a numerar los vértices de un carcaj @) con los nimeros 1,...,n + m donde
1,...,n son los vértices mutables y n + 1,...,n + m los vértices congelados.

Durante todo el curso vamos a usar la siguiente suposicion:

Suposicion 2.2. El carcaj @) no contiene ni lazos ni 2-ciclos orientados, es decir las si-
guientes configuraciones no se permiten:

2

Ahora definimos la primera versiéon de la nocién clave de las algebras de conglomerado:
el proceso de la mutacién que necesita la nociéon de los vértices mutables. Para carcajes se
traduce al siguiente algoritmo.

Definiciéon 2.3. Sea @ un carcaj y k € Qo \ F' un vértice mutable de ). La mutaciéon de
@ en k es un proceso que produce un nuevo carcaj ux(Q) que se obtiene de @ aplicando los
siguientes pasos

1. para cada camino orientado ¢ — k — j agrega una flecha i — 7;
2. para cada flecha incidente a k invierta su direccion;
3. elimina un ntimero maximal de 2-ciclos que se hayan producido en los pasos 1. y 2.

Los conjuntos de vértices de ui(Q) y de @ son iguales (incluyendo la informaciéon sobre
los vértices mutables y congelados). Como las flechas entre los vértices congelados no tienen
ningin efecto en la mutacién del carcaj adaptamos la convencion

Las flechas entre vértices congelados se eliminan. (2.1)

Ejemplo 2.4. Sea Q =1 — 2 — 3. Calculamos p1(Q) =1« 2 — 3,

N

p(Q) = 123

y (@) =123,

Ejemplo 2.5. Consideramos el siguiente carcaj de hielo

3
al

Q= 1—2+|5]
N
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y aplicamos la mutaciéon en la direcciéon 2 paso a paso. En el primer paso agregamos las
siguientes flechas:

D /=

—_

A\

1
(]

£
<

En el segundo paso cambiamos la orientacién de todas las flechas adyacentes al vértice 2:

/ix

i

Finalemente, en el tercer paso eliminamos todos los 2-ciclos que hemos creado y de una vez
también eliminamos las flechas entre vértices congelados. Obtenemos

/u\

p2(Q) = 1+—2—[5]
N

ZTN

Nota que no importa cual de las flechas 1 — 3 queda, los carcajes al final son idénticos en el
sentido que sus conjuntos de vértices y de flechas coinciden.

El siguiente ejercicio es una observacion clave sobre la mutaciéon de carcajes.

Ejercicio 2.1. Prueba que la mutacién de un carcaj es una involucién. Es decir, para cada
carcaj () y cada vértice mutable k de @ tenemos ux(ur(Q)) = Q.

Dado el Ejercicio 2.1] podemos interpretar la mutacion de un carcaj como un sistema
dindmico discreto. En el tiempo ¢ = 0 tenemos nuestro carcaj (), para t = 1 tenemos n
carcajes (1(Q), ..., pun(Q) donde 1,...,n son los vértices mutables de @. Para t = 2 tenemos
todos los carcajes obtenidos de () después de dos mutaciones distintos, es decir los carcajes
pi(1(Q)) donde @ # j y 4, € [n]. Siguiendo de esta manera, jcuantos carcajes tenemos para
t=k?

El arbol n-regular. Podemos visualizar este sistema dindmico en una grafica cuya vértices
corresponden a los carcajes y cuyos aristas corresponden a la mutacion. Si dos vértices ¢, ¢ son
relacionados bajo una mutacién en direccion k lo escribimos t — k — t’. La grafica se llama el
arbol n-regular y se denota T,,. Es un arbol infinito n-valente en cada vértice. En la FiguralT]
se ve una parte del arbol Ts con ¢t < 6.

17



Figura 7: El arbol 5-regular T5 (©Bernhard Keller, https://webusers.imj-prg.fr/ bernhard.
keller/

Lema 2.6. Sea Q un carcaj y Q°P el carcaj cuyos vértices coinciden con los de ) y cuyas
flechas son exactamente las flechas opuestas de ). Para k un vértice mutable de () tenemos

pe(Q)°P = e (QP).

Prueba. Tenemos que verificar que cada paso de la mutacién en la direcciéon k conmuta con
oponer las flechas:

1. Sien () tenemos un camino 7 — k — j tenemos un camino ¢ < k « j en Q°P. Entonces,
agregamos un flecha ¢ — j en ) y una flecha j « j en Q°P.

2. En los dos carcajes invertimos la direccién de todas las flechas adyacentes a k.

3. Sien @ tenemos un 2-ciclo después de los primeros dos pasos, también tenemos un 2-ciclo
en Q°P.

O

Ejercicio 2.2. Sea @) un carcaj y sean k y [ dos vértices mutables de ) sin flechas entre ellos.
Muestra que

k(1 (Q)) = pu(pe(Q))-

2.1.1. Triangulaciones y carcajes

En el primer capitulo vimos como triangulaciones y su cambio a través del flip codifican
las repeticiones en las patrones de friso y las relaciones de Pliicker. Los carcajes y su mutacién
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generalizan este fendémeno y son la combinatoria subyacente de la teoria de las algebras de
conglomerado.

Definicion 2.7. Sea T una triangulaciéon del n-d4gono. Definimos Q7 el carcaj de T en tres
pasos:

1. los vértices mutables de Q7 son las diagonales de T
2. los vértices congelados de Q7 son las aristas de la frontera del n-dgono;

3. las flechas de Q7 se obtienen de cada tridngulo de T' de la siguiente manera:

Finalmente, olvidamos las flechas entre vértices congelados que se obtienen en el paso 3.

En este contexto es préactico etiquetar los vértices en correspondencia con las diagonales
de las cuales vienen. Es decir, si v es el vértice que corresponde a la diagonal que conecta los
vértices ¢ y j del n-dgono entonces decimos v = 45 como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.8. Consideramos la triangulacion del hexagono como en el Ejemplo[1.6]y aplicamos
el algoritmo de la Definicion 2.7

2 3
T 4 64&(/
el Ve

0 g

Figura 8: Una triangulacién T del hexédgono como en el Ejemplo y su carcaj Q.

Lema 2.9. Sea T una triangulaciéon del n-idgono y Q7 su carcaj. Para una diagonal jI de
T sea flip;(T) la triangulacion obtenida de 7" después de un flip en esta diagonal. Tenemos
(bajo cambio de la etiqueta del vértice ji)

Q frip,y (1) = 1i1(Qr).
Es decir, la mutacion del carcaj generaliza el flip de las triangulaciones.

Prueba. Nota que tanto la mutacion del carcaj como el flip de la triangulacién son operaciones
locales: la mutaciéon en la direcciéon k de un carcaj solo afecta a los vértices que comparten
una flecha con k; el flip en la triangulacién solo afecta al cuadrilatero del cual es la diagonal y
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el resto de la triangulacién se queda fija. En particular, es suficiente verificar el lema para un
solo cuadrildtero. Sean

i j i
_ Definicion 27— Zjlz —jk
T
l k kl

un cuadrilatero en T y la configuracion local en el carcaj Qr que induce. Entonces, después
del flip en la diagonal jl tenemos localmente

i J bl
_ Definicion 7 57 sz <>‘ ik

AN

! k kl

Nota que en el carcaj Q7 tenemos el vértice jl y en el carcaj @ flipj (1) tenemos en su lugar el
vértice ik. Es justo esta etiqueta de @ flip;(T) due vamos a cambiar. Entonces, falta verificar
que la configuracion local del carcaj Q Flipj (T) coincide con la configuracion local del carcaj
11(Q) lo cual lo dejamos como un ejercicio. O

Ejercicio 2.3. Verifica el dltimo paso en la prueba del Lema Para convencerte de la
prueba del Lema verifica para la triangulacion del pentédgono en el Ejemplo que Q flip,s (1) =

pas(Qr).

2.1.2. Equivalencia de carcajes

Antes de definir la equivalencia de carcajes que define la mutacion necesitamos la nociéon
de isomorfismo: sean @ y @' dos carcajes con n vértices. Entonces, @ y Q" son isomorfos si
existe una permutacion w € S, tal que 7(Q) = @Q’. Es decir, Q' coincide con @ después de la
reetiquetacion de los vértices.

La clase de isomorfismo de un carcaj es el carcaj sin etiquetas en los vértices, por
ejemplo:

e &— o0 —> o

Definicién 2.10. Dos carcajes @ y Q' son equivalentes bajo mutacion si existe una se-
cuencia de mutaciones que transforme @ a un carcaj isomorfo a )'. La clase de equivalencia
de un carcaj @ es [Q] el conjunto de todos los carcajes equivalentes bajo mutacion a @ (bajo
isomorfismo).

1+

1
1 /!
4 4

I\

Ejemplo 2.11. Consideramos el carcaj Q = .y su mutacion pe(Q) =
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Entonces, las dos clases de isomorfismo

Z

pertenecen a la clase de equivalencia [Q]. ;Cuantos elementos maés tiene [Q]?

Para un carcaj de hielo Q definimos su parte mutable Q™" como el carcaj obtenido de
@ olvidando todos los vértices congelados (y las flechas adyacentes a ellos). Por ejemplo, para
el carcaj del Ejemplo [2.8| tenemos

\

Q= "26¢—36 QM = 26¢—36

N
46—

/

w
=~

g
ot
W
D

Definiciéon 2.12. El tipo de un carcaj de hielo ) es la clase de equivalencia de su parte
mutable [Q™"].

Ejercicio 2.4. La grafica subyacente del carcaj Q™" del Ejemploes la grafica de Dynkin
de tipo A3. ;Cuantos carcajes (sin vértices congelados) de tipo A3 hay?

Dada la definicion del tipo de un carcaj de hielo nos urge una definicion més precisa sobre
isomorfismos entre carcajes de hielo.

Definicion 2.13. Dos carcajes de hiclo Q = (Qo, F, Q1) v Q' = (Q, F', Q) con m = |F| =
|F'| y n+m =|Qo| = |Qp] son isomorfos si Q' se obtiene de @ después de una permutacion
m € S, de los vértices mutables y una permutacion 7 € S, de los vértices congelados.

Nota que con esta definiciéon dos carcajes de hielo isomorfos también tienen el mismo tipo.

Definiciéon 2.14. Un carcaj @ es de tipo de mutacidn finito si su clase de equivalencia [Q)]
es un conjunto finito.

Ejemplo 2.15. El carcaj de Markov tiene tres vértices y flechas que forman 3-ciclos orien-

tados: /

[ —

Su clase de mutacién tiene un tnico elemento, en particular el carcaj de Markov es de tipo de
mutacién finito.

En general, dados dos carcajes es un problema dificil verificar si son equivalentes o no. Hay
resultados parciales, como el siguiente de Philippe Caldero y Bernhard Keller cuya prueba
utiliza el lenguaje de las categorias de conglomerado.
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Teorema 2.16 (J[CKO06]). Sean Q y Q' dos carcajes aciclicos (es decir, no tienen ciclos
orientados) que son equivalentes bajo mutacion. Entonces, @ se puede transformar en @’ en
una secuencia de mutaciones en fuentes (vértices que no tienen ninguna flecha apuntada hacia
a ellos) o pozos (vértices que no tienen ninguna flecha apuntada lejos de ellos).

Por el contrario, todas las graficas (no dirigidas) subyacentes de los carcajes aciclicos en la
misma clase de equivalencia coinciden.

Como los arboles son un caso especial de carcajes aciclicos obtenemos el siguiente.

Corolario 2.17. Sean Q y Q' dos orientaciones del mismo arbol. Entonces, () se obtiene de
@' de una secuencia de mutaciones en pozos y fuentes.

Ejercicio 2.5. Prueba el Corolario [2.17] sin usar el Teorema de Caldero—Keller. Tipp: Usa
induccion.

2.1.3. Ejercicios

Ejercicio 2.6. Definimos un carcaj de una k x n-cuadricula como una orientaciéon de la
cuadricula tal que cada 4-ciclo es orientado y todos sus vértices son mutables. Muestra que
cada carcaj de una cuadricula es equivalente bajo mutaciéon a su version triangulada (ver
Figura @ y da una secuencia de mutacion.

T
LIt gl

Figura 9: Un carcaj de la 3 x 4-cuadricula y su versiéon triangulada.

Ejercicio 2.7. El carcaj del Ejemplo es el carcaj triangulado de una 1 x 1-cuadricula y
es equivalente bajo mutacion a un carcaj que es una orientacion de un arbol (una grafica sin
ciclos). ;Hay mas carcajes de cuadriculas que estén en la misma clase de equivalencia de un
arbol?

Ejercicio 2.8. En la pagina web del matemético Bernhard Keller se encuentra su aplicaciéon
para la mutacion de carcajes llamada MutationApp:

https://webusers.imj-prg.fr/ bernhard.keller/quivermutation/

Si puedes, baja la aplicacion (tu computadora necesita el "Java runtime environment (JRE)"la
liga también se encuentra el pagina del MutationApp). Como calentamiento con la aplicacion
pon el carcaj de la 3-cuadricula de la Figura[J] y verifica tu secuencia de mutacion del Ejerci-
cio [2.6] También puedes utilizar la aplicacién para resolver el Ejercicio

2.2. Matrices y su mutaciéon

Si consideran cualquier articulo sobre algebras de conglomerado es probable que van a
encontrar una matriz en lugar de un carcaj. La mutacién de carcaj se puede generalizar a
matrices: la idea basica es que la informacion de un carcaj igualmente se puede guardar en su
matriz de incidencia. La nocién de mutacién para matrices se generaliza de alla.
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Definiciéon 2.18. Sea @ = (Qo, Q1) un carcaj de hielo con n vértices mutables y m vértices
congelados. Su matriz extendida de intercambio es una matriz B(Q) de tamafno (n+m)xn
con entradas b;; € Z que son definidas

biji=#{i —je @i} —#{j —icQ} (2.2)

donde i € Qg es un vértice y j € Qo \ F' es un vértice mutable. La matriz de intercambio
de @ es la n x n-submatriz de B(Q) definida como B(Q) := (bij)1<i j<n.

Podriamos definir la matriz asociada a un carcaj con n + m vértices también como la
(n+m) x (n+m)-matriz E(Q) cuyas entradas satisfacen para todos i, j € Qq. Seria una
matriz con cuatro bloques: B de tamafios n X n encima izquierda, B*d de tamafno m x m
abajo derecha y B! (resp. B*) de tamafio n x m (resp. m x n). Nota que E(Q) es una matriz
casi-simétrica, es decir satisface

bij = —bj;.
En particular, B® = —(B*)T. Ademas por nuestra convencion de ignorar flechas entre
vértices congelados tenemos B! = 0. Entonces, toda la informacion necesaria ya esta guardada
en la matriz extendida de intercambio B(Q).

Ejemplo 2.19. Recuerda el carcaj de hielo del Ejemplo [2.5

3
i -1 0 2

Q= 1—2«[5] B@=]|1 -2 0
N\ -1 -1 0

0 1 0

La definicién de la matriz B (Q) claramente depende de las etiquetas de los vértices de Q.

Lema 2.20. Sean Q y Q' dos carcajes de hielo con n vértices mutables y m vértices congelados
que son isomorfos. Sean 71 € S, y m € S, las permutaciones que transforman Q a Q' y
II, € Z"*" 11y € Z™*™ las matrices que las representan. Entonces,

~ -1 ~ ~
it B@m = (N ) BQ) m - BQ) (23

En particular, como nos interesan las clases de isomorfismo de carcajes vamos a considerar
matrices de intercambio extendidas bajo transformaciones del tipo ([2.3]).

Ejercicio 2.9. Prueba el Lema [2.20]

Ahora podemos traducir la mutaciéon de carcaj a una operacion en su matriz de intercambio.
La traduccion es sencilla y resulta en el siguiente Lema.

Lema 2.21. Sea @ un carcaj (de hielo) y B(Q) su matriz de intercambio extendida. Para k
un vértice mutable de @ sea B(ux(Q)) = (b;;)i,;- Tenemos

—bij, sike {’L,j}
bij + bz’kbkj7 sibj >0y bjk >0
bij — bikbkj7 sibjr <0y bjk <0
bij, por lo demas.

b —

]

(2.4)
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Ejercicio 2.10. Convéncete que el Lema es correcto, primero para @ y u2(Q) como en
el Ejemplo [2.5] y luego en general.

En varios lugares la regla (2.4) esté escrita més compactamente usando para x € R las
notaciones

1, six>0
[z]+ == max{0,z} y sgn(zx):=4 0, siz=0
-1, six<O0

Entonces, (2.4) se puede simplificar a

—bij, sik e {Z,]}

(A
bij = {bij + sgn(bir)[bikbrjl+, por lo demés. (2.5)

Finalmente podemos definir la mutaciéon de matrices que generaliza la mutaciéon de carcaj.
La clase de matrices que concediéramos son matrices extendidas casi-simetrizables: una matriz
con entradas enteras B = (bjj)1<i<n+m.1<j<n € una matriz extendida casi-simetrizable
si existen dy,...,d, € Z>o tal que d;b;; = —d;bj; para todos 1 < 4,5 < n. Es decir, la n x n-
submatriz superior B = (b;j)1<i j<n €S una matriz casi-simétrica después de reescalar sus filas
con nimeros positivos. En particular, la diagonal de B es cero.

Definicion 2.22. Sea B = (bjj)1<i<n+m,1<j<n Una matriz extendida casi-simetrizable. Para

k € [n] definimos la mutacion de B en direccidon k como ui(B) = (b;;j)lgign—i-m,lgjgn
donde las entradas b;; son como en ([2.4]).

ba1  bao
existen di,ds € Z>g tal que di1bj2 = —dabo;. Entonces, son de la forma

< 0 b12>
—%512 0/

Calculamos 1 (B): las entradas b1, b12, be; solo cambian su signo y la entrada bag se conserva
igual porque b12 y bo; tienen signos diferentes. Observamos

. . b b . . .
Ejemplo 2.23. Una matriz B = ( H 12) € 72*2 es casi-simertizable si bj; = byy = 0 y

p1(B) = p2(B) = —B.

La observacion del Ejemplo [2:23| no es verdad en general. En el caso de carcajes ya vimos
otro comportamiento: por ejemplo del Ejemplo tenemos

—_
o
|
—_

1 0
B@)= (-1 0 1| y B(usl(Q)=
0 -1 0

En general, si mutamos en la direccién k nos tenemos que enfocar en la fila y la columna k y
las "proyecciones"de todas las demés entradas hacia a ellas. Aqui un intento de visualizar la
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mutacién:

* by % *
= by

* : * i} *

bkt .. .. |bjk

* * *

Proposicion 2.24. Sea B = (bij)i1<i<n+m,1<j<n una matriz extendida casi-simetrizable y
k € [n]. Entonces,

1. pg (B) es una matriz extendida casi-simetrizable con los mismos di, .. .,d, que B;
2. la mutacion de matrices es una involucion: i (ux(B)) = B;
3. para B = (b;;)1<i j<n tenemos ug(BT) = pup(B)7T;

4. si bjj = bj; = 0 entonces p;(11;(B)) = p;(pi(B)).

Prueba. Probamos las afirmaciones 1. y 3., las demas quedan como ejercicios (ver Ejerci-
cio [2.11)).

1. Tenemos que mostrar d;b;; = —d;b}; para todos 1 < 4,5 < n. Vamos a usar la version

(2.5)) de la mutacion de matrices. Entonces hay que distinguir dos casos:

k€ {i,j} Tenemos b}; = —b;; y b;; = —bj;.
k & {i,j} Calculamos

dibi; = dibij + di sgn(bir) [bixbrj|+ = —d;bji + sgn(bix) [dibirbrs]+

Nota que el término sgn(bix)[bixbr;]+ es cero si sgn(b;,) # sgn(by;). En este caso la
afirmacion ya sigue. Entonces podemos presumir sgn(b;;) = sgn(b;). Observa

dibiby; = —dib;br; = d;br;bjk
Nota que sgn(by;) = —sgn(bjx), entonces:
—djbji + sgn(bix) [dibirbrjl+ = —djbji — dj sgn(bjx) [bribjr] + = bl

3. Denotamos uy(BT) = (b7;)1<i,j<n- Hay que mostrar que bj; = b;. El caso de k € {3, j}
es claro. Sea entonces k ¢ {i,j}:

by = bj; + sgn(bly ) [bibk;]+ = bji + sgn(bri) [bribje] + = by

O]

Ejercicio 2.11. Prueba las afirmaciones 2. y 4. de la Proposiciéon m (recuerda los Ejerci-

ciosy.
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2.2.1. Equivalencia de matrices

Extendemos las nociones de a matrices.

Definicién 2.25. Dos matrices (extendidas) casi-simetrizables B y B’ son equivalentes bajo
mutacion si existe una secuencia de mutaciones (eventualmente combinada con una permu-
tacion del estilo (2.3)) que transforma B a B’. Denotamos como [B] la clase de equivalencia
de B.

Se saben pocas cosas sobre lo que tienen en comiin las matrices de la misma clase de
equivalencia. La siguiente Proposicion se encuentra como el Lema 3.2 en [BFZ05].

Proposicion 2.26. El rango de una matriz extendida casi-simetrizable B es invariante bajo
mutacion. Si B es una matriz cuadrada, también el determinante es una invariante.

La prueba de la proposiciéon es tema del Ejercicio [2.12

2.2.2. Ejercicios

Ejercicio 2.12. En este ejercicio probamos la Proposicién Sea B de tamafio n +m X n
una matriz extendida casi-simetrizable y k € [n].

1. Muestra que para cualquier signo € € {1, —1} la formula de la mutacion (2.4]) es

/o
bij = {bij + [—€bik| +bij + bik[ebrj]l4+, por lo demas.

2. Sea 1, la matriz de identidad de tamano ¢ x £ y Eﬁj la ¢ x f-matriz elemental cuya

tnica entrada no cero es un 1 en la posicion (7,7). Definimos Jpp = 1y — 2E,€k y
Ci = (¢ij)1<i,j<n+m la matriz cuya tnica columna no cero es la columna k con entradas
cik = [—€bikl+ ¥y Fr = (fij)i<ij<n la matriz cuya tnica fila no cero es la fila k con

entradas fi; = [eby;]+. Verifica que

tk(B) = (Jmgnsk + Cr) B (Fi + Jnsk)- (2.7)

3. Deduce que rang(B) = rang(ux(M)).

4. En el caso que m = 0 deduce que B := B y ju(B) tienen el mismo determinante.

2.3. Semillas y su mutaciéon

En esta seccion finalmente vamos a definir el dlgebra de conglomerado. La fundacion es la
definicion de una semilla de la cuél junto con su mutacién ¢receiin algebra de conglomerado.
Hasta ahora vimos la mutacién de carcajes y matrices que cuentan como la informacién com-
binatoria subyacente de un algebra de conglomerado. Una semilla se puede entender como una
mejora de un carcaj o una matriz que lleva adicionalmente informacién algebraica.

Sean m,n € Z>o y F el campo de funciones racionales en m + n variables sobre C (o Q).

Definiciéon 2.27. Una semilla etiquetada en F es un par (X, B) donde
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1. x = (x1,.. ., Tn, Tntl,s .- Tnim) €s un tuple de n + m elementos algebracimente inde-
pendientes en F (es decir, F = C(z1,...,Tntm));

2. B = (bij)1<i<nt+m,1<j<n €S una matriz extendida casi-simetrizable.

El n+m-tuple % se llama el conglomerado extendido (etiquetado) de (%X, B) y el n-tuple x =
(z1,...,2y) es el conglomerado (etiquetado) de (X, B). Los elementos 1, ..., x, se llaman
las variables de conglomerado y los demas elementos z,41,...,Tntm son las variables
congeladas. La matriz B se llama la matrix extendida de intercambio y su submatrix
B = (bij)i<i,j<n se llama la matriz de intercambio.

Una alternativa a las semillas etiquetadas son las semillas no-etiquetadas. Veremos
un ejemplo que muestra en que consiste la diferencia. Las semillas también tienen su propia
mutacion: ya vimos que pasa con una matriz extendida bajo mutaciéon (o con un carcaj). Lo
que nos falta entonces es el comportamiento de las variables de conglomerado y las variables
congeladas.

Definicion 2.28. Sea (X, B) una semilla extendida como en la Definicién ~y k € [n]. La
mutacion en la direccién k de la semilla (X, B) es ug(x, B) := (ur(X), ur(B)) donde:

L pe(X) = (2,...,27,4,,) es dado por x = x; si i # k y xj, se determina de la siguiente
relacién de intercambio

n+m n+m
TR, = H abik 4 H a; bk (2.8)
i=1,b;,>0 i=1,b;,<0

2. ux(B ) es la mutacion de la matriz extendida casi-simetrizable como en la Deﬁniciénm

Recuerda que las entradas de la matriz B= (bij)1§i§n+m,1§j§n satisfacen d;b;; = —d;bj;
para 1 < 4,5 < ny algunos d;,d; € Z~¢. Si m = 0, es decir B = B es una matriz cuadrada
casi-simetrizable, entonces en la ecuacién podemos reemplazar b;; por by;. Si B=B (Q)
para un carcaj de hielo @ la relacién de intercambio se puede escribir como

Ty = H x; + H xj. (2.9)

i—k k—j
Si B = B(Q) simplificamos la notacién de una semilla extendida (%, Q) := (%, B(Q)).

Ejercicio 2.13. Verifica que la mutacion de semillas es una involucion, es decir pug (ux (X, B)) =

(%, B).

Ejemplo 2.29. Consideramos el carcaj @ del Ejemplo entonces tenemos n =3y m = 2.
La matriz B(Q) la calculamos en el Ejemplo 2.19| Sea X = (x1,...,x5) el tuple de variables
asociado, nota que z1, T3, r3 son variables de conglomerado y x4, x5 son variables congeladas.
Calculamos p2 (%, Q) = (p2(x), p2(Q)). Usando la formula nos enfocamos en la columna
2 de la matriz B(Q) que es (1,0, —2,—1,1)7. Entonces

/ 2
ToTy = T1X5 + T3T4.
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Si usamos la formula (2.9) contamos dos flechas que van hacia al vértice 2 que vienen de los
vértices 1y ; y tres flechas que salen de 2, uno va asi a v los dos demas a 3. El carcaj
p2(Q) se encuentra ya en el Ejemplo Entonces tenemos

S IN
2 (X, Q) = <($17%ﬁmw3,$4,$4), 1+—2—|5] )
N\ ]

Recuerda el arbol n-regular T,, que vimos en §2.1| (ver Figura . Los vértices de T,, no

solo parametrizan los carcajes que son equivalentes bajo mutacién pero también las semillas.

Definicién 2.30. Un patrén de semillas es una biyeccion entre los vértices del arbol n-
regular T,, y semillas (X(t), B(t))ter, tal que sity ' son conectados con una arista etiquetada
con k (es decir t — k —t' en T,,) entonces ux(x(t), B(t)) = (x(t'), B(t")).

Lema 2.31. Un patron de semillas es determinado de manera tnica de la asignacién de una
sola semilla a un vértice de T,,.

Prueba. Sea P, = (X(t), B(t))ier, un patron de semillas y 0 € T, un vértice. Vamos a
probar que (%(0), B(0)) determina todas las demas semillas (%(t), B(t)) de manera tnica por
induccion sobre el ntumero n; de aristas entre 0 y ¢. Para n; = 1 tenemos una k € [n] tal que
1k (%(0), B(0)) = (X(t), B(t)). Si ny > 1 existe un camino tnico de 0 a t en T,,. Empezando en
0 sean ki,...,ky, las etiquetas de las aristas del camino. Entonces, por definicién la semilla
(%(t), B(t)) se obtiene de (%(0), B(0)):

(X(t), B(t)) = pty, © -+ © iy, (X(0), B(0)).
O

Una semilla inicial es una semilla que se asocia a un vértice del arbol T,, para determinar

un patron de semillas como en el Lema 2.31l Se denota sg := (%(0), B(0)) para 0 € T,

Ejemplo 2.32. Para n = 2 los vértices del arbol 2-regular estan en biyeccién con los ntimeros
enteros:

-1 0 1 2 3 4 5 6

Asociamos un patron de semillas fijando la semilla ((z1,22),1 — 2) en t = 0 y calculamos las
semillas obtenidas de ella bajo mutaciones:

2 1 2 1 2 1 2
=1 0 1 2 3 4 5) 6 -
Qt): 1+ 2 1—-2 12 1—-2 12 1—2 12 1—2
. 1+z 1+z 1+z 14z
a0 D R B afa 2 2o
. T11TIT2 r1+I
xo(t) : o T2 T2 P, . 1 T o

28



Las expresiones de x1(3) y x2(4) son sorprendentes como involucran la disivién por —1';?’2 y

sitzatl - Aqui los calculos:

T1T2
taot1

2(3) = 362(2)—&-1_%3;22“4‘1_@19:32 +1)$1_961962+961+$2+1_1+x1

! (2 1?;% N 1+ x9 B (14 z2)xo 1

$(4) _ x1(3)+1:%+1:x1+x2+1. T1T2 —

2 72(3) Titzatl ) r1+w2+1 !

122

Recuerda el Ejemplo del patron de friso con dos filas no triviales con variables iniciales
z1 = 21(0) y 2 = x2(0). Para las demas variables x3, x4, ... calculamos expresiones en x1, zo
que aparecen en nuestro patrén de semillas:

x3 =w1(1), 4 = 22(2), x5 = 21(3), w6 = x2(4) = 21(0), z7 = x1(5) = 22(0).

Observa que tenemos z1(0) = 1 = z2(5) y 2(0) = 22 = z1(5). Ademas los carcajes Q(0) y
Q(5) son iguales. Es decir, bajo una permutacion de las etiquetas las semillasent =0y t =5
son iguales. Esta observacién motiva la Definicion abajo. En particular, nuestro patrén
de semillas tiene la misma 5-periocidad que el patrén de friso.

Ejercicio 2.14. Calcula mas mutaciones de las semillas en el Ejemplo hasta que encuen-
tras el primer ¢ < 0 y el primer ¢t > 0 con Q(t) = Q(0) y x(t) = x(0). Muestra que todas las
variables de conglomerado ya aparecen en las semillas asociadas a los vértices ¢ € [0, 4].

2.3.1. Algebras de conglomerado

Finalmente podemos definir un algebra de conglomerado.

Definicion 2.33. Sea P, = (X(t), B(t))ier, un patron de semillas y sea X = User, x(?) la
coleccion de todos los conglomerados del patron (sin las variables congeladas). El algebra de
conglomerado asociado al patrén de semillas es

A’Pn = (C[:Un-f—l) cevy xn-‘rm][X} - F;

la C[zp+1, - - -, Tnym]-subalgebra de F generada de todas las variables de conglomerado X C F.
Maés precisamente A es dicha subélgebra con un patréon de semillas fijadas en ella.

Proposicion 2.34. Sea P, = (X(t), B(t));er, un patron de semillas y 0 € T, un vértice. La
definicion del algebra de conglomerado Ap, solo depende de la matriz B(0).

Prueba. Sea sy = (%(0), B(0)) la semilla inicial que determina el patrén P, como en el Le-
ma [2.31] Entonces, Ap, solo depende de la semilla inicial. Para ver que realmente solo de-
pende de la matriz inicial tomamos otra semilla s = (11(0), B(0)) que tiene la misma matriz
B(0) que s pero un conglomerado distinto. Sabemos que tal @(0) = (u1, ..., Up1m) cOMO
x(0) = (z1,...,Tnt+m) son bases trascendentes del campo F. En particular tenemos un auto-
morfismo del campo

o: F=C(x1,...,Tntm) = Clur, ..., Untm) = F, @+ u;
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que al mismo tiempo es un isomorfismo de C-algebras. Falta mostrar que ¢ manda el conjunto
de variables de conglomerado X al conjunto de variables de conglomerado U := J,cp u(t).
Procedemos usando la misma induccién que en la prueba del Lema sobre la longitud n;
del camino tnico en T,, del vértice inicial 0 a un vértice t. ]

Dado la Proposicion nota que X := (J,er, x(t) = U x(t) para cualquier semilla inicial

s del patréon de semillas en T),.

50~5¢

Ejercicio 2.15. Dada una semilla inicial sy = (%(0), B(0)) definimos el conjunto X :=
Us,~s, X(t) donde s; = (x(t), B(t)) es cualquier semilla que se obtiene de sg de una secuencia
finita de mutaciones. Sea P, el patron de semillas dado por sg. Entonces,

Ap, = C[X] C F.

Las algebras de conglomerado de la Definicién [2.33] méas precisamente se llaman algebras
de conglomerado de tipo geométrico sobre C[z,,11, ..., Zntm]. En el capitulo sobre semi-
campos y dualidad vamos a ver generalizaciones que explican el uso de la palabra geométrico.
Podemos cambiar el anillo C[zy41,. .., Zntm]| de varias maneras: podemos cambiar el campo

C por R, Q o hasta Z; también podemos usar polinomios de Laurent C[$TiL—i1-17 att | que

»n+m
hacen que nuestras variables congeladas sean unidades en F lo cual puede ser una propiedad

deseada.

Ejemplo 2.35. Continuamos con el Ejemplo Bajo las observaciones que se prueban en
el Ejercicio sabemos que

_ 1+zo 1421 z1+zo+1
X = {1, o, oo, s mmptt

Entonces el algebra de conglomerado asociado a este patréon de semillas es

A=C [ml,@ Lty LL@H] C Cla1, 2).

T TjTY

En particular, vemos que A C (C[xfl, :1:351] Esta observacion es un primer ejemplo de lo que

se llama el fenémeno de Laurent lo cual vamos a probar en el siguiente capitulo.

El ejemplo muestra que para calcular el conjunto X de todas las variables de conglomerado
no necesariamente tenemos que considerar todos los vértices del arbol n-regular. En general,
X va a ser un conjunto infinito (excepto los casos que vamos a estudiar en la clasificacion
de las algebras de conglomerado de tipo finito). Pero si X es un conjunto infinito eso no
necesariamente implica que el dlgebra de conglomerado no es finitamente generada. Vamos a
ver un ejemplo en el capitulo sobre las Grassmannianas.

Definicion 2.36. Una semilla no etiquetada es una clase de equivalencia de semillas etique-
tadas {(xP, BP), }pep que satisface lo siguiente: para cada p,q € P existen dos permutaciones
m €Sy y T €5, tal que

1. m(2?) = 2! para todos i € [n];

p

2. mo(m,,

) = x}},; para todos j € [m];

3. (7r1,712)3p7r1 = B (como en el Lema [2.20)).
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Si (%P, BP) y (%9, BY) son dos semillas etiquetadas en la misma clase de equivalencia escribimos
= (X

(XP, Bp) 4. B).

Nota que para la definicién del algebra de conglomerado es suficiente trabajar con semillas
no etiquetadas. Las nociones de semillas no etiquetadas nos da una relacién de equivalencia
en el arbol n-regular:

Definicion 2.37. Sea {(X(t), B(t))}ser, un patron de semillas. Definimos la relacion de equi-
valencia en los vértices de T,,:

t=t siysolosi (x(t),B(t) = (x(t'),B(t))

La grafica inducida de T, cuyos vértices son las clases de equivalencia [t] y cuyas aristas
corresponden a la mutacion se llama la grafica de intercambio del patrén de semillas (o del
algebra de conglomerado).

2.3.2. Ejercicios

Ejercicio 2.16. Definimos una relaciéon de equivalencia alternativa en el drbol n-regular. Sea
{(x%(t), B(t)) }teT,, un patron de semillas. Definimos

t=1t siysolosi (%(t),B(t) = (x(t'),B(t)). (2.10)

Es decir, dos vértices t,t' € T,, estan en la misma clase de equivalencia si y solo si las semillas
etiquetadas asociadas son iguales. Llamamos a la grafica cuyos vértices representen las clases
de equivalencia de "="la grafica de intercambio etiquetada.

1. ;Cuél es la grafica de intercambio para el carcaj 1 — 2y cudl es su grafica de intercambio
etiquetada?

2. Sea Q =1 — 2 — 3. Calcula la grafica de intercambio asociada. jTe parece conocida?

3. (Coémo cambia la grafica de intercambio en 2. si consideras semillas etiquetadas? Por
ejemplo, ;qué pasa con las caras que tienen 5 vértices?

2.4. Ejemplos de rango 2

Definicion 2.38. El rango de un algebra de conglomerado es el ntimero de variables mutables
(que coincide con el namero de columnas en la matriz de intercambio o el namero de vértices
mutables en un carcaj).

En el Ejemplo vimos que sin perder de generalidad podemos suponer que una 2 X 2-
matriz casi-simetrizable tiene la forma
0 a
B = (b 0) (2.11)

para a,b € Z>q. El caso a = b corresponde a un carcaj con a flechas del vértice 1 a 2.

Ejercicio 2.17. Si a = b =0, jqué es el patron de semillas que uno obtiene de B?
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Ejemplo 2.39. El caso a = b = 1 corresponde al carcaj ) = 1 — 2. Su patrén de semillas
vimos en el Ejemplo 2:32] Pero jqué pasa si agregamos vértices congelados? Con un vértice
congelado la matriz de intercambio extendido tiene la siguiente forma

R 0 1
B=[-1 0
p1 P2

donde p; € Z indica cuantas flechas hay entre del vértice congelado al vértice mutable i € [2].
Supongamos que p1, p2 sean positivos y calculamos:

1 2 1 2 1
-0 1 2 3 4 IR
~ 0 1 0 —1 0 1 0o -1 0 1 0 —1
po: () (L) Grot,) (e (Gis) (Le)
p1 P2 —p1 p1+p2 P2 —Pp1—P2 —Pp2 —P1 —Pp2 P1 P2 P1
Q(t): P2 + + p1 P1 P1
/N w/ N e NPT SN e/ N
1 —2 1<+—2 1—2 1+—2 1 —2 1+—2

Las matrices B(0) y B(5) son iguales bajo una permutacion como en el Lema En par-
ticular, la mutaciéon de matrices admite la misma 5-periodicidad como en el caso sin vértices
congelados. Ademaés nota que en los carcajes Q(0), ..., Q(4) aparecen todos los combinaciones
posibles para los signos de p1,ps. Es decir, si empezamos con pi,pe que no son positivos la
mutacién sigue 5-periodica.

La variable congelada, la llamamos y, tiene un impacto en las expresiones de x1(t), z2(t)
para t # 0:

D1 +$2 D1 —|—:U2 _|_x1 P1+p2 1 _|_x1 D2
TR =Y Y 53 = — Y p0(d) =21, 21(5) = 2.

1
1'1( ) il 12 i)

iTambién el patron de semillas tiene la misma 5-periodicidadj Solo hay 5 semillas no-etiquetadas
distintos.

Ejemplo 2.40. El siguiente caso donde B representa un carcaj es a = b = 2. El carcaj
asociado se llama el carcaj de Kronecker:

1==2

Para simplificar la notacion vamos a escribir x1(0) = z1,22(0) = x2 y para j impar x1(j) =
Tj41 0 para j par x2(j) = xj42. Es decir, 21(1) = x3,22(2) = x4, 21(3) = x5,.... Con el pro-
grama MutationApp definimos el carcaj y activamos el calculo de los variables de conglomerado
(Cluster—Activate— X -variables). Luego empezamos con la mutaciéon en la direccion 1.
El programa nos dice

1+ a3 1+ 2% + 223 + z3 1+ 227 + 27 + (3 + 2a%)x3 + 3u5 + 25
Ta = , Ty = , Ty = )
ST 222, ° 2302
26 — 1+ 322 + 321 + 2§ + (4 + 623 + 22)23 + (6 + 322)z3 + 42§ + 25
= 13 b
LT
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Las expresiones para las variables x7, xg, ... ya son tan largas que no se pueden escribir en una
sola fila, pero siguen polinomios de Laurent en x1, 2. Observamos que hasta este momento el
patron de semillas no es peridédico y veremos en la clasificacién del tipo finito que realmente
no lo es.

2.4.1. Ejercicios

Ejercicio 2.18. Continuamos con el caso que la matriz B definida en (2.11)) no corresponde
a ningun carcaj. Es decir, a # b. Seguimos con la notacién como en el Ejemplo Las
variables de conglomerado satisfacen la relacion de intercambio

i +1 sik esimpar,

Tp_1% = .
k—1k+1 {:z:Z%—l si k es par.

1. Sea a =1y b= 2. Calcula el patron se semillas. ; Es periodico?

2. Considera la matriz extendida de intercambio

B 0 1
B=[-2 0
b1 P2

para p1,p2 € Zsg y repite el calculo del patréon de semillas.

3. El fené6meno de Laurent

Observamos en los ejemplos que todas las variables de conglomerado se pueden expresar
en las variables de la semilla inicial como un polinomio de Laurent. Esta observacion es uno de
los resultados mas importantes sobre la estructura de las dlgebras de conglomerado: se llama
el fendmeno de Laurent y fue probado por Sergei Fomin y Andrei Zelevinsky en su primer
articulo sobre las algebras de conglomerado [FZ02]. En este capitulo vamos a ver la prueba.

Teorema 3.1 (El fenomeno de Laurent). En un algebra de conglomerado (de tipo geométrico)
cualquier variable de conglomerado se puede expresar como un polinomio de Laurent con
coeficientes enteros en las variables de cualquier otra semilla extendida.
3.1. Preparacion

Fijamos la siguiente notacién:

1. n,me ZZO’

2. 0 € T,, es un vértice arbitrario,

(%(0), B(0)) es la semilla inicial,

-~ W

B(0) € Z(tm)*" g 1a matriz de intercambio extendida inicial,
5. %(0) = (21, ...,Zp+m) es el conglomerado extendido inicial,

6. A(B(0)) es el algebra de conglomerado asociado.
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Lema 3.2. Sea I C {n+1,...,n4+m} un subconjunto de las direcciones congeladas y B(0)’ la
g(x17~~71'n+7n)

expresion de una variable de conglomerado = € A(B(0)). Entonces la variable de conglomerado
correspondiente en A(B’(0)) es

matriz que se obtiene de B(0) borrando las filas que corresponden a I. Sea z = esla

2= f(@1, . Tngm)
g(wla s ,l‘n+m)

x;=1,viel

Antes de probar el Lema lo verificamos en un ejemplo sencillo.

~ 01
Ejemplo 3.3. Sea B(0) = <_11 9 ) y X(0) = (1, 22,23, 24). Sea I = {4} y x = pi(x1) =
—2 1
x2x2+:c3 ~ Y 01 . . =,
—— en A(B(0)). La matriz B'(0) es (—11 g) y la variable correspondiente en A(B’(0)) es
= (z) = 12;1303 = xzng” it

Prueba del Lema[34 Sea t € T, un vértice tal que la semilla (X(t), B(t)) contiene la variable
x. Consideramos el tnico camino de 0 a t en T,,. Sean 0 = tg, t1,%9,...,tq_1,tq = t los vértices
enelloy ki, ko, ..., kg1, kq las etiquetas de las aristas donde k; # k;+1 para todas las ¢ € [d—1].
Es decir, el camino tiene la siguiente forma:

ta t
2 kq
’ } t k/ \kl t /
1 3 e d—1 (31)

Observa que d es el numero de aristas en el camino. Procedemos por induccién sobre d, la
distancia entre 0 y t.

d =1 En este caso v = py, (x;) para alguna ¢ € [n]. Si ¢ # k; tenemos x = z; y no hay nada
que mostrar. Entonces, supongamos que ¢ = k; y calculamos

bj; >0 b;; >0 b;;<0 b;; <0
en B(0) en B(0) en B(0) en B(0)
j€I JeI J€I J€eI
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En el algebra A(B'(0)) tenemos la variable correspondiente o’ = puy, (z;) =: 27

"

1 b e
" _ K] 5t
o= I =+ 11 =
‘ bj;>0 en B’(O) b;;<0 en B’(O)
_ = H beZ + H ‘,L,‘_bji _ f(@1, - Tnm)
Li 5 ! 5 ! i z;=1,Vjel
b;i>0 en B(0) bji<0 en B(0) =Y

J¢l

J¢l

d — d+1 Supongamos que el Lema es verdadero para cada vértice t' € T,, cuyo distancia a 0 es
d. Sea t € T,, un vértice a distancia d + 1 de 0:

o N N
1 3 t

ta—1

., &n:q las variables de conglomerado de la semilla (x(t4), B(tq))

'(0)).

Ejercicio 3.1. Sean 1.4, . - d
en A(B(0)) y .4, - -, 4 las variables de conglomerado correspondientes en A(

Por induccién tenemos expresiones
/ _ fi;d(l'la‘--ufﬁn—i-m)

CTngm)
‘ri;d -

tal que (3.2)

B xn—&-m)’ gi;d(xlv s axn—i—m) z;=1Vj€l

Para nuestra variable 2 entonces tenemos x = puy, ., (;,4) para algtn i € [n]. Si i # kgq1
no hay nada que probar. Prueba que en el caso ¢ = kg41 el Lema es verdadero usando
(3-2) y la misma idea que en la base de la induccién.

O

El Lema nos da el siguiente Corolario util (con la notacién como en el Lema):

Corolario 3.4. Si el algebra de conglomerado .:4(3(0)) satisface el fenomeno de Laurent,
entonces también el algebra de conglomerado A(B’(0)) lo satisface.

Ejercicio 3.2. Prueba el Corolario.

Antes de seguir con la prueba del fenémeno de Laurent recordamos algunos hechos sobre
funciones racionales. Sean f, g, f’, ¢’ € Q[z1,..., Ty im] entonces en Q(z1, ..., Tpim) tenemos

f_r

r siysolosi fg = f'geQlzi,...,Tnem)

Si escribimos f, g como productos de polinomios irreducibles podemos reducir en cuaciente
g cancelando factores que aparecen en el numerador y el denominador. Sea % la expresion
reducida que se obtiene y igualmente sea ]gf—: la expresion que se obtiene para ]gt—,,. En particular,
tenemos ,

f o f . 1 . P i ~ o~/

=== siysolosi f=ufyg=ug

g g
para una unidad v € Q[z1,...,Tptm). Vamos a usar las siguientes nociones para polinomios
de Laurent:
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Definicion 3.5. Sean f,g,h € Z[zE', ... 2! ]. Definimos

n+m

1. f ~ g siy solo si existe un monomio de Laurent 2% := z{* - - :Unfmm con a; € 7 tal que
f = x%g (nota que monomios de Laurent son unidades en Z[wl Yo xff}rm])
2. f=g mbd hsiysolosi f—g=ph para algiin p € Z[xl ,,Jrf}rm]

3.2. Prueba del Teorema [3.1]

Continuamos con la misma notaciéon que en §3.I} Sea x una variable de conglomerado
arbitraria en una semilla (X(t), B(t)) para algin vértice t € T,, y sea d la distancia entre 0 y
t. Es decir, estamos en la misma situaciéon como en (3.1). Procedemos con la induccion por d.

3.2.1. Base de la induccién

La base de induccién incluye los casos d = 1, 2, 3.

d =1 Tenemos exactamente n vértices a distancia 1 de 0 los cuales corresponden a una mu-
tacion. Sea k; la direcciéon de la mutacion entonces py, (x;) = x; para todas las i # ki

y
1 zk
— 1 —biky
it = [ T1 b 11 =
b\ bk, >0 biky <0
es un polinomio de Laurent en x1,...,Zy+m con coeficientes enteros.

d =2 Consideramos semillas de la forma (i(t),]?( ) = (pg, © ,ukl)(fc(O),B(O)). Si k1 = ko
aplica el Ejercicio m y tenemos (x(t),B(t)) = (%(0), B(0)). Entonces supongamos
k1 # ko y tenemos

x(t) = %(0) \ {hy, Try } U {2y, 7,
donde x§i‘1 = MKk (xkl) y x;cg = Hko (Nkl (xkz))
+1 ]

Ejercicio 3.3. Muestra que xkl y $k2 son elementos de Z[:Ul e Tl

d =3 Sean ki, ko, k3 las etiquetas de las aristas en el camino de 0 a . Si los k; son distintos
tenemos

ﬁ(t) = )~((0) \ {xklv‘xkzvxks} U {x/kuxlky mlkg}
con Ty, = gy (Thy )y Thy = by (ke (Thy)) Y Ty = e By (B (Th5))-

Ejercicio 3.4. Verifica que se reduce al argumento del caso d = 2.

Si k1, ko, k3 no son distintos, solo el caso k1 = k3 es de interés, pues si k1 = ko 0 ko = k3
se reduce al caso d = 1. Nota que sin perder de generalidad podemos suponer ky < ks.
Tenemos

i(t) = 5((0) \ {kaku} U {xszlklz}

con . = gy (Thy ), Ty = Py (g (Thy)) ¥ T, = ey by (27,,)). Observa que puy, (v7,,) =
:J:f,€ y esta variable se encuentra en una semilla de distancia d = 2 de 0. Entonces,

€ Z[$1 Lot

), miml- Falta verificar que x| € Zlat', ... 2,,). Sean B(0) =

2
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(bﬁj)ij,é(tl) = ur, (B(0)) = (bij) v B(ts) = pi,(B(t1)) = (b7;) las matrices de inter-

cambio extendidas relevantes.

En general hay dos casos: by ;, =0 =10bg,, 00} ;. b7, <0.Observa que en el primer

Caso ik, O [k, = [k, © [k, ¥ se reduce al caso d = 1. Entonces nos enfocamos en el caso
kiks Dok, < 0. Gracias al siguiente ejercicio podemos suponer sin perder de generalidad

que by 1, <0y by, >0:

Ejercicio 3.5. Muestra que las variables de conglomerado de A(B(0)) y de A(—B(0))
son iguales.

Para cada indice mutable j € [n] definimos

n+m bo
- ij +1 +1
PJ.—Hxi +1eZlzy, ...,z
i=1
Recuerda la equivalencia ~ para en Z[mfl, . ,xfim] de la Definicion Calculamos:
1 b3k —b3, Py b3 Py
A DUERE Il o | R e
1\ be, >0 b2, <0 ke <o k1
K1 wR1 tR1

Observamos: si by, ;. < 0 entonces by, < 0y b, > 0 que implica b}, < 0. De la
misma manera como en (3.3)) podemos concluir:

1 b —b
1" / ikq
Ty ~ (w},) F2k H z; +1 (3.4)
k1 b, <0siFk
Ahora para concluir que zy € ZizE, ... ,:v,jf}rm] es suficiente verificar que es divisible

por x;ﬂ. Lo cual se traduce a verificar que
AN b ’
(2h,,) *2k1 H z,; ' +1=0 moéd Py,. (3.5)
by, <0,ikz

Para xﬁﬁ obtenemos lo siguiente usando la relacion de intercambio y by, < 0:

1 b 1 _ —bigy B3 —br sk 3
x?ﬁ?g_g H x, " = g PRk H x; 2 P12 =0 méd Py,. (3.6)

[ 1 ? 1
T .
2 bikg >0 2 bik2 <0,1#£j

Y lo podemos usar para verificar (3.5). Calculamos méd Py, :

1 b;€2k1
/ - (3-6) b, —b,
CARLTNE | B [T = [T o™+
) Tk )
by, <Osizka 2 by >0 by, <0i#ka
broky biko bkok, Vi,
= T, H x; H z; +1=:(%)
bikg >0 b/ikrl <0,i§£k2
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bikl +bzk2 bk2k1 si bikQ >0

. I o ;o
Recuerda la mutacion de matrices: by,i, > 0 implica que by, = { bik, Si by, <O 0 i=ks °

Entonces, continuamos
b;
) =[]z +1=P, =0
i
y eso es justo lo que queriamos mostrar. En particular, probamos el fenémeno de Laurent
para d = 3.

3.2.2. Paso de la induccion

Sea t a distancia d de 0 como en (3.1). La hipotesis de la induccion es la siguiente:

Hipotesis: Cualquier variable de conglomerado = € A(B(0)) en una semilla que corresponde
at € T, es un polinomio de Laurent con coeficientes enteros en las variables de cualquier otra
semilla que corresponde a tg € T,, que tiene distancia < d —1 a t.

Sean k1 y ko las primeras dos etiquetas en el camino de 0 hacia ¢. Distinguimos dos casos:
bkle = bkzkl =06 bklkzbkzkl < 0.

Caso 1. Sea bk, = bg,r, = 0. Entonces pg, o up, = fk, o pr v las semillas (X(t2), B(t2)) =

2k1
i © g, (X(0), B(0)) y pug, © ux((%(0), B(0))) son idénticas. Sea t,t, € T, tal que

)k

14} ty

k/ tH
ko K kg

0 }t / 2\1 /
1 3

ta—1

t

donde ta = t}, bajo la relacion de equivalencia (2.10). Nota que t; y ¢} estan a dis-
tancia d — 1 de t. Entonces, por la hipétesis de la inducciéon x es un polinomio de

Laurent en las variables x(t1) y X(#]). Sea x(t1) = (%1,..., %} s+, Tnim) ¥ X(t]) =
M{+M]
(1, Thys s Tngm) CON T = figey (T, ) = Ml%lMQ Y Th, = i (2h,) = =5 = donde

My, M son monomios en las z; con i # ko y M{, M son monomios en las z; con i # k.
Tenemos las dos expresiones para x:

f(xlw"ax;gla"'vxn-i-m) f/(x:l?"‘?l.;{;z?"'?xn'f'm)

xr = y T = -
g/(xlu"'vkuV'wIn-i-m)

g(wl,...,le,...,xn_,_m)

donde f, f’ son polinomios con coeficientes enteros y g,¢’ son monomios. Substituimos
: / /.
las expresiones de xy , z}

T1yeno, @ Nz, ...,
T = fO( 1, 3 n+m) vy r= . fO(/ 1/7 : ) n—i—m) (37)
(Ml + MQ)agO(xla s 7$n+m) (Ml + M2)a go(xla g 7xn+m)
donde fo, f{, son polinomios con coeficientes enteros en x1, . . ., Zp4m, 9o, gj SON MONOMIOS

y a,a’ € Z>p. Observamos que las reducciones de las dos expresiones necesariamente son
idénticas. Siz = e(“ix"*mg es la reduccion, entonces cada factor irreducible de d divide
m

d(xlv--wxn
los denominadores en (3.7)). Nota que los denominadores en (3.7]) ya estan escritos como
productos de sus factores irreducibles, pues ni My, My ni M], M} tienen variables en
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Caso 2.

3.3.

comun. Si logramos mostrar que My + My y M| + M} son coprimos, entonces ninguno
de los dos puede ser factor irreducible de d. En particular, en este caso d es un monomio
y la reduccion tiene la forma deseada.

Ejercicio 3.6. Prueba que los binomios My + My y M] 4+ MJ son coprimos (es decir,
no tienen factores irreducibles en comun) para terminar la prueba del Caso 1. Tipp:
Recuerda el Lema [3.21

Sea by ;. 0p.r, < 0. En este caso pk, y pk, no conmutan. Continuamos con la misma
notacién que en la base de la induccién con d = 3. Recuerda que sin perder de generalidad
tenemos by ;. < 0y by, > 0. Igualmente vamos a suponer que k1 = k3, pues en otro
caso se reduce a la situaciéon de d — 1 y usando la hipétesis de induccién no hay nada
que mostrar (ver el argumento en el caso d = 3).

Ejercicio 3.7. Muestra que la variable a:;gl es coprimo a las variables :Ef,€2 y mzl (es
decir, como polinomios de Laurent en x1, ..., Zp4+m no tienen factores en comun). Tipp:
Podemos suponer que existen dos filas con indices p; y p2 en B(0) tal que bp,i = Oiky ¥

i = Oiky (Corolario [3.4).
. / / "
1. Calcula las expresiones de z}_, x} , 2y .
2. Muestra que zj y ¥}, son irreducibles.

3. Verifica que z/ evaluado en x,, = 0 es coprimo a z}_ evaluado en x,, = 0.
k1 p2 k1 P2

Con eso podemos terminar la prueba: alargamos la matriz B (0) con dos filas que corres-
ponden a las dos variables congeladas Tp+m+1 ¥ Tntm-2. Sean

ntmtli =0 Ak Y bnm2i = i# ko

Por la hipotesis tenemos expresiones para la variable x en X(¢1) y x(t3). Las tnicas
: oed / / 1
variables de esos conglomerados que no aparecen en X(0) son zj_, ;v @ . Sean

 Ai@ne i) _ S Taim)

(@) (@,)0 ()
las expresiones de = en X(t1) y X(t3), es decir fi, f3 € Z[:L'icl, .. ,:Uff}rm] Ya vimos en
el caso d = 3 de la base de la inducciéon que z) , 7 ) € ZizE, ... ,xff}rm] Ademaés,

gracias a la afirmacién sabemos que xﬁﬂ es coprimo a l‘;w y x’k’l. Pues con la misma idea
que en el Ejercicio [3.6| concluimos a = b= ¢ = 0.

Comentarios

Si nos fijamos otra vez en todos los ejemplos que hemos visto de patrones de semillas
(Ejemplo Ejemplo Ejemplo y el Ejercicios uno se puede dar cuenta que
las expresiones de las variables de. conglomerado en una semilla inicial no solo son polinomios
de Laurent con coeficientes en Z, pero mas bien con coeficientes en Zx>q. Esta observacion
fue formulada por Fomin y Zelevinsky como la conjeture de la positividad en su cuarto
articulo [FZ07]:
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Conjeture 3.1 (Conjetura de la Positividad). En un algebra de conglomerado (de tipo geo-
métrico) cualquier variable de conglomerado se puede expresar como un polinomio de Laurent
con coeficientes enteros positivos en las variables de cualquier otra semilla extendida.

Desde el ano 2001 muchos matematicas han intentado probar la conjetura con métodos de
la teoria de representaciones y la teoria de categorias, pero ninguno de esos intentos resolvio el
problema. En el anio 2012 los ocho matemaéticos francés C. Amiot, B. Bertrand, E. Brugallé, V.
Fock, I. Itenberg, B. Keller, B. Leclerc, J.-J. Risler, V. Kharlamov. del area decidieron organizar
una escuela de verano en Paris con el tema geometria tropical y &lgebras de conglomerado.
Entre los seis exponentes de mini-cursos hubo Fomin, Mark Gross (trabajando en geometria
tropical y biracional) y Maxim Kontsevich (medallista Fields trabajando en fisica teorica como
la simetria especular).

En esas semanas Kontsevich vio por primera vez la definicién de un algebra de conglome-
rado y los chistes dices que al final de las dos semanas el entendi6 como se puede probar la
conjetura de la positividad. El resultado es lo siguiente:

Teorema 3.6 (Positividad del fenomeno de Laurent). Cada variable de un éalgebra de conglo-
merado (de tipo geométrico) es un polinomio de Laurent en las variables de cualquier semilla
con coeficientes enteros positivos.

Sus métodos siguen la teoria de Fock y Goncharov que usan la estructura de conglomerado
para definir espacios. El algebra de conglomerado en este contexto es un algebra de funciones
en la variedad de conglomerado. Resulta que las variedades de conglomerado son variedades
log Calabi—Yau (es decir tienen una forma de volumen que no se anula en ninguna parte) lo
cual da acceso a la maquinaria de la simetria especular que usan para probar el teorema.

3.3.1. A-Variedades de conglomerado

Revisamos brevemente la definicién de una variedad de conglomerado.
Definicion 3.7. Los datos fijos I se refieren a la siguiente informacion
1. una latiz N con una forma casi-simétrica
{}: NxN—Q;
2. una sublatiz mutable Ny, C N que es saturada (es decir, para cada k € Zsgyn € N:
kn € Nyut = 1 € Nmut);

3. un conjunto de indices I cuyo cardinalidad es el rango de N y un subconjunto I,y;cuyo
cardinalidad es el rango de Nyut;

4. enteros positivos d; para ¢ € I con minimo multiple en comin 1;
5. una sublatiz N° C N de indice finito tal que {Nyut, N°} C Z y {N, Npput N N°} C Z;

6. definimos las latices duales M := Homyz(N,Z) y M° := Homy(M,Z)

40



Dado los datos fijos I' definimos los datos de una semilla como una tupla s = (e; : i € I)
tal que {e; : i € I'} es una base de N, {e; : i € Iy} es una base de Ny, v {die; : i € I} es
una base de N°.

Los datos fijos juntos con los datos de una semilla es informaciéon equivalente a una semilla
como la conocemos. Para entender la conexion definimos otra forma bilineal (no casi-simétrica):

[:]s : N XN —=Q como [ee;ls =€ :={eie;}d;. (3.8)

Nota que {e;, e;}d; = {e;, dje;j} € Z si e; € Nyt porque dje; € N°y { Ny, N°} C Z segiin
la Definicion [3.7]5. Sea |Imut| = n y |I| = n + m, entonces

—— nx(n+m
€5 = (€ij)ichmuger € 20,

Ejemplo 3.8. Sea N = 72, [ = {1,2} = Iy v d1 = 2,ds = 1. Fijamos la forma dada de la
matriz (91 (1)) con respecto a la base estandar {ej1,ea} de N. Si nuestros datos de la semilla

son s = (e1, e2) podemos observar que N° tiene base {e1,2e2} y N° # N, lo cual pasa siempre

si existe una ¢ € I tal que d; # 1. Calculamos €19 = {e1,e2}da = 1y €21 = {ea,e1}d; = —2
entonces
(0 1
es=(_o9 o)
Si tomamos s = (e; + 2e9, —e; — 3ez) calculamos €19 = {e1 + 2e3,—€; — 3ea}ds = =1y

€21 = {—e1 — ez, e1 +2e2}d; =2

. 0 -1

S \2 0 )
De hecho para cualquier base de Z? obtenemos la misma matriz asociada =e;.
Lema 3.9. La n x n-submatriz cuadrada de € es una matriz casi-simetrizable.

Prueba. Para i,j € Iy calculamos die;; = di{e;, e dj = —di{ej, e;}d; = —djej;. d

En particular, si definimos la matriz transpuesta By := ¢! es una matriz casi-simetrizable

extendida como la conocemos. Para recuperar las variables de conglomerado pasamos primero
a la latiz dual: sea {e} : i € I} la base dual de M y definimos

fi=d; el (3.9)
Para el emparejamiento dual usamos la notacion (-,-) : N x M° — Q. Pues (d;e;, fj) = dsj,
entonces { f; : i € I} es una base de M° que es dual a la base {d;e; : i € I} de N°. Para obtener
las variables de conglomerado como las hemos visto introducimos la siguiente notacién de la
geometria torica:

n+m
2Pi=alt o abnit para p= Z pifi € M°. (3.10)
=1

En particular, identificamos z/i = ;. A los datos fijos ' y los datos de la semilla s asociamos
entonces la semilla (X4, Bs) donde

%s = (211, 20y y By =€
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Ejercicio 3.8. Muestra que existe una correspondencia entre las semillas en el sentido de la
Definicién y los datos semillas con los datos fijos. Es decir, dado un semilla (%, B) muestra
que nos da los datos fijos y los datos de una semilla. Cuidado: Nota que en el contexto
geométrico tenemos n + m multiplicadores d; y en el contexto algebraico solo n.

Convencion: Para simplificar la exposicion en esta seccion fijamos los datos fijos I con d; = 1
para todos los ¢ € I. En particular, la submatriz cuadrada de € es casi-simétrica. Algebraica-
mente, estamos en el caso donde la matriz B viene de un carcaj. Nota que también implica

N°=N,M°=M,f; = e’

Recuerda que una latiz es un Z-moédulo con la accion para k € Z>( y p en la latiz definida
como k.p :=p—+---+ p donde la suma tiene justo k sumandos y —k.p := k.(—p). A la latiz N
asociamos un toro algebraico:

TN — N ®Z (C* ~ (C*)n—i-m

La latiz N se llama la latiz de cocaracteres de Ty y su latiz dual M es la latiz de
caracteres de T . Las caracteres p € M corresponden a funciones x? : Ty — C*. Si tenemos
una base {f1,..., fn+m} de M podemos calcular los valores de los caracteres explicitamente:
si p= Y"1 pif; entonces

XP(ts -y tppm) =t - thmdm € CF,

n+m

Note que el imagen del punto es un monomio de Laurent en las coordenadas del toro.
Resulta que todas las funciones (algebraicas) del toro T son combinaciones algebraicas de los
caracteres, pues son polinomios de Laurent en las coordenadas. El anillo de funciones del toro
Ty se denota C[M] y dado la base {f1,..., fntm} de M lo identificamos

3.10
CIM] = Cl=h, ..., i) €D gt o1
con el anillo de los polinomios de Laurent en las variables x1,...,Zp4m. En términos de la

geometria algebraica tenemos T = Spec(C[M]). Es decir, (como conjunto) Ty es el conjunto
de todos los ideales primos del anillo C[M]. Nota que tal T como C[M] son independientes de
cualquier base de N (o M), pues son independientes de los datos de la semilla s = (e; : i € I).
Pero los datos de una semilla s nos dan una base para N, una base dual para M que en
torno nos da coordenadas del toro. Si estamos pensando en el toro T junto con un sistema
de coordenadas obtenidas de s escribimos Ty .

Definicién 3.10. Dado los datos de una semilla s = (e; : @ € I) y un indice k € Iy definimos
la mutacion en la direccion k como los datos de una semilla px(s) = (e : ¢ € I) donde

¢ = {ei + [Z’“]+e’f irk (3.11)
—Ck

Ejemplo 3.11. Continuamos con el Ejemplo es decir N = Z2, I = Iy, di = 2,dy = 1
y la forma dada por (% §) con respecto a la base estandar {e1, ez} de N. Para s = (eq,€2) y

calculamos
p(s) = (—er,e1+e2) vy p2(s) = (e, —e2).
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Las matrizes asociados €, () se obtienen de u(s) como lo vimos. Calculamos para f1(s):
{—e1,e1 +ea}ds = —1,{e1 + ez, —e1}dy = 2; y para pa(s): {e1, —ea}ds = —1,{—ez,e1}d; = 2.

Entonces,
0 -1
Cua(s) = Cpa(s)) =\ ¢ | = "6

Si empezamos con s = (e1 + 2eg, —e1; — 3e2) obtenemos
p1(s) = (—e1+2ez,e1+e2) y  pa(s) = (e1 + 2eq,e1 + 3ea),

y no es dificil verificar que otra vez €, (s) = €,,(s) = —€s. Notamos que en todos los casos L (s)
es otra vez una base de N y las matrices asociados coinciden con la mutacién de la matriz €.

Ejercicio 3.9. Sean los datos fijos I' arbitrarios (no necesariamente con d; = 1) y sean
s = (e; : i € I) los datos de una semilla:

1. muestra que py(s) = (€} : i € I) son datos de una semilla;

2. verifica que la matriz €,, (s con entradas €;; := {e], €;}d; es igual a la matriz uy(e;) =
(e;’]) que se obtiene de €5 bajo la mutacion de la matriz en la direccion k (como la vimos
en (2.6), es decir:

"o —€ij ked{ij}
KA {ﬁij + sgn(eir)[€inerj]+  lo demés (3.12)

Lema 3.12. Sean s = (e; : ¢ € I) los datos de una semilla y {f; : i € I} la base dual de M.
Para la mutacion de los datos de la semilla i (s) = (e : ¢ € I) la base {f; : i € I} asociada
cambia segun la regla:
f/ — fk + Z]EI.HHC[ Ekj]'i‘f] k=1 (313)
! fi k#1

Ejemplo 3.13. Antes de la prueba del Lema consideramos nuestro ejemplo favorito: sea
N = 7Z? con la forma {-,-} definida de (9 ;') con respecto a la base estandar {e, ez} de N.
Fijamos I = Iy = {1,2} y di = d2 = 1. Para los datos de la semilla fijamos sy = (e1, e2), en
particular eso implica que € = ((1) *01) y la matriz de intercambio asociada es B = ¢! = (91 (1))
como en el Ejemplo 2:32] En la primeras tres columnas de la Tabla [I] se encuentras la base
{e15,e25} de N, la base dual {fi, f2,s} de M y el conjunto {vis,v2s} en M para varias
semillas. Nota que los datos de la semilla no satisfacen la misma periodicidad que observamos
en el Ejemplo Para ver como se puede recuperar esta periodicidad ver el Ejemplo

Prueba del Lema[2.12 Hay que verificar que (f}, e}) = d;; para todas 4,j € I dado (f;,e;) =
0j;- Si k # j tenemos

<f]7 7,> <fj7€l [eik]+ek> = <fjvei> + [6ik]+<fj7€k> <fjvel> = Z'J'

Para j = k distinguimos dos casos: si ¢ = k calculamos

(floeh) = (—fr+ Y _[—erjle fir —ex) = (frren) + D [—eril4 (fi ) = 1
J jFk
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€1,s €2,s €s fl,s f2,s V1,s V25
50 e1 ) € bil ) —f2 Ji
111(50) —e1 e1tey | —€| —fi+ [ f2 f2 fi—fe
p2(s1) €2 —er—e | € | —fitfe —h bil —fi+fo
83 = M1<82) —€2 —€1 —€ _f2 _fl _fl f2
54 —M2(53) —€1 — € e1 € —f2 h—fa| —fit ) —f2
pi(se) | e1+e —e —€ fi fi—=f| A-f -1
56 = H2(55) el €2 € bil P —f2 S

Tabla 1: Los datos de las semillas en el ejemplo Ay, ver Ejemplo 3.13]

Si ¢ # k tenemos
(froel) = (=fut D [—enslsfiei+ el ver)
J#k

iZk > [=ensla i ei) = (frs einlren)
J#k

<fj»eﬁ:5 Lema[3.9]

[—eril+ — [ein)+ 0

O]

Ejercicio 3.10. Prueba el Lema [3.12] en el caso general donde no necesariamente tenemos
d; = 1 para todas i € I.

La relacion de intercambio (2.8)) para las variables de conglomerado se puede recuperar con
este lenguaje también. Definimos un mapeo biracional i : Tyo,s ==+ Tyo.,,, (s) POT su pullback

i C(M) — C(M), 2P 2P(1 + z%)~{ewp) (3.14)
donde p € M y vy, :={eg, -} € M.

Proposicion 3.14. Sean s = (e; : i € I) los datos de una semilla y (X, B;) la semilla asociada
con X, = (2/1,..., 2frtm). Para k € Iy sea s’ := up(s) = (€} : i € I) la mutacion de s y sea
(Xy, By) la semilla asociada con %y = (2/1,..., z/n+m). Entonces, X, y iy (Xs) satisfacen la

relacion de intercambio ([2.8)).

Ejemplo 3.15. Continuamos con el Ejemplo para calcular la tlitma columna de la
Tabla |1} Vamos a aplicar la formula (3.14). Para las variables de la semilla s; calculamos:

Mi‘(zfz) — zf2(1 + z*fz)*<€17f2> — 2
Mi‘(z—fﬁ-fz) — z—f1+f2(1 + z—f2)<617_f1+f2> _ Z_f1(1 + Zfz).
Nota que con z; := zfi la segunda expresion es “;ﬁ Para la semilla sy tenemos que hacer

dos pullbacks, primero p5 para obtener expresiones en la semilla s; y después otra vez uj para
llegar a las expresiones en la semilla sq:

p1 ((u;‘(z*fl)> = u (Z*fl(]_ _|_Zf1+f2)*<e1+eg,ff2>) _— (z*fl +z*f2>
= Z*fl(l + Z*f2)*<elﬁf1> + Z*fz(l + Z7f2)7<€177f2> _,—h _i_folfo I LI

To+1+xo

como lo vimos en el
T1x2

Traduciendo a nuestras variables x1, x9 la expresion se traduce a

Ejemplo 2:32]
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s Zfl,s Zf?,s

S0 N J2
s1 | 27 42N »f2
S9 =N + Lfe=f1 ,—f1 + »—f1—f2 + L2
s3 e gh=fa mh o mhiefe S
sq | 272 4 2102 2N
S5 2 f2 21

Tabla 2: Los pullbacks de las variables z/1s y 225 a la semilla sq. Ver T: ablay el Ejemplo
para méas detalles.

Prueba de la Proposicion[3.14 Recuerda que dado los datos de semilla s tenemos C[M] =
CleEh, ... zE+m] y dado pg(s) tenemos C[M] = C[zE/1, ..., z*/nm]. Para comparar X y
X tenemos que expresar las variables en las mismas coordenadas (como en el caso algebraico
donde siempre calculamos con expresiones en las variables de una semilla inicial). Eso es justo
lo que hace el mapeo p;. Entonces, tenemos que verificar

Y f 2t 1#k
lUJk:(Z ’L) = Zifk (H zﬁkjfj + H Z*E)ﬁfj) i =k
€5 >0 €x;<0 -
En el caso i # k calculamos
MZ(Zf{) — Zfil(l + ka)%@k,fﬁ Zfi(l + ka)o = fi

Antes del otro caso necesitamos la observacion:
Ejercicio 3.11. Los elementos v;, € M satisfacen v, = >, €xid; fi.

Para i =k (y d; = 1 para todas ¢ € I) calculamos
G = e T el g
Z—fk+2j¢k[—5kj]+fj(1 + 2iel sz‘fi)
€k =0 oot el fi et 2 (eng = ensl ) fi
L H 2ekifi H 2k f
—eg; <0 €x; >0

O

Ejercicio 3.12. Prueba la Proposicién en el caso general donde no necesariamente tene-
mos d; = 1 para todas las ¢ € I.

Sea T, en arbol n-regular y consideramos el patrén de semillas obtenidas de los datos de
una semilla inicial s = (e; : i € I), es decir la semilla inicial es (X, Bs). Sean s; los datos de
las semilla que corresponden a los vértices t € T,. Vamos a construir un esquema, lo cual en
general requiere la siguiente infromacion:

1. un conjunto de indices, en nuestro caso los vértices t € T,,,
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2. una coleccion de parches (uno para cada indice) en nuestro caso los toros Tye.s,,

3. para todos t,t" € T, hay mapeos biracionales pp : To,s, -+ Tnoss, que satisfacen la
condicién de cociclos: py es la identidad, pyy = ,ug,l y para todos t,t',t" € T, la
relacion pugryn © iy = pugyrr

Definimos los mapeos 7 como composiciones de los mapeos de mutacion py : Tyo.s --»
T'No,u,(s)- Para ser mas preciso orientamos el arbol Ty, tal que el vértice 0 es la tnica fuente y
todos los demas ¢ € T,, tienen una tnica flecha hacia t (la que viene en el camino de 0) y los
demaés salen de t.

Definicién 3.16. El arbol n-regular orientado T, esla grafica dirigida obtenida orientando
T,, de tal manera que el vértice 0 es la tinica fuente y todos los demés t € T,, tienen una tnica
flecha hacia ¢ (la que viene en el camino de 0) y los demés salen de ¢. Ver la Figura (10| para

un ejemplo con n = 3.
T

Figura 10: El arbol 3-regular orientado ']_I"g cerca del vértice 0.

Primero definimos los mapeas pigs : Tio.s -—» Tno.s, para todos los vértices t € T,,. Sea

k . . = . . . .
0 ty LA tq =t el inico camino en T,, de 0 hacia ¢t. Para simplificar la notacién fijamos
para los datos de las semillas s; := s¢,. Entonces,

{ id 0=t
Hot =
Hkg,sq © " © Hkg,so

Para dos vértices t,t € T, que no son 0 definimos py = poy © ,uatl. En la Proposicién 2.4
de |[GHK15] los autores muestran que la coleccién de los toros {Tos, : t € Tn} junto con la
coleccion de mapeos {jy : Tivos, —=> Tinogs,, £, 1 € ']T:n} satisface la condicion de los cociclos.
En particular, podemos definir el esquema asociado.

Definicion 3.17. La A-variedad de conglomerado es el esquema asociado a los datos fijos
y los datos de una semilla s que se obtiene pegando los toros Tno s, para t € T, usando los
mapeos de transito gy :

A= | Tnoss, (3.15)

teTy

Recuerda que con d; = 1 para todos los ¢ tenemos N° = N, pero la Definicion [3.17] es
més general. Con respecto a la pregunta si las variables congeladas deberfan ser unidad en el
algebra de conglomerado o no, acé tenemos la flexibilidad de pegar copias de Thve s X A™ y
en algunas referencias la A-variedad se define asi.

Las algebras de conglomerado entran en este contexto como sigue:
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Definicion 3.18. El dlgebra de conglomerado superior es en anillo de funciones regulares
en la A-variedad de conglomerado:

up(Ay) i=T(A;, 04,) = ) Cla™tor, . 25 mrmer), (3.16)
teT,
donde {fis,,- -, fa+m,s: } €s la base de M° que corresponde a la semilla s;.

Tenemos el siguiente corolario inmediatamente del fen6meno de Laurent (Teorema [3.1):

Corolario 3.19. Sea s el dato de una semilla y (X, Bs) la semilla asociada. Entonces El
algebra de conglomerado esta contenido en el algebra de conglomerado superior:

A(Bs) C up(As). (3.17)

3.3.2. Ejercicios

Ejercicio 3.13. Recuerda el Ejemplo y la Tabla (I} Dibujando los f; s en el plano nos
damos cuenta que son un abanico completo cuyos conos maximales correspondes a las semillas
S0y .-485:

—fi+f2 fa

-5 fi

— /2 fi—Jf2

Repite el calculo de los f; s en los siguientes casos y verifica si sale también un abanico completo
0 no:

0 -1
1 0
Ademas fijamos I = Iy con (dy,d2) = (2,1) y para la semilla inicial fijamos sg = (e1, e2)

(como en los Ejemplo y 3.11)).

1. Fijamos N = Z? con forma {-,-} definida de < para la base estandar {ej,es}.

0 -1 0

2. Fijamos N = Z3 con forma {-,-} definida de |1 0 —1| para la base estandar
0 1 0

{e1,e2,e3}. Ademas fijamos I = Iy, con d; = 1 y para la semilla inicial fijamos sy =

(61762763)'

4. La clasificacién de tipo finito

El objetivo de esta seccion es la clasificacion de las algebras de conglomerado que tienen
un namero finito de semillas no-etiquetadas. Nota que eso implica que el nimero de variables
de conglomerado es finito y vamos a ver que de hecho es una equivalencia.
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Para la clasificacion de tipo finito necesitamos el lenguaje de las matrices de Cartan y
los diagramas de Dynkin. Ademas vamos a usar técnicas para relacionar distintas dlgebars de
conglomerado, como subalgebras o plegando los carcajes.

La referencia principal son los capitulos 4 y 5 en el libro de Fomin, Williams y Zelevinsky
[FWZ16].

4.1. Subalgebras de conglomerado

Definicién 4.1. Sea (X, B) una semilla de rango n y sea z; € X una variable de conglomerado.
Congelar i y z; se refiere a la semilla obtenido de (x, B) reclasificando i y x; como un indice

y una variable congelada y eliminando la columna i de B.

Si B es la matriz de un carcaj, congelar corresponde a reclasificar un vértice mutable como
congelado y eliminar las flechas entre los vértices congelados.

Ejercicio 4.1. Congelar variables en una semilla conmuta con la mutacién de semillas.

Definicion 4.2. Sea (X, B) una semilla de rango n con m variables congelados. Sea I U.J una
particion de [n + m] tal que

bjr =0 para jeJkennlIl

Es decir, las variables mutadas u;(z;) para i € I son independientes de las variables x; con
j € J. Definimos las semilla restringida como (X7,Br) donde x; = (z; : 1 € I) y By =
(bij)icr jem)nr 1a submatriz de B.

Ejercicio 4.2. Restringir una semilla conmuta con la mutacién de semillas.

Definiciéon 4.3. Sea X una semilla y ¥/ una semilla obtenida de X congelando variables tal
que para Y’ existe una particion de los indices como en la Definicion Sea Y la semilla
restringida obtenida de Y’ entonces

1. el patron de semillas definido por ¥’ es un subpatrén de semillas del patron de X;

2. el algebra de conglomerado definida por ¥” se llama un subalgebra de conglomerado
del algebra de conglomerado definida por X.

Ejemplo 4.4. Sea T, una triangulaciéon de un n-agono. Vimos en la secciéon 2.1.1 como se
puede asociar un carcaj a T, que define un algebra de conglomerado A7, cuyos variables son en
correspondencia con los arcos de las distintas triangulaciones. Sean s1,..., s, un conjunto de
vértices del n-agono tal que T, contiene los arcos $152,52S3,...,5.51. Entonces, T, contiene
una triangulacién del r-agono con vértices s, ..., s,. Podemos restringir el carcar de T}, al
carcaj que corresponde a la triangulacion del r-agono T, C T,,. El algebra de conglomerado
asociado a 7T, es un subalgebra de A7, .

El siguiente Lema resume algunas observaciones que nos van a servir en la prueba de la
clasificacion:

Lema 4.5. 1. Sea P, un patron de semillas y P/, un subpatron de semillas. Entonces, cada
subpatron de semillas de P/, es un subpatron de semillas de P,.
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2. Si un algebra de conglomerado tiene un nimero finito de variables de conglomerado,
entonces cada subalgebra de conglomerado tiene un ntmero finito de variables de con-
glomerado.

3. Cada componente conexa de un carcaj define un subalgebra de conglomerado.

4.2. Plegando Carcajes

Plegar es un procedimiento que produce un nuevo patrén de semillas de una patrén de
semillas con algunas simetrias. En particular, en la prueba de la clasificacién sirve para obtener
patrones de semillas de tipo B,C,F y G de los tipos simplemente lazados A,D y E como los
vamos a ver en la siguiente seccién.

. . . . 0 1 .
Ejemplo 4.6. Recuerda la matriz casi-simetrizable de rango 2: B = 9 0/ Vimos las
relaciones de intercambio del algebra de conglomerado asociado en el Ejercicio [2.18

zp +1 kimpar

Tp—1Th41 = {x% +1 K par (4.1)

Las mismas relaciones se pueden obtener del dlgebra de conglomerado de tipo Ag aprovechando
la Zg-simetria del carcaj 1 + 2 — 3. Si identificamos las variables asociadas a los vértices 1 y
3 tenemos

g < 1 — X0-

Para preservar la simetria podemos mutar en el vértice de x1 y simultaneamente en los vértices
de z¢ lo cual nos da las relaciones de intercambio como en (4.1f):

rorp=x1+1 ¥y xlmazxg—i—l.
Las observaciones del Ejemplo [£.6] se pueden formalizar como sigue.

Definicion 4.7. Sea Q un carcaj etiquetado con n +m vértices y tal que los vértices 1,...,n
son mutables y los demés congelados. Sea G un grupo finito que actia en el conjunto de vértices
de @ (o equivalentemente en [n+m]). Si iy i’ estan en la misma G-orbita lo escribimos como
i ~i'. El carcaj Q (o la matriz B(Q) = (b;;)) se llama G-admisible si cumple lo siguiente

1. sii ~ ¢ entonces ¢ es mutable si y solo si i’ es mutable;
2. para todos i, j indices y g € G tenemos b;; = by(;) ()3

3. para indices mutables i ~ i’ tenemos b;;; = 0 (es decir, las G-orbitas son totalmente
desconectadas);

4. para i ~ i y j mutable tenemos b;jb;y; > 0 (es decir, no existen caminos orientados de
longitud dos conectando dos vértices en la misma G-orbita por un vértice mutable).

Si @ es un carcaj G-admisible y I una G-orbita entonces I es mutable si todos los ¢ € T
son mutables y en el caso contrario se llama congelada. Definimos la matriz B¢ = (b?J)
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cuyos columons corresponden a las G-orbitas mutables y cuyos filas corresponden a todas las
G-orbitas como
b7y =) bij, (4.2)
i€l
donde j € J es un indice arbitrario. Este procedimiento se llama plegar; la matriz B se

obtiene plegando el carcaj ). Nuestro objetivo es definir semillas plegadas, pero antes
tenemos que verificar que nuestra definicién de la matriz plegada en buena para este asunto.

Lema 4.8. Para un carcaj G-admisible Q, la matriz plegada B(Q) es una matriz casi-
simetrizable extendida.

Prueba. Con la notacion B(Q) = (b;;) v ([&2) calculamos para I,.J mutable
VRS 3) SR 3 wrRmlir )
iel jeJ jed iel

En particular, con d; := |I| la submatriz cuadrada (b%) 1,J mutable €8 casi-simetrizable segiin
la definicién en la pagina [24] O

Lema 4.9. Sea Q un carcaj G-admisible y B(Q) = (bij). Para una G-orbita mutable J y una
G-orbita I tenemos que todas las entradas b;; son o no-negativas, o no-positivas. En particular,

b, >0 & Fieljed:b; >0 < VieldjeJ:b;>0,
y similar para entradas negativas.

Prueba. Seani~i' € I'yj~j € JygeGtalqueg(j) = j'. Entonces, bi;byj = bijbgeiry; > 0
segtin la Definicién 2 y 4. El resto es una consecuencia de la (4.2]). O

Recuerda en Ejercicio sobra la mutacion de carcaj que conmuta. La Definicion 4.7
asegura que la mutacién en vértices de la misma G-orbita de un carcaj G-admisible conmuta.
Entonces, podemos definir para un G-orbita mutable K

i = [ e (4.3)

keK

Lema 4.10. Sea Q un carcaj G-admisible y B(Q) = (b;;). Sea K una G-orbita mutable tal
que pi(Q) es G-admisible. Entonces,

n(B) = ux (BY),

donde i (B) es la secuencia de mutaciones en todas las k € K y ju,(BY) es una sola mutacion
en la direcciéon K.

Ejercicio 4.3. Prueba el Lema usando la formula de la mutaciéon de matrices (2.4)) y el
Lema

Nota que el Lema asume que tal el carcaj @ como el carcaj px(Q) sean G-admisibles.
Desafortunadamente, la G-admisibilidad no se propaga con la mutaciéon del carcaj como mues-
tra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.11. Sea @ el carcaj que es un 6-ciclo orientado con la accién de Zs que manda ¢

a1+ 3 mdod 6.
2 — 3

/N

1 4

N/

65

Una mutaciéon como en (4.3) por ejemplo es la secuencia de mutaciones p o us o ps. Lo cual
da el carcaj:
2

/
\

6

1

3

\4’

l

5

Nota que p1 o p3 o us(Q) no es G-admisible porque no cumple con la Definicion 3 y 4.

Para la definicién de una semilla plegada necesitamos el siguiente semicampo de funciones
racionales libre de substraciones:

/
Qst(T1y v oy Tppm) = {J; €Q(z1,. ., Tntm) : Hg’ = ; v g € Zsolz,. .. ,xn+m]} )

De manera similar definimos Fg¢. Si una funcién racional es libre de substracciones a veces no
.. . 1
es visible en cada representante. Por ejemplo, ;= € Qs (z) pues

l—z (1—2x) 1
1—-22 (1-2)(1+4+2) 14z € Qur()-

Nota que Fg casi es un campo, la tinica operaciéon que no preserva la propiedad de ser libre
de substracciones es la substraccién. Por eso Fg es un semicampo. Homomorfismos entre
semicampos son mapeos que preservan la estructura de los semicampos.

Definicién 4.12. Sea G un grupo finito actuando en [n + m] tal que el subconjunto [n] es
invariante bajo la accion de G (g[n] = [n] para todos g € G). Sea (n + m)® el nimero de
G-orbitas y sean F y F& los campos de funciones racionales en (n +m) y (n+m)¢ variables
independientes. Sea v : Fy — ]-"g un homomorfismo de semicampos sobreyectivo.

Para un carcaj Q una semilla ¥ = (%, B(Q)) en F con X = (z;) es (G,v)-admisible si
cumple

1. Q es G-admisible;
2. para i ~ i tenemos ¢ (x;) = P (xy).
En este situaciéon definimos la semilla plegada ¢ = (iG, BG) en }'g C F% con
1. matriz BS = (b%,)r; como en ([{.2), y
2. conglomerado extendido X := (21)5 Gorbita con (n + m)¢ elementos definimos por

xr = Y(x;).
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Nota que los z; son algebraicamente independientes y generan F& pues 1) es sobreyectivo.

Lema 4.13. Sea ¥ = (%X, B(Q)) una semilla (G, t)-admisible como en la Definicion m y
sea K una G-orbita mutable. Si el carcaj pux (Q) es G-admisible, entonces la semilla px (X) es
(G,1)-admisible y ademas

pi ()9 = pr(59).
donde px (¥) es la secuencia de mutaciones en todas las k € K y ux(X) es una sola mutacion
en la direccion K.

Prueba. Sea O el conjunte de G-orbitas. Usamos la notacion anterior: ¥ = (%, B) con X = (z;)
y B = B(Q) = (b;;), y para la semilla plegada 3¢ = (X%, B%) con X% = (21)rc0 y B¢ = (b%)).
El Lema nos da pux(B)® = ug(BY), entonces basta verificar que los conglomerados
extendidos de g ()7 y MK(EG) coinciden. Empezamos con s (X%) que es obtenido de %¢
reemplazando la variable xx por 25 que cumple

A b?K_'_ _b?K 4.4
TRT = T x; K. (4.4)
b >0 by <0

El conglomerado extendido pux(X) se obtiene de X reemplazando cada zj con x € K por z),

que cumple
TRT) = H z; bik 4 H T, bk (4.5)

zk>0 b1k<0

De s (X) obtenemos el conglomerado extendido px (X)¢ aplicando el homomorfismo 1. Re-
cuerda que ¥(x;) = (xy) si i’ estda en la G-orbita de i que se denotan [i]. Como ninguna
variable x; con [i] # K cambia bajo las mutaciones de ux, pues ux (%) contiene todas las
variables X; con I € O—{K}. Basta verificar que ¢(z}) = 24 con z;; como en ([4.4). Entonces
aplicamos 1 cada una de las relaciéon de intercambio como en :

rr(z)) H x[z] + H g (4.6)
7,k:>0 zk<0

donde en los monomios al lado derecho una variable x; tiene exponente positivo si y solo si
existe un b;; con ¢ € I no cero y en este caso el exponente es b?K = e bik para algin k € K.
Pero el Lema nos dice que by, > 0 si y solo si b?K > 0y por eso las ecuaciones (4.4)) y (4.6])
coinciden. O

Definicion 4.14. Un carcaj @ se llama globalmente plegable con respecto a la accion de
un grupo finito G actuando el en conjunto de vértices de @ si @) es G-admisible y para cada
secuencia de G-orbitas mutables Ji,..., Js el carcaj (uy, oo uy,)(Q) es G-admisible.

Ejercicio 4.4. Consideramos el carcaj ) con 5 vértices mutables.

\/
/\

con la acciéon del grupo G = Zy que actua con una rotaciéon de 180° en (). Las G-orbitas son
{.’El}, {I27 J’JQ} Yy {‘/1:37 $é}
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1. Verifique que Q es G-admisible y calcula la matriz plegada BE.
2. Prueba que Q es globalmente plegable con respecto a la accién de G.

Con la nociéon de carcajes globalmente plegable junto con el Lema obtenemos el
siguiente corolario que nos deja construir patrones de semillas plegadas:

Corolario 4.15. Sea () un carcaj globalmente plegable con respecto a la acciéon de un grupo
finito G y sea © = (%X, B(Q)) una semilla en F = Q(x1,...,Zntm) con X = (x;). Sea X& la
coleccion de variables formales con indices I en correspondencia con las G-orbitas que generan
el campo de funciones racionales F&. Definimos

¢:fsf—>f§ z;—xy con 1€ 1.

tal que X es (G, v)-admisible. Entonces, para cada secuencia de G-orbitas mutables Ji, ..., Js
la semilla (pg, o+ 0 py,)(X) es (G,v)-admisible. Ademas las semillas plegadas (pj, o -0
1.)(2)¢ forman un patron de semillas en F& con matriz de intercambio extendida inicial
BC.

El Corolario nos va a servir en particular en el caso que ¥ forma un patron de semillas
de tipo finito, pues en este caso también el patron de semillas plegadas es de tipo finito. El
siguiente ejercicio muestra como se puede obtener un patrén de semillas de tipo F4 de un
patrén de semillas de tipo Eg.

Ejemplo 4.16. Consideramos el carcaj

53¢ 2-— 4+ 6

|

1

Con la accién de G = Zs que intercambia 3 por 4 y 5 por 6 y fija 1 y 2. Las G-orbitas entonces
con {1},{2},{3,4},{5,6}. Verficamos que @ es G-admisible:

1. todos los vértices son mutable, pues cumple 1;

2. para i,j y g € G tenemos b;jj = by(;)4(j): €so se puede verificar en el carcaj como la
simetria;

3. no hay flechas entre vértices en la misma G-orbita;
4. bijbyr; > 0: el tinico caso no cero es bgabsy = (-1)2=1.

Entonces calculamos la matriz plegada BE¢ cuyos entradas son b?J = > icr bij para cualquier
j € J. Por ejemplo,

bypzp = biz=-1,

by, 34y = bz =0,

bz a2y = b32+baz =2,

b2y (34 = baz=-1,
bizay 56y = bss+ba=—1.
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Por lo tanto

0 -1 0 0
-« [1 0 1 o0
B"=10 22 0 41

00 1 0

Ejercicio 4.5. Verifica que el carcaj @ en el Ejemplo es globalmente plegable.

4.3. Matrices de Cartan y Diagramas de Dynkin

Las diagramas de Dynkin y sus matrices de Cartan asociadas clasifican varios objetos
matematicas, como las sistemas de raices finitos, los grupos de Weyl finitos, las algebras y
los grupos de Lie simples; los diagramas de Dynkin simplemente lazados clasifican ademés las
algebras de caminos de tipo de representaciones finito, singularidades Du Val/de Klein /simples
de tipo superficies. Otro objeto matemético que se aprovecha de los diagramas de Dynkin para
su clasificacion son las algebras de conglomerado de tipo finito, con los diagramas de Dynkin
simplemente lazados clasificando las algebras de conglomerado casi-simétricas de tipo finito.

Para establecer el lenguaje que vamos a utilizar primero repasamos brevemente las defini-
ciones y las notaciones claves. Si no estan familiar con los sistemas de raices y sus diagramas
de Dynkin recomiendo la lectura de [Hum80, § IIIJ.

Definicién 4.17. Una matriz cuadrada A = (aij); je[,) €s una matriz simetrizable gene-
ralizada de Cartan si cumple lo siguiente:

1. a;; = 2 para todas las i € [n];
2. a;; < 0 para todas las i # j;
3. existe una matriz diagonal con entradas positivas tal que DA es simétrica.

La matriz A se llama positiva si DA es definida positiva, lo cual es equivalente a la
condicion que todos sus menores principales Ay ;(A) sean positivos. En particular tenemos

para i # j

2 Qg 4
Ay fig(A) = det (agi 2j> =4 —ajja; >0 & agaj < 3. (4.7)

Si A cumple (4.7)) se llama una matriz de Cartan (de tipo finito).
Las matrices de Cartan estan en correspondencia de los grupos de Weyl finitos que corres-
ponden a los sistemas de raices finitos. En el caso n = 2 tenemos lo siguiente:

Ejemplo 4.18. Una matriz cuadrada A = (aij)l‘hje{lg} es una matriz simetrizable generalizada
si es de forma
2 —a
a=(% )

para a,b € Z>g. Si A es una matriz de Cartan de tipo finito solo quedan los casos:
1. a=b=0;

2.a=b=1;
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3.a=1,b=20a=2,b=1;
4. a=1,b=30a=3,b=1.

Definicién 4.19. El diagrama de Dynkin de una matriz de Cartan A = (a;j); je[n) s una
grafica con n vértices y las siguientes aristas

z.—.j si aij:—lyaji:—l
=] sia;;j=—1yaj;=—2
== si aij:—lyaji:—?)

Si el diagrama de Dynkin de A solo tiene aristas simples (es decir a;; € {0, —1} para todas
las i # j), entonces A se llama simplemente lazado. Si el diagrama de Dynkin de A es
conectado, A se llama indecomponible.

Ejemplo 4.20. Continuamos con las matrices de Cartan de rango 2 del Ejemplo Sus
diagramas de Dynkin son

2 -1 2 =2

A:<2 2) le=>2 0A:<1 2> 1l€ex=23?2
2 -1 2 -3

A:<_3 2) le? oA:(_1 2) =2

El significado de una arista doble o triple en un diagrama de Dynkin es muy distinta de una

flecha doble en un carcaj. Por ejemplo, la arista doble = corresponde a una submatriz
de forma (31 _22) de la matriz de Cartan A. Por el otro lado, dos flechas dirigidas ®—=®

corresponde a una submatriz de forma (% 2) de la matriz de intercambio B(Q).

El tipo de A se refiere a las multiplicidades de las componentes conexas de su diagrama de
Dynkin. Las matrizes de Cartan (de tipo finito) son clasificadas por sus diagramas de Dynkin.
El siguiente teorema famoso es la clasificaciéon de Cartan—Killing;:

Teorema 4.21 (Clasificacion de Cartan—Killing). Los diagramas de Dynkin conexos que co-
rresponden a matrices de Cartan de tipo finito son los siguientes:
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1 2 n—2 n—1 n >3
C, eo—o
n—1
1 2 n—3 n—2
D, e—o
2 n >4
E b—o—I—o—Q
6 1 3 4 5 6
2
E
7 1 3 4 5 6 7
Q—O—L—O—O—Q
Eg
1 3 4 5 6 7 8

Fy o—oio—z
Go —=

Para diagramas de Dynkin que no son conexos usamos la notacién X,, UY;, para escribir la
unién disjunta de los diagramas de tipo X, y Y;,. La conexién con las algebras de conglomerado
es dada por la siguiente definicién.

Definicién 4.22. Sea B = (bij); je,) Una matriz casi-simetrizable con entradas enteras. La
companera de Cartan de B es la matriz A := A(B) = (a;5); je|n con entradas

2 si=j
= {_|bij| sl i#] 48

Ejemplo 4.23. La companera de Cartan de una matriz de intercambio de rango dos

B:<—Ob g) * A(B):<—2b _2a>

En particular, A(B) es de tipo finito solo para los casos

bo) (o) (o) (50)

que corresponden a los diagramas de Dynkin A; LI A1, As, Bo, Go.

Estamos preparado para formular el teorema clave de este capitulo: la clasificacion de las
algebras de conglomerado de tipo finito que fue probado por Fomin y Zelevinsky en [FZ03al.

Teorema 4.24 (La clasificacion de tipo finito). Un patron de semillas (y su algebra de con-
glomerado asociado) es de tipo finito si y solo si contiene una matriz de intercambio B tal que
A(B) (ver (4.8)) es una matriz de Cartan de tipo finito.
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Nota que el Teorema se refiere exclusivamente a la matriz de intercambio y no a
la matriz de intercambio extendida. Un corolario entonces es que la parte abajo de una
matriz de intercambio extendida B que recuerda la relacion entre las direcciones congeladas
y las direcciones mutables no tiene ningin efecto en la propiedad de ser de tipo finito o no.
Definimos el tipo de un algebra de conglomerado de tipo finito como sigue:

Definiciéon 4.25. Sea X,, un diagrama de Dynkin con n vértices. Un patréon de semillas (o
su algebra de congleomerado) es de tipo X, si una de sus matrices de intercambio B tiene
companera de Cartan A(B) que corresponde al diagrama de Dynkin X,.

Dada la definicién uno puede preguntar si el tipo de un algebra de conglomerado es tinico.
A priori el mismo patréon de semillas podria tener matrices de intercambio de distintos tipos.

Nota que si B es casi-simétrica, entonces A(B) es simétrica. En particular, A(B) corres-
ponde a un diagrama de Dynkin simplemente lazado, es decir de tipo ADE si y solo si B
es una orientacion del mismo diagrama. Recuerda que en el Ejercicio [2.5] probamos que dos
orientaciones del mismo arbol son equivalentes bajo mutacion.

Més general tenemos el siguiente resultado cuyo prueba vamos a ver mas tarde:

Teorema 4.26. Sean By B’ dos matrices de intercambio cuyos comparieras de Cartan A(B)
y A(B’) son matrices de Cartan de tipo finito. Entonces los siguientes son equivalentes

1. las matrices de Cartan A(B) y A(B’) tienen el mismo tipo;
2. By B’ son equivalentes bajo mutacion.

En particular, el tipo de un patrén de semillas de tipo finito es definido de forma tunica.
Idea de la Prueba del Teorema [4.24}

< La prueba trata todos los casos separados. Es decir, para cada diagrama de Dynkin
de en la clasificaciéon se construye un algebra de conglomerado del mismo tipo. Mas
precisamente se va a construir una matriz de intercambio que tiene Z-rango completo y
se prueba que el algebra de conglomerado asociado tiene un ntmero finito de semillas.
Es suficiente dado el siguiente corolario cuya prueba vamos a ver mas tarde.

Corolario 4.27. Sean P; = (X(t), B(t))iet, v P2 = (X/(t), B'(t))ier, dos patrones de
semillas que satisfaces

1. B(t) = B'(t) para todas t € Ty;

2. el Z-espacio generado por las filas de B(0) contiene las filas de B(0).

En este caso, si (X(t1), B(t1)) = (X(t2), B(t2)) paraty, ty € T, entonces también (X' (t1), B'(t1)) =

(X'(t2), B'(t2)).

Nota que si el Z-espacio generado por las filas de B(0) es Z" (es decir, B(0) tiene Z-rango
completo) entonces se satisface punto 2 en el Corolario para cualquier matriz B’(0)
que cumple 1.

Maés concretamente, las estrategias para los distintos casos son como sigue:
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A,, Se usa la correspondencia con triangulaciones del n + 3-4gono y el anillo de coor-
denadas homogéneos de la Grassmanniana Gra(C"*3) con respecto a su encaje de
Pliicker (ver §1.3.2)).

D,, Se usa la correspondencia con triangulaciones etiquetadas del n + 3-4gono con una
pinchadura que domina la combinatoria de las mutaciones en este caso (ver [FWZ16,

§5.4|).
B,, Este caso se obtiene del caso D, 41 usando la técnica de plegar en los carcajes.
C, Este caso se obtiene del caso Ag, 1 usando la técnica de plegar en los carcajes.

Eg 7/ Para Eg se usan los programas sage con un paquete de Musiker y Stump [MS1I] y
el MutationApp de Bernhard Keller. Los tipos Eg y E7 se realizan como subpatrones
de conglomerado de Eg.

F4 Se obtiene de E¢ plegando un carcaj como en el Ejemplo [1.16
G2 Se obtiene de D4 plegando un carcaj (ver [FWZ16] §5.7]).

= Para la direccién opuesta se muestra que cada patréon de semillas de tipo finito viene de
una matriz de Cartan de tipo finito usando el hecho que los patrones de semillas de tipo
finito son 2-finitos (una generalizacion de las observaciones en el Ejemplo [4.18]):

Definicion 4.28. Una matriz casi-simetrizable B = (b;;); je[n) se llama 2-finita si y
solo si para cada matriz B’ = (b;j) equivalente a B bajo mutacién y cada par de indices
i,j tenemos |b;b%;| < 3.

Ejercicio 4.6. En este ejercicio vamos a probar que cada patrén de semillas de tipo
finito es 2-finito.

1. Considera el grupo W C GL3 generado de s; = (_01 ‘f) y S2 = (,1, _01) y muestra
que es un grupo finito si y solo si ab < 3.

Sea B = (_Obg) con ab > 4 y sean

x(0) = (z1,22), x(1)=(x3,22), x(2) = (x3,24),... (4.9)

los conglomerados en el campo F asociados al patréon de semillas definido por B. Con-
sideramos el semicampo U = {u" : r € R} donde u es una variable formal y U tiene las
operaciones

Ut DU = umax{r,s}, ro8 T+s

y u -u'=u

2. Construye un homomorfismo de semicampos ¢ : F — U tal que el conjunto {¢(z¢) :
t € Z} C U es infinito. Tipp: en el caso ab = 4 toma ¢ (x1) = u y ¥ (r2) = u®, para
ab > 4 toma (x1) = u® y ¢ (x3) = u**! para un eigenvalor A de la matriz s1s en
1.

3. Muestra que un patréon de semillas de tipo finito es también 2-finito.
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4.4. Tipo A

Sea T una triangulacion del (n 4 3)-dgono y Q(T) el carcaj asociado como en la Defini-
cion 2.7} La matriz de intercambio (no extendida) asociada B(T') := B(Q(T')) = (b(T)s;)s; que
corresponde a la parte mutable de Q(7") tiene entradas

1 siiy json dos lados de un triangulo en T y j sigue i en el orden del reloj
b(T)ij = ¢ —1 siiy json dos lados de un triangulo en T' y i sigue j en el orden del relq.10)
0 si ¢y j no corresponden al mismo triangulo en T’

Lema 4.29. Un patron de semillas es de tipo A si y solo si una (o equivalentemente todas) de
sus matrices de intercambio puede ser identificada con la matriz de intercambio B(T") de una
triangulacion T' del (n + 3)-agono.

Prueba. Un carcaj que es una orientacion del diagrama de Dynkin de tipo A, se puede obtener
(como la parte mutable) de un carcaje de una triangulacion del (n + 3)-agono donde todos los
tridngulos comparten a un vértice. Por ejemplo,

1 2
n+3 3
¢
®—>
n4 2 4
n+1

Figura 11: La triangulacién Ty del n + 3-agono.

Basta saber que todas las orientaciones de A, son equivalentes bajo mutacién, lo cual es
una consecuencia del Corolario [2.17] O

Recuerda la Grassmanniana Gra(C"3) cuyos puntos corresponden a espacios vectoriales
V C C"*3 de dimensién 2. Sea (-,-) el producto interior comtn en V, es decir para u,v € V
el producto (u,v) es el determinante de la matriz con columnas u y v. El grupo SLy actta en
V = C? cambiando de una base a otra. Esta accion se extiende a V"3 y al campo de funciones
racionales en V%3, un campo de funciones racionales en 2n + 6 variables que corresponden
a los entradas de n + 3 vectores v1,...,v,43 € V. Sea F el campo de funciones racionales
invariantes bajo la accién de SLg. Las coordenadas de Pliicker p;; desde este punto de vista
son los determinantes (v;, v;) en los 2n 4 6 variables.

En el Ejercicio[1.6| vimos que las coordenadas de Pliicker satisfaces las relaciones de Pliicker
, es decir paratodaslas 1 <i< j<k<lI<n+3:

DijPkl — PikDjl + DilDjk-

Definimos el alegbra de Pliicker (o también conocido como el anillo de coordenadas de la
Grassmanniana Gra(C"3) bajo su encaje de Pliicker) como

Ry pnys = (C[pij 1<i<g < n+3]/127n+3
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donde I5 43 es el ideal generado de las relaciones de Pliicker (1.4). Nota que Rg 43 C F dado
la identificacion p;; = (v, vj).

Lema 4.30. Sea T una triangulacion del n 4 3-4gono y sea ij € T un arco de T o una arista
del n + 3-agono. Entonces, la coleccion de las coordenadas de Pliicker Pp := {p;; : ij € T'} es
un conjunto algebraicamente independiente en F.

Prueba. Observamos que dado las relaciones de Pliicker cada coordenada de Pliicker es
una funcion racional en las coordenadas de Pr (compara con el Ejercicio . En particular,
Pr es un conjunto de generadores de F.

Para verificar que es algebraicamente independiente, notamos que la cardinalidad de Pr
es 2n + 3 (son n arcos interiores mas n + 3 aristas del n + 3-4gono). Como 2n + 3 es también
la dimension de Krull de Rg ;43 (o igualmente la dimension del cono afin de Gra(C™F3)), es
también el grade de transcendencia del F sobre C. O

Teorema 4.31. Cada patrén de semillas de tipo A es de tipo finito.

Prueba. Primero mostramos que el patron de semillas del anillo Ry 43 es de tipo finito. Dado
una triangulaciéon del n + 3-agono 1" asociamos una semilla en F. Definimos

X(T):={p;:ij €T} y B(T)=BQ(T)),

donde Q(T) es el carcaj de T. Nota que (X(T'), B(T)) es una semilla en F gracias al Lemam
En el Lema [2.9] vimos que la mutacion del carcaj corresponde al flip de la triangulacion.
Ademas vimos que las relaciones de Pliicker corresponden a las relaciones de intercambio. En
particular, las semillas asociadas a las triangulaciones son un patrén de semillas y como solo
hay un ntmero finito de triangulaciones, pues es de tipo finito.

Para ver que cada patréon de semillas de tipo A es de tipo finito basta ver que B(T )
tiene Z-rango completo para luego usar el Corolario [£.27] Consideramos la triangulacion Tj
de la Figura Ordenamos los arcos 1,n+2,1,n+1,...,13 y las aristas del n + 3-a4gono

IL,n+3,n+3,n+2,...,3,2,2,1. Entonces la matriz de intercambio extendida es
0 1 0 ... 0 O
-1 0 1 ... 0 O
0O -1 0 ... 0 O
BTy)=]0 0 0 0 1
0 0 O -1 0
1 0 0 0 O
-1 0 O 0 O

donde la linea separa la m x m-matriz de intercambio de las filas que corresponden a las
direcciones congeladas. Nota que la matriz de intercambio junto con la primera fila congelada
ya tiene rango n. ]

Como corolario del Teorema[4.3T]obtenemos varios resultados enumerativos sobre los patro-
nes de tipo A,, que son independientes de las variables congeladas. La prueba del Teorema [4.31
nos da la correspondencia en la Tabla [3]
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semillas triangulaciones del n + 3-a4gono
variables del conglomerado arcos del n + 3-4gono
mutacion flip

Tabla 3: Correspondencia entre un patréon de semillas del tipo A, y las triangulaciones del
n 4+ 3-agono.

Corolario 4.32. Cualquier patrén de semillas de tipo A tiene @ variables de conglomerado
distintos y Cpy1 = %H (2;::2) semillas.

Ejercicio 4.7. Para probar el Corolario [£.32] pruebe las siguientes afirmaciones:

n(n+3)

1. En un n + 3-a4gono hay —=- arcos distintos.

2. Sean d y d' dos arcos distintos del n+3-agono. Verifica que las variables de conglomerado
asociados son distintos.

3. El ntimero de triangulaciones del n+3-4gono es el namero de Catalan Cy, 1 = L(

n 2n+2) )

n+1

4.5. Tipo C

Un patron de semillas es de tipo Cy, si (bajo permutacion y signo) una de sus matrices de
intercambio tiene la forma

0 -1 0 0 0 0
2 0 -1 0 0 0
0 1 0 -1 0 0
B—10 0 1 o0 0 0 (4.11)
00 0 0 ... 0 —1
00 0 0 ... 10

El teorema principal de esta seccién es:
Teorema 4.33. Cada patrén de semillas de tipo C es de tipo finito.

Para probarlo vamos a plegar un carcaj de tipo As,_1. Antes necesitamos algunos obser-
vaciones mas sobre plegar carcajes.

Lema 4.34. Sea ) un carcaj con una acciéon de un grupo finito G tal que @ es globalmente
plegable. Sea @’ un carcaj que se obtiene de @ agregando vértices congelados y flechas entre
los vértices nuevos y los vértices mutables de Q. Extendimos la accion de G a Q' tal que cada
vértice nuevo es fijo bajo la acciéon.

Entonces, también @’ es globalmente plegable con respecto a la acciéon de G.

Corolario 4.35. Sea () un carcaj sin vértices congelados y globalmente plegable con respecto
a la accién de un grupo finito G. Supongamos que cada patrén de semillas con matriz de
intercambio inicial B(Q) (independientemente de las direcciones congeladas) es de tipo finito.

Entonces cada patréon de semillas con matriz de intercambio inicial B(Q)G es de tipo finito.
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Ejercicio 4.8. Pruebe el Lema y el Corolario

Prueba del Teorema[{.33 Vamos a obtener un carcaj inicial para plegar de una triangulacion
centralmente simétrica de un 2n + 2-agono (que corresponde al tipo Ag,_1). La triangulacion
inicial es simétrica bajo rotacién de 180° en el centro del arco de 1 a n + 1. Los demés arcos
de la triangulacién T tienen como un extremo 1 o n + 1. Por ejemplo, para n = 3 tenemos la
siguiente triangulacién del octagono:

dy@—e<—eds

ds

Figura 12: La triangulacion inicial centralmente simétrica Ty del 2n 4 2-4gono, aca para n = 3.

En el carcaj Q(Tp) etiquetamos los vértices que corresponden a arcos i,n + 1 como i y
a los vértices en la misma orbita bajo la simetria central como 7', como en la Figura El
carcaj Q(Tp) es una orientacion del diagrama de Dynkin de tipo Ag, 42 con vértices (en orden)
n',...,3,2,1,2,3,...,n y flechas orientadas al vértice central 1.

Sea G = Zs actuando en Q(7Tp) de tal manera que intercambia los vértices 7 y ¢ para
i € [2,n]y que fija 1.

Ejercicio 4.9. Verifica que Q(Ty) es G-admisible y que la matriz de intercambio plegada
B(Q(Ty))¢ es como en ([&.11)).

Basta probar que Q(Tp) es globalmente plegable. Las G-orbitas mutables son {i,i'} para
i € [2,n] y {1}. Cada mutacion en una G-orbita mutable corresponde a una secuencia de flips
en Ty que transforma Ty a otra triangulaciéon centralmente simétrica. Y no es dificil ver que
cada carcaj que corresponde a una triangulacién centralmente simétrica es G-admisible. En
particular, Q(Tp) es globalmente plegable. Combinando el Teorema con el Corolario m

terminamos la prueba. O

4.6. Enumeracion y tipo dos-finito

Esta seccion tiene dos objetivos: uno, probar el Teorema [£.26] y dos, complementar la
prueba de Teorema [4.24] Para establecer uno, vamos a usar resultados enumerativos sobre las
algebras de conglomerado de tipo finito.

Proposicién 4.36. El nimero de semillas y el nimero de las variables de conglomerado de
un algebra de tipo finito son como en la Tabla [

La Proposicion [£.30] se prueba caso por caso. Por ejemplo, en tipo A, estos resultados se
encuentran en el Corolario [£.32
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X, | A, | Bn/Cn | D, | B¢ | Er | Es | F4 |Gy

; 1 (2n+2 2 3n—2 (2n—2
#semillas G G n=2(27F7) | 833 | 4160 | 25080 | 105 | 8
# ommento | 52 41| om0 a2 | 70 | 128 | 28 | 8

Tabla 4: Enumeracion de las semillas y las variables de conglomerado de tipo finito

Ejercicio 4.10. Prueba que los patrones de semillas de tipo C,, tienen (27?) semillas y n(n+1)

variables de conglomerado usando el modelo geométrico de la seccion §4.5

Para los demas casos recomiendo la lectura de [FWZI16, §5|. El namero de las variables
de conglomerado se puede describir alternativamente usando los sistemas de raices. Para el
diagrama de Dynkin de tipo X,, sea ® el conjunto de las raices asociado. Entonces,

u variables de con- _ 1| B+ n
glomerado de tipo X,, [ 2 '

Maés precisamente, existe una correspondencia entre las variables de conglomerado y las raices
casi-positivas, que son las raices positivas (de las cuales hay @) y las raices simples negativas
(de las cuales hay n). También se usa la notacion ®>_;. Mas informacion en esta direccion se
encuentra en [FZ03b].

Estamos preparados para la prueba del Teorema m Recuerda que B y B’ son dos

matrices de intercambio cuyas compaiieras de Cartan son A(B) y A(B’), ambas de tipo finito.

Prueba del Teoremal[].20. ~ = Supongamos que A(B) y A(B’) son del mismo tipo. Hay que
mostrar que B y B’ son equivalentes bajo mutacion. Si A(B) y A(B') son simplemente
lazados, entonces B 'y B’ son orientaciones del mismo diagrama de Dynkin de tipo ADE. En
este caso el Corolario aplica. Si A(B) y A(B’) no son simplemente lazados, es decir
de tipo BCFG, entonces tenemos que ajustar los argumentos de la prueba del Ejercicio
usando los resultados de la seccién Los detalles son parte del Ejercicio [4.11

< Supongamos que B y B’ son equivalentes bajo mutacion. Restringimos nuestra atencion
al caso que A(B) y A(B’) corresponden a diagramas de Dynkin conexas (los demas casos
se tratan en el Ejercicio . Sean X, y X/ los diagramas de Dynkin asociados. Dado la
Proposicién [4.36|el nimero de las semillas y las variables de conglomerado no depende de
las variables congeladas. Ademas, con la tnica excepcion de los tipos B, y Cy,, el nimero
de semillas determina de manera tnica el tipo. Entonces, supongamos que X,, = B, y
X! = C,. Nota que si n = 2 no hay nada que mostrar pues By = Co. Vamos a probar la
siguiente afirmacion:

Afirmacién: Un patrén de semillas no puede ser simultaneamente del tipo By, y del tipo
C, conn > 3.

Prueba: Sin perder de generalidad podemos suponer que la matriz B’ es como en (4.11)).
Entonces, sin perder de generalidad B es la matriz transpuesta B'" (de tipo B,). En
la Proposicién .1. vimos que los multiplicadores di,...,d, que simetrizan B’ son
invariantes bajo mutacion. Pero B’ tiene multiplicadores (2,1, ..., 1) mientras la matriz
transpuesta B tiene multiplicadores (1,2, ...,2), una contradiccion.

O
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Ejercicio 4.11. Sean B y B’ dos matrices de intercambio tal que sus companeras de Cartan
A(B) y A(B’) corresponden al mismo diagrama de Dynkin no simplemente lazado. Entonces,
B y B’ son equivalentes bajo mutacion.

Ejercicio 4.12. En este ejercicio tratamos el caso de un &lgebra de conglomerado de tipo

descomponible. Para un diagrama de Dynkin X,, sea s(X;,) el niimero de semillas de un algebra

de conglomerado de tipo X, y sea vc(X,) el numero de las variables de conglomerado.
Pruebe las siguientes afirmaciones.

1. Si A es un algebra de conglomerado de tipo X, UY,,, entonces el nimero de las variables
de conglomerado de A es ve(X,) + ve(Y,) y el namero de semillas de A es s(X,,) - s(Y,r).

2. Si la companera de Cartan de una matriz de intercambio es de tipo finito (posiblemente
descomponible) entonces el patron de semillas es de tipo finito. Tipp: Puedes usar el
hecho que cada patréon de semillas de tipo X,, es de tipo finito donde X,, es un
diagrama de Dynkin conexo.

3. Si By B’ son matrices de intercambio y A(B) y A(B’) son sus comparieras de Cartan de
tipo finito (posiblemente descomponibles), entonces A(B) y A(B’) son del mismo tipo
si y solo si By B’ son equivalentes bajo mutacion.

Nos falta la otra implicacion en el Teorema[4.24] de la clasificacion de tipo finito que afirma
que cada patréon de semillas de tipo finito tiene una matriz de intercambio B cuya compaifiera
de Cartan A(B) corresponde a un diagrama de Dynkin. Seguimos la referencia original [FZ03a]
y el libro [FWZ16, §5.10]

El objetivo para el resto de esta seccién es probar la siguiente Proposicion:

Proposicion 4.37. Sea B = (b;j) una matriz casi-simetrizable con entradas enteros y 2-finita.
Entonces existe una matriz B’ equivalente a B bajo mutacion tal que A(B’) es una matriz de
Cartan de tipo finito.

Junto con el Ejercicio [4.6] y la ida de la prueba del Teorema obtenemos lo siguiente
como una consecuencia directa:

Corolario 4.38. Sea B una matriz de intercambio extendida y B la submatriz de intercambio.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. el patron de semillas determinado por (X, B) es de tipo finito;
2. la matriz B es de 2-finita.

Para la prueba de la Proposiciéon vamos a usar la nocion de 2-finito de la Definicion [4.28]
y carcajes con pesos que se pueden asociar a matrices casi-simetrizables como sigue:

Definicién 4.39. Sea B = (b;j); je|n) una matriz casi-simetrizable. Definimos su diagrama
I'(B) como el carcaj con pesos en las aristas con n vértices que tiene una arista de i a j siy
solo si bjj > 0 y esta arista tiene peso |b;;bjil.

Nota que si B es casi-simétrica entonces I'(B) = @ es el carcaj con B(Q) = Q. En general,
el diagrama de una matriz no determina la matriz, por ejemplo:

0 1 0 2 4
o )l 2) -1t
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Pero junto con los multiplicadores de la matriz B, el diagrama I'(B) si recupera la matriz: sea
cij el peso de la flecha entre i y j en I' con ¢;; < 0 si en I' tenemos ¢ + j. Entonces

|cij|d;
dj

bij = sgn(ci;)

Asi del diagrama 1 4 9 con los multiplicadores (1,1) se recupera bjo = \/% =2y by =
—\/% = —2; pero con multiplicadores (1,4) tenemos bjs = \/g =1yby=—/ % =-4

Ejercicio 4.13. El diagrama I := T'(ux(B)) se determina de manera tnica del diagrama
['(B) y la direccion mutable k. Mas precisamente I se obtiene de I" en los siguientes pasos:

1. la orientacién de las flechas adyacentes a k se invierta y se quedan con los mismos pesos;

. . a b .4 . . .
2. para cada camino i — k — j distinguimos dos casos (ambos incluyen el caso que no
existen flechas entre i y j):

. . . C .
= si existe una flecha i — j: en este caso en I tenemos

,ax/k\b donde ¢ = (\/@4_ Vo)

g

. . . C .
» si existe una flecha 7 < j: en este caso en IV tenemos

2R donde ¢ = (VaB - Va2

]

c

3. todos los deméas flechas se quedan iguales.

Tipp: considera la matriz casi-simetrica S(B) = (s;;) asociada con B con entradas
sij = sgn(bi;)\/bijbji y prueba que i (S(B)) = S(uk(B)).

Nota que el Ejercicio 4.13] extiende la definicion de matrices a la mutacién de diagramas.
Dos diagramas I y I" son equivalentes bajo mutacion si existe una matriz casi-simetrizable
By secuencia de muatciones pig,, ..., ug, tal que T =T(B) y IV = I'(ug, o -+ o g, (B)). En
este caso escribimos I ~ T".

Definicion 4.40. El diagrama I'(B) de una matriz casi-simetrizable B se llama 2-finito si y
solo si para cada diagrama IV ~ I los pesos de sus aristas son iguales a 1, 2 o 3. Si no es
2-finito lo llamamos 2-infinto.

Nota que I'(B) es 2-finito si y solo si B es 2-finita. En términos de diagramas podemos
reformular la Proposicion [4.37}

Proposicion 4.41. Cada diagrama 2-finito es equivalente bajo mutacién a una orientaciéon
de un diagrama de Dynkin donde los pesos representan los multiplicidades de las flechas.
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Recuerda que todas las orientaciones de un diagrama de Dynkin son equivalentes bajo
mutacion (Corolario y mas generel lo mismo vale para todas las orientaciones de un
arbol.

Un subdiagrama de un diagrama es la subgrafica inducida con todos los pesos del dia-
grama en las aristas correspondientes.

Lema 4.42. Cada subdiagrama de un diagrama 2-finito es 2-finito.

Lema 4.43. Si B es 2-finita entonces las aristas de cada triangulo en I'(B) son orientados de
manera ciclica.

Prueba. Supongamos al contrario que existen tres indices distintos 4, j, k tal que b;j, b, by, > 0.
Entonces para B’ = uy(B) tenemos b;j = by +bibr; > 2y b;-i = bj; — bjibg; < —2. Pues B no
es 2-finita. O

La estrategia para la prueba de la Proposicion [1.41] es catalogar una lista suficientemente
larga de diagramas que son 2-infinitos tal que cada grafica que no contiene ninguno de esos
diagramas de la lista como subdiagrama ya es una orientacién de un diagrama de Dynkin.
Empezamos con diagramas de forma de arboles y cyclos.

4.6.1. Los Arboles

Proposiciéon 4.44. Cada diagrama 2-finito en forma de &rbol es una orientacién de un dia-
grama de Dynkin conexo.

En la prueba de la Proposicién vamos a usar los siguientes graficas: una grafica es una
extension de un diagrama de Dynkin si no es un diagrama de Dynkin y cada subgréfica
propia es un diagrama de Dynkin. Dada la lista de las diagramas de Dynkin conexas del
Teorema [4.21] uno puede verificar que las extensiones que son arboles son las diagramas de la
lista en la Figura

Prueba de la Proposicion[]./4 Probamos equivalentemente que cada orientacion de una ex-
tension de un diagrama de Dynkin es 2-infinito. Dado el Teorema [2.16| podemos escoger una
orientacién arbitrariamente en cada caso como todas las orientaciones son equivalentes bajo
mutacion. Dividimos la prueba en casos:

B/C/D: Sea XS) uno de los diagramas Bng),Cq(q,l) o} Dq(ql) y fijamos la equiorientaciéon de todas las
arista de la izquierda asi a la derecha. Sea ng := min{n} (es decir, ng € {2,3,4} res-
pectativamente). Si n > ng podemos encontrar una subgrafica en un c arcaj equivalente
bajo mutacién que corresponde es una orientacién del diagrama XS)

(1)

el caso B, ’:

1- Por ejemplo, en

0 0
Ty g2y 2, ﬁgizl

1 —

El subcarcaj con vértices 0, 1, 3,4 obtenido del lado derecho es una orientacion del dia-
(1) (1)

grama By ’. De manera similar podemos reducir a los casos Cy’ (con mutacion ju1) y

Dfll) (con mutacion pg). Entonces basta verificar cada uno de los casos B:(,)I), Cgl) y Dil).
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(l) 2 3 n—2 n—1 n > 2
B 0 '—'—°2
(1) 0 1 2 n—2 n—1 n >3
C 0o 2 2
n—1
2 3 n—3 n—2
NE)
1
0 n >4
2
(1)
EG 1 3 4 5 6
2
(1) Q—O—O—I—O—O—Q
E7 0 1 3 4 5 6 7
2
(1) b—O—I—O—O—O—O—Q
E8 1 3 4 5 6 7 8 0
(1) o—oio—o—o
F 0 1 2 3 4
ol % o34 a€{1,2,3}
2 0 1 2 »

Figura 13: Las extensiones de los diagramas de Dynkin e que son arboles. Cada diagrama tiene
n+1 vértices y el vértice que no esté en el diagrama de Dynkin correspondiente tiene el indice
0
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1 . . .
Para el caso DZ(1 ) basta verificar que despues de la secuencia de mutaciones p; o p3 o 2
el carcaj contiene un triangulo no orientado de manera ciclico (Lema [4.43)). Para el caso

Cél) utilizamos lo siguiente:

Ejercicio 4.14. Si B es una matriz 2-finita entonces para todas las i, j, k distintas
tenemos

bijbjkbki = —bjiby;bik-
Ademas los pesos de triangulos en I'(B) son {1,1,1} o {2,2,1}.Tipp: Sin perder de
generalidad puedes suponer que B es una matriz 3 x 3.

En el caso Cgl) la mutacion en el vértice 1 da un diagrama de forma de un triangulo con
pesos {2,2,4} (Ejercicio . Para el caso Bz(,,l) observamos que mutacién en el vértice
2 da un diagrama que contiene Cél) como subdiagrama (Lema [4.42]).

F/G: Para Ffll) orientamos todas las aristas de la izquierda a la derecha y mutamos pug4 o
3 o po o pp. El diagrama obtenido contiene un subdiagrama inducido por los vértices

0,2,4 de forma Cgl). Para el caso de Gg) orientamos los vértices de la izquierda a la
derecha y aplicamos la mutacién en el vértice 1. El resultado viola las obeservaciones del

Ejercicio .14}

E Para los diagramas de tipo E uno puede probar de manera similar que Eél) /E(71) /Eg)

son equivalente bajo mutacién a diagrama con subdiagramas de tipo Dél) / Eél) / Egl) (més
detalles en [FZ03a), §9.2]).

O]

4.6.2. Los Ciclos
Seguimos con el caso de ciclos.

Proposicion 4.45. Sea I' un diagrama 2-finito cuyo grafica subyacente es un ciclo con n
vértices. Entonces, I' cumple una de los siguientes casos

1. T es orientado de manera ciclica con todos los pesos igual a uno (en particular, I' ~ D,, );
2. T es un triangulo orientado de manera ciclica con pesos {2,2,1} (en particular, I" ~ Bg);
3. T es un cuadrado orientado de manera ciclica con pesos {2, 1,2, 1} (en particular, I" ~ Fy).

Prueba. Procedemos con induccion sobre n. Sin = 3 el Lemas [1.43]y el Ejercicio [£.14]implican
la afirmacion. Sea n > 4 y sea k € [ un vértice con una flecha entrando y una flecha saliendo
de él. Si tal vértice no existe podemos hacer una mutaciéon que preserva la forma de la gréafica
subyacente de I'. Sea I" := ui(T") y I := I" — {v} la subgrafica inducida. Por construccion
I es un (n — 1)-ciclo y por induccién es orientado de manera ciclica. Por lo tanto ' es una
orientacion ciclica del n-ciclo.

Nota que el producto de todos los pesos de flechas en I'” coincide con el producto de todos

los pesos de flechas en I': si en I' tenemos i — k b, j entonces en I'” tenemos i ab 7 pues no
hay flechas entre i y j en I' (Ejercicio |4.13)). Por induccién el producto de los pesos de flechas
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en I es 1 (en el caso 1.) 0 4 (en los casos 2. y 3.) En el primer caso tenemos que I' es un
n-ciclo orientado y segin el Ejercicio tenemos I' = S{T? ~ T1,1,n—3 = Dp. En el segundo
o tercer caso, I tiene dos pesos 2 y los demés son 1. Como n > 4 tenemos dos casos: Si n > 4
observamos que I' tiene una subgréfica del tipo C,%) para algtin m adecuado. Por lo tanto la
Proposicion [4.44] implica que no es 2-finito. Si n = 4, entonces I es

Ejercicio 4.15. Muestra que en este caso I' ~ Fy.

O

Prueba de la Proposicion[{.41 Para la prueba de la Proposiciéon o equivalentemente la
Proposicion [£.41] nos falta probar que cada diagrama 2-finito es equivalente bajo mutacion a
uno orientaciéon de un diagrama de Dynkin.

La prueba procede por induccién en el ntimero de vértices del diagrama con la base de la
induccién dado por n = 3. Para el paso de la induccién sea I' un diagrama con n + 1 vértices
y sea k un vértice tal que IV :=T" — {k} es conexo. Entonces, I" es equivalente bajo mutacion
a una orientacion de un diagrama de Dynkin. Ademés podemos suponer que es I tiene una
orientacién especifica pues todas las orientaciones de los diagrams de Dynkin son equivalentes
bajo mutacion (Corolario . La prueba procede en tres casos,

1. todos los vértices de I tienen dos flechas adyacentes, pues I'V es de tipo A, B, Cy, F4, Go
2. TV es de tipo Dy;
3. I es de tipo E,, con n € {6,7,8}.

En todos los casos uno analiza la vecindad del vértice v en I' y usa los resultados anteriores para
excluir todas las configuraciones que induces subdiagramas 2-infintas. Dejamos los detalles de
la prueba como un ejercicio o alternativamente como un lectura de [FZ03al, §9.4]. O

4.6.3. Ejercicios

Ejercicio 4.16. Sean p,q,r € Z>o y 1T} 4, la grafica con p + g + r + 1 vértices que se forma
de trés cadenas del graficas de tipo A,1,A,+1 Y Ag+1 plegadas en un vértice:

1 2 ¢ P2 1
}
IQ
1

Sean p,q,7 € Z>0y $ € Z>o. Definimos el diagrama 57, . con p+q+r+s vértices que consiste

de un s + 3-ciclo orientado y tres graficas de tipo A,._1,A,_1 y Ay—1 plegadas a tres vértices
consecutivos del ciclo:
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Todos los pesos en las flechas son uno y las orientaciones de las aristas en los subdiagramas
de tipo A son arbitrarias. Muestra que el diagrama S;, . es equivalente bajo mutacién a un
diagrama de tipo Tp4r—1,4,s-

5. Coeficientes

En este seccion vamos a cambiar nuestro punto de vista a las algebras de conglomerado
un poco. Analizamos de nuevo que es la informaciéon necesaria para determinar un algebra
de conglomerado de manera tnica y en el camino vamos a descubrir que son las algebras
de conglomerado mas alla del tipo geométrico. Antes necesitamos un poco de notaciéon sobre
semicampos:

5.1. Semicampos

Definiciéon 5.1. Un semicampo es un triple (P,®,-) donde (P,-) es un grupo abeliano
multiplicativo junto con una operacién & que se llama la adicién auxiliar que es conmutativa,
asociativa, y distributiva con respecto a la multiplicaciéon. Con ZP denotamos el anillo del grupo
(P, ) con campo de funciones asociados QP.

Cabe mencionar que (P, @) no necesariamente es un grupo, pero es un semigrupo. Como
P tiene inversos multiplicativos, no contiene una unidad aditiva.

Definiciéon 5.2. El semicampo tropical Trop(yi,...,y,) es un grupo multiplicativo gene-
rado de manera libre do variables y1, ..., y, con la adicién auxiliar:

[Twi @ T wi =TT (5.1)

Nota que P = Trop(yi,...,yn) corresponde a monomials de Laurent en las variables
Y1, .-, Yn con la multiplicacion usual y la adicion auxiliar. Pues el anillo ZP = Z[P] son poli-
nomios de Laurent en las variables y1, . .., y, con coeficientes enteros y su campo de fracciones

Q]P) = Q(ylu o 7yn)~

Ejercicio 5.1. La adicion auxiliar del semicampo tropical como definida en (5.1)) es conmuta-
tiva, asociativa y distributiva con respecto a la multiplicacion usual, es decir: (p@®q)r = prdqr.
En particular, Trop(yi,...,yn) €s un semicampo.
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Ejercicio 5.2. Muestra que ZP es un dominio integral para cualquier P.

Sea B = (bij)icin+m],je[n) Una matriz de intercambio extendida. Definimos una tupla y =
(yla cee 7yn) € TI‘Op(I‘n+1, o 7xn+m)n

n—+m b
IT =" (5.2)
i=n+1
Afirmamos que la matriz de intercambio B y la tupla (y1,...,yn) € Trop(Tnti, .- Tntm)"”

capturan la misma informacion que la matriz de intercambio extendida B analizando la formula
de intercambio para una direccién mutable k

n
[bik]+ bl Yk [bix]+ zk]+
x ac x; + x; = T 5.3
¥ H H yk@lg i yk@lll (5:3)

pues con la definicién de la adicién auxiliar tropical tenemos

n+m bik n+m
Yk o Hz n+1 LIZ‘ H x[blk}+
- 7

yp®1 [ 1’“@1

7 n+1 i=n-+1

El comportamiento de los coeficientes (y1, ..., y,) bajo mutacion se puede formalizar:

Proposicién 5.3. Sea B = (bij)ic[n+m],je[n] Una matriz de intercambio extendida y B’ =
pr(B) para una direccion mutable k. Sean (y1,...,yn) y (Y},---,9,) las tuplas de elementos
de Trop(@n1, ..., Tntm) asociados como en (5.2). Entonces,

, v j=k,
Y = (1 Oy bgn( bkj))_b’” j# k. (54)
En particular, la matriz de intercambio B = (b;;); je[,) junta con la tupla (yi,...,yn) €
Trop(Tn41,-- - Tnym)"” determina de manera tinica el dlgebra de conglomerado A . En lo que
sigue vamos a ver como se definen algebras de conglomerado que no son de tipo geométrico
generalizando la formula (5.4)) y cambiando el semicampo Trop(zp+1, .- -, Tntm)-

Para probar la Proposicién vamos a usar una construccién relacionada y de gran im-
portancia para el resto de este capitulo:

Teorema 5.4. Sean (X, B) y (X, B') dos semillas etiquetadas relacionadas por la mutacion en
la direccion mutable k. Sean X = (21, ..., Tnim), X = (2},..., 2 )y B = (by;), B = (b5
Definimos las n-tuplas § = (41,.--,9n) y ¥ = (0, U5):

n—+m n+m

bij ~f b’
=l =" v 9= va’ (5.5)
i=1
Entonces la tupla y’ se obtiene de y de la siguiente manera:

y o=k 56
R U AR I ) '
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Prueba. Si j = k calculamos

n+m

A 1o 1Y —bix _ -1
o= [1 ot = [ = ]2 =
=1

ik ik

Para j # k distinguimos dos casos: by; > 0y by; < 0. Si by; < 0 tenemos

/

i#£k i#£k bir <0
—byj
b . —b b
— o (T T ) TL T
b >0 b <0 i#£k b <0
n+m 7bkj
7 7 _bz bl PN — by
= Ui H"’”*H b = 95 (i +1) 7.
i zk<0

Si b > 0 tenemos

i = AR Tt - I T A

£k i#k b;r.>0
—byj
b . i sz b
— (T ) I T
bik,>0 bik <0 i#£k bk <0

by

n+m ki
— o bik—bik bik — . 1 ~—1 _bkj
= Yj Z; + x; _yj( + Y ) .

b >0

O

Usando el Teorema[5.4 podemos recurrir a la Proposicion [5.3} solo necesitamos acordarnos
del semicampo de funciones racionales libre de substracciones:

st(:rl,...,xn):{fEQ(xl,...,xn):EIf’,g'EZZO[a:l,..., n] t.q. fo/}'
g g g

Este semicampo se llama el semicampo universal por la siguiente propiedad universal que
satisface:

Lema 5.5. Sea IP un semicampo y p1, . .., pn € P. Entonces existe un tinico homomorfismo de
semicampos Qg¢(x1,...,z,) — P tal que z; — p;.

Ejercicio 5.3. Prueba el Lemal5.5] En particular, muestra que cada identidad en el semicampo
universal es valida en cualquier otro semicampo.

Prueba de la Proposicion[5.3 Sea X = (21, ..., Tntm) una colecciéon de variables y definimos
el homomorfismo de semicampos f : Qg (z1, ..., Tpntm) — Trop(Tpii, -y Tntm):

1 1<n
T, >N

) ={
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El homomorfismo f es tnico (Lema/|5.5). La mutacion en una direccion mutable k de (X, B) nos
da una semilla (X, B ) con xkxﬁc = M+ M>. Nota que los dos monomios M7 y M, son coprimos
y ademas no tienen ninguna variable congelada x; en comiin. Aplicamos el homomorfismo de
semicampos y obtenemos

1 f(d) = M) @ ) B 1

En particular, todas las variables mutables en x y X’ tienen imagenes uno bajo f. Entonces
f¥) =yy f(¥y) =y’ Nota que la relacion de mutacion de los g; (5.6 se satisface en

Qst(1, - - s Tpym). En particular, aplicando f a esas relaciones obtenemos las relaciones ([5.4)
en Trop(Tp41y. - Tntm)- O

5.2. Y-patrones y algebras de conglomerado con coeficientes

En esta seccion formalizamos las observaciones que hicimos en la seccién anterior y in-
troducimos el concepto de Y-patrones. Nos van a servir como coeficientes (generalizando las
variables congeladas) para las dlgebras de conglomerado en plena generalidad.

Definicién 5.6. Una Y-semilla etiquetada (casi-simetrizable) en un semicampo P es un
par (y, B) donde

» y=(y1,...,Yn) s una tupla de elementos en P;
» B = (bij);je[n) s una matriz casi-siemtrizable con entradas enteros.
El rango de la Y-semilla es n.

Definiciéon 5.7. Sea (y, B) una Y-semilla etiquetada en P. La mutacion u(y, B) en la direc-
cion k € [n] es la Y-semilla (y’, B') obtenida de (y, B) de la siguiente manera:

1. B' = pk(B) segin la formula para mutacion de matrices ([2.5));

2. la tupla y’ = (v},...,y,,) se obtiene de y = (y1,...,Yn):

/ k_l . ] =k (5 )
Y; = sgn(—by; kj . J
J yj (ykg ( k]) ) 1) ’ J 7£ k,
donde @ es la adicién auxiliar de P.

Ejercicio 5.4. Muestra que la mutaciéon de Y-semillas es una involucién.

Definiciéon 5.8. Un Y-patron es una asignacion de una Y-semilla (y(¢), B(t)) en P de rango

k
n a cada vértice t € T", tal que para cada arista t —— ¢/ en T" tenemos

pe(y (1), B(t)) = (y(¥'), B(¢)).

Nota que como en el caso de patrones de semillas, también un Y-patrén se determina de
manera Unica por una Y -semilla inicial.
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t 0 1 2 3 4 5
-1 Y2 Y1y20y1 61 —1
Yie | 41 Y Y1y2Py1H1 Y2 Y2 Y2
Yiy2 el 1
Yt Y2 Y101 Y1Y2 y1(1®y2) yl(l @ y2) Y1
y1+T2 Yy1+T2 T1y2+1 z1y2+1
Tt | X1 1 7 T@yn) z1(10y1) z2(10y2) z2(10y2) | P2
T1Y1y2+x2+y1 T1y1y2+x2t+y1
T2t || T2 T2 r122(10y1®Y1y2) | T122(1BY10Y1Y2) 71 71

Tabla 5: Un Y-patron y un patron de semillas en tipo Ag (ver el Ejemploy el Ejemplo|5.15)).

0

-1
tupla en un semicampo P. Asociamos la Y-semilla (y, B) al vértice 0 del arbol T? = Z. Para
t € Z escribimos y(t) = (y1.,y2:¢) y tenemos B(t) = (—1)!B (compara con el Ejemplo [2.32).
Calculamos para t par

Ejemplo 5.9. Sea B = ( (1)) la matriz del carcaj 1 — 2 de tipo Ay y sea'y = (y1,¥y2) una

Yijt+1 = { y;tl L par Y Y241 = {yQ?’f(yl;t1 @®1)7"  tpar
o yl;t(yitl @©1)~" ¢ impar o yitl t impar
Asi tenemos, por ejemplo para la primera mutaciéon en 1:
1 -1 -1 Y2 Y1Yy2
1) = — 1(Y2) =y ©1l) = =
p1(y1) e vy m(y2) = y2(y; ) el ey’
y para la siguiente mutacién en 2:
1 y1 D1 - Y2
—1\—1
2(y1;1) = y11(1 @y, :<1@ > S L —
Halyin) ( 2) n Y1Y2 1®y1 D y1y2
- 1oy
1
K2 Y2;1 = Y91 = .
(¥21) 1 Y1y2

Obtenemos el Y-patron como en la Tabla [f] Nota que la periodicidad coincide con la 5-
precocidad en el Ejemplo Observamos también que los elementos de un Y-patrén en
general no satisfacen un fenémeno de Lauerent. Por ejemplo, si P = Qg (y1, y2) entonces

Y2 +1 41
Y2 = ——"—— &Ly Yy |
2412»/2-1-%4-1§g w2

Hay varios aspectos en las cuales la mutacién de semillas y la mutacién de Y-semillas son
distintos. Por ejemplo, en la mutaciéon de semillas en una direccion k solo cambia la variable
de conglomerado x; y todos los demas siguen iguales. Observamos el mismo fenémeno en la
mutacion tropical de los f;’s .

La mutacion de Y-semillas se comporta diferente: las variables que cambian bajo mutaciéon
en una direccion k son yj y todos los y; con by; # 0. Si la matriz de intercambio B viene de
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un carcaj (), observamos que se transforman la variable y; y todos las variable y; donde j es
en la vecindad de k en @, es decir existe una flecha entre j y k. Recuerda que la mutacion
de los datos de una semilla en el contexto geométrico muestra un comportamiento similar
. Ademas no hay direcciones congeladas en Y-patrones. Esta observacion se explica con
el siguiente Corolario:

Corolario 5.10. 1. Las tuplas (y1,...,yn) € Trop(znit1,. .., Tnim)" asociados a una ma-
triz de intercambio extendida B como en la Proposicién juntas con las matrices de
intercambio B forman un Y-patron en el semicampo Trop(zp41, ..., Tntm)-

2. Las tuplas ¥ = (41,...,9n) asociadas a semillas etiquetadas (X, B) como en el Teore-
ma juntas con las matrices de intercambio B forman un Y-patrén en el semicampo
Qst(z1, -+ oy Tytm)-

Recuerda el campo F ambiente.
Definiciéon 5.11. Una semilla etiquetada en el campo F es un triple (x,y, B) donde
» (y,B) es una Y-semilla en un semicampo P;

» x = (r1,...,%,) es una n-tupla en F que es un conjunto de generadores libre, es decir
los elementos de x son algebraicamente independiente sobre QP y F = QP(z1,...,zy).

Los elementos de la tupla x son las variables de conglomerado, los elementos de y se llaman
los coeficientes y B es la matriz de intercambio.

Para verificar que las semillas de tipo geométrico de la Definicion [2.27]son un caso especial
de la Definicion con P = Trop(@n41, - .., Tntm) basta ver que los campos ambiente de las
dos definiciones coinciden:

@P(I‘l, s ’xn) = Q(l‘n-‘rlu s ,.’L‘n+m)($1, s ,CCn) = Q(xh s )'rTH-m)‘

Definiciéon 5.12. Sea (x,y, B) una semilla como en la Definicion de rango n y k € [n].
La mutacion en la direccion k de (x,y, B) es una semilla ux(x,y, B) = (x',y’, B’) obtenida
de la siguiente manera:

1. B" = px(B) segtn (2.5);
2. y' = u(y) segin (5.7));

3. x' = (#7,...,;,) donde ), = z; si j # k y para j = k satisface la siguiente relacién de
intercambio:
/ Yk [bir]+ 1 [—bir]+

TpTy = T +— |z 5.8

who= o e+ = e (5:8)

La relacion de intercambio se puede simplificar usando la notacion p; = % Y, = ﬁ:

b; - ~b;
Ty, = Py Hw£ K+ + py, ng K+ (5.9)
La 2n-tupla p = (p{,p],...,p,p, ) satisface la condicién normalizando p,j ©p, =1

Nota que la relacion de intercambio [5.8| generaliza la relacion de intercambio [2.8] segiin el
calculo que hicimos en (5.3]) y el Corolario 1:
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Corolario 5.13. 1. Sea (x, B) una semilla de tipo geométrico segtn la Definicion y sea
y = (y1,...,yn) la tupla asociada en Trop(zyn41, - - - , Tntm)" de . Entonces, (x,y, B)
es una semilla en el sentido de la Definicion y para cada direcciéon mutable k con
pe(X, B) = (X', B') y tupla asociada y’ = (¢},...,,) tenemos ux(x,y, B) = (x',y’, B').

2. Sea (x, B) una semilla de tipo geométrico segin la Definicién m yseay = (J1,---,Un)
la tupla asociada en Qgf(z1, ..., Tpim)" de . Entonces, (x,y, B) es una semilla en
el sentido de la Definicion m y para cada direccion mutable k con (X, B) = (X', B')
y tupla asociada y' = (91, ..., 4,) tenemos ui(x,y,B) = (x',¥', B').

Definicion 5.14. Un patréon de semillas de rango n es una asignacién de una semilla

k
etiquetada (x(t),y(t), B(t)) a cada vértice ¢ del arbol n-regular T,, tal que para arista t —— ¢’
en T, tenemos

pe(x(1), y(t), B(t)) = (x(t), y(t'), B{t')).
Usamos la notacion x(t) = (1., - -, Tnt), Y(t) = (Y1t -+ Ynt) ¥ B(t) = (0)i jen)-

Ejercicio 5.5. La condicién normalizando junto con la mutaciéon de Y -semillas determina de

. N B + = + o Yk - 1
manera Gnica las tuplas p(t) = (pl;t,pl;t, e+ s Dty Ppt) COM Pt = ot ¥ Phot = gyl

Ejemplo 5.15. Sean Q = 1 — 2y y = (y1, y2) una dupla en un semicampo P. Sea x = (1, z2)
un conglomerado en F = QP(z1, z2). Calculamos el patron de semillas asociado, tenemos

() = 1 1 () = Y1y2 (1) = 1 ( yi_o, @ ) _ it
Y1’ y1 o1 1 \y1®l  y @l z1(y1 © 1)
donde las mutaciones de los ¥;’s son como en la Tabla [5| y el Ejemplo Para la siguiente
mutaciéon en 2 obtenemos

Y1y2 Yyi1+z2
po(xe.1) = i < Y2;1 + 151 > _ i 1&y1 w1(ldy1) | _ _T1Y1y2 +y1 + 22
’ 22 \1®y21 1@ y2:1 o\l 2 1o 2 r122(1 D y1 © Y1y2)

Nota que todas las variables de conglomerado son polinomios de Laurent en x1,x2 con coefi-
cientes en ZP.

Definicién 5.16. Dado un patron de semillas P = {(x(t),y(t), B(t)) }teT, sea

X=J)x={zi:teTy1<i<n}
teTy,

El algebra de conglomerado asociado es el ZP-subalgebra de F generado por X:
Ap =7ZP[X| C F

donde P es el semicampo del Y-patron {(y(t), B(t))}ieT, v F es el campo de funciones racio-
nales en n variables con coeficientes en QP. El &lgebra de conglomerado (o el Y-patrén o el
patrén de semillas) es de tipo geométrico si P es un semicampo tropical.
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Ejemplo 5.17. Seguimos con el Ejemplo El algebra de conglomerado asociado a un
patron de semillas de tipo As con coeficientes en un semicampo arbitratio IP con semilla inicial

((xbe)v (y17y2)7 1 — 2)

Y1 + x2 T1Y1Y2 + T2 + Y1 T1y2 + 1
r1(1@y1) wrza(l ® y1 ® yrye) 22(1 @ y2)

A=7P x1,T2, C QIP’(xl, $2)
Nota que los denominadores de las expresiones solo dependen de la adicién auxiliar & de P y los
enumeradores solo dependen de la adicién usual en F. Este fenémeno se llama la separacion
de la adicién y probar lo en general es el tema da la siguienze seccién.

Ademés podemos observar que A C Z}P’[xlil,:réﬂ], es decir A satisface un fenémeno de
Laurent similar al fenémone de Laurent para algebras de conglomerado de tipo geométrico

que vimos en el Teorema

En su primer articulo Fomin y Zelevinsky prueban el fenémeno de Laurent para élgebras
de conglomerado con coeficientes arbitrarios [FZ02, Theorem 3.1|:

Teorema 5.18 (El fenémeno de Laurent). El algebra de conglomerado A asociado con una
semilla inicial (x,y, B) satisface el fenomeno de Laurent, es decir para PP el semicampo subya-
cente y x = (x1,...,2,) tenemos

AcC ZPlei, .. ath.

n

Es decir, cada variable de conglomerado es un polinomio de Laurent en las variables iniciales
x1,...,T, con coeficientes en el anillo ZP.

Para &lgebras de conglomerado de tipo geométrico podemos refinar el resultado:

Proposicion 5.19. [Proposicion 11.2 en [FZ03a]| Sea A un élgebra de conglomerado de tipo
geométrico de rango n con semicampo P = Trop(p; : j € J) y sea P := {pj,t,p;t 1< <
n,t € Tp}. Si A satisface

1. pj € P para todas las j € J, y

2. cada p € P es un monomio con coeficientes no-negativas en los generadores {p; : j € J}.
Entonces, cada variable de conglomerado es un polinomio de Laurent en las variables de
conglomerado de cualquier semilla con coeficientes en Z[P].
5.2.1. Ejercicios

Ejercicio 5.6. Prueba la Proposiciéon es decir prueba que para cada generador p; de IP
y cada variable de conglomerado z que z es un polinomio en p;. Tipp: usa induccién sobre
la distancia entre una semilla que contiene la variable z y la semilla inicial como
en la prueba del Teorema (3.1

Ejercicio 5.7. Sean Py, Py, P3, Py € P! cuatro puntos en la linea proyectiva. Entonces, P; =
[a; : b;] en coordinadas proyectivas. Definimos

P14 Po3
PioP3y

Y (P1, P, P3, Py) =
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a; a; . . . . .
donde FP;; := det (bi bj ) Nota que Y esta relacionada a la razon cruzada convencional bajo

Y (Py, P2, P3, Py) = —(P1, P3; Py, P5). La razon cruzada es una invariante de cuatro puntos
colineales y se puede generalizar para n-tuplas de puntos P, ..., P, en PL.

1. Dado seis puntos P, ..., Ps € P! calcula las rozones cruzadas de los puntos { P;, Py, Ps, Ps}
en términos de las rozones cruzadas de los puntos {P;, P1, Py, Ps}.

2. Dado una triangulacion del n-agono T sea Bp la matriz de intercambio (no extendida)
del carcaj Q7 (Defincion . Cada arco d € T es la diagonal de un cuadrilatero con
vértices i, j, k, . Definimos Yy := Y (P;, P}, Py, F}). Sea Yr := (Yg: d € T).

Muestra que (Y, Br) es un Y-patron.

3. Concluye que para saber los (Z) razones cruzadas de Py, ..., P, € P! es suficiente calcular

n — 3 de ellas.

5.3. Formulas de separacion

En esta secciéon analizamos el comportamiento de los Y-patrones y su interaccion con
las variables de conglomerado en un patrén de semillas. El resultado mas importante es la
formula de la separacion de adicion de Fomin—Zelevinsky [FZ07] que ya observamos en
el Ejemplo [5.17] Para formular el resultado necesitamos un tipo de coeficientes especiales,
llamados los coeficientes principales que juegan un papel importante también en la teoria
de las variedades de conglomerado.

Definiciéon 5.20. Un Y-patron {(y(¢), B(t)) }ter, en un semicampo P (o un patron de semillas
o el algebra de conglomerado) tiene coeficientes principales si existe un tg € T,, con

Y(tO):(ylaayn) y ]P):Trop(ylv"'ayn)~

Decimos que el Y-patron (o un patron de semillas o el algebra de conglomerado) tiene coefi-
cientes principales en tj.

Recuerda que trabajando sobre el semicampo tropical una Y-semilla y, B) contiene la
misma informacion que una matriz de intercambio extendida B (Proposicion [5.3). La Y-semilla
(y(to), B(tg)) se traduce segun la formula (5.2) a la matriz extendida

B(ty) = (B(ltO)> € 72, (5.10)

donde 1 es la n x n-matriz de identidad. En particular, si B(t) es la matriz de un carcaj Q
(es decir, es anti-simétrica) entonces la matriz B(ty) corresponde al carcaj QP''™ obtenido de
Q@ de la siguiente manera

1. agregue n vértices congelados a (), uno para cada vértice de Q;
2. agregue flechas de cada vértice congelado asi al vértice correspondiente mutable.
Nota que @) no tiene vértices congelados.
Ejemplo 5.21. Calculamos el patrén de semillas con coeficientes principales en el caso As.

Sea @ el carcaj 1 — 2, entonces el carcaj QP™ y sus mutaciones son
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Definiciéon 5.22. Sea {(x(t),y(t), B(t)) }teT, un patron de semillas con coeficientes principa-
les en ty donde

x(to) = (w1, -, 2n),  ¥(to) = (W1,---,yn) v Blto) = B® = (b)) jepm)- (5.11)
Entonces, P = Trop(yi,...,yn) y todos los coeficientes en las relaciones de intercambio ([5.8)
son monomios en yi, ..., Y. Pues cada variables de conglomerado x;; tiene una expresion
como funcion racional libre de substracciones en las variables z1,...,Zn,Y1,...,Yyn obtenido

iterando las relaciones de intercambio. Sea

BY;

Xi;t = Xi;t fo € st(xla cees Ty Yl - ,yn) (512)
esta expresion que depende de tg y BY. Definimos las expresiones F;.; evaluando los X en
r=---=x, =1

. pB%to . _ .
Fi;t = Fi;t = Xi;t(]-a'”u]-vyla"'ayn) erf(yl)"'7yn) (513)

Ejemplo 5.23. Continuamos con el Ejemplo y calculamos las expresiones X;.; y Fj..
Recuerda que ya tenemos todas las expresiones de las variables de conglomerado en el caso As
con coeficientes arbitrarias en la Tabla . Los X;;; se pueden obtener de la tabla especializando
al semicampo P = Trop(y1, y2). Nota que en este caso y; & 1 = 1. Luego evaluando las X;;; en
x1 = x2 = 1 nos da las Fj;. De los resultados en la Tabla |§| se pueden observar dos cosas:

1. los Fj;; son polinomios en Zx>q[y1, yal;
2. los X, son polinomios de Laurent en z1,z2 con coeficientes en Z>o[y1, y2].

Para un patrén de semillas con coeficientes principales la Proposicién [5.19| nos da el si-
guiente resultado que confirme las observaciones del Ejemplo [5.23(salvo la positividad de los
coeficientes):

Proposicion 5.24. |Proposicion 3.6 en [FZ0T7]| Sea A un algebra de conglomerado con co-
eficientes principales en la semilla (x(t),y(to), B(to)) con x(to) = (z1,...,2n) ¥y y(to) =

(y1,--.,Yn). Entonces, cada variable de conglomerado de A es un polinomio de Laurent en las
variables 1, ..., x, con coeficientes en Z[y1,...,yn]. En particular tenemos
Xz‘;tEZ[$1i17---ax7j1[173/17--~73/n] y Fi;tEZ[yh'-"yn]' <514)

Ejercicio 5.8. Prueba la Proposicion [5.24] usando la Proposicion [5.19}

Recuerda la propiedad universal del semicampo Qg¢(z1,...,x,) (Lema [5.5) y el Ejerci-
cio Sea P un semicampo y pi,...,p, € P con homomorfismo f : Qg(z1,...,2,) — P
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t 0 1 2 3 4 5
P || 1 jm+l] mitl y+1 |11
Py || 1 1 yive+uy1+1 | yiya+y1 +1 1 1
X1 || o1 3“:71332 yl;‘% 3511:/82;‘1 mufz—irl o
Xot || 22 T2 z1y13f1+x;cg+y1 Ilyllﬁ;z?ﬁyl 1 -

Tabla 6: Las expersiones Fj; y X;: de la Definicion en el caso As. Las matrices de
intercambio corresponden a los carcajes del Ejemplo Mas detalles se encuentran en el

Ejemplo

definido por x; — p;. Vamos a adaptar la siguiente notacion: para g € Qg(x1, ..., z,) escribi-
mos

gle(p1,---yon) = f(g(x1,...,20)) € P. (5.15)

Por ejemplo, sea P = Trop(ui,us) y p; = u;. Entonces tenemos para g = 1?2 — x129 + 13
tenemos

x§+x%> Cuidul _,

2 2
plur,us) = f(x] — x122 + 25) =
ole(un,ua) = f(a} ~myaa o) = £ (D02 ) D
Estamos preparados para el resultado principal de esta seccion que se encuentra en [FZ07,
Teorema 3.7]

Teorema 5.25 (Formula de separacion). Sea A un élgebra de conglomerado sobre un semi-
campo arbitrario P de rango n con semilla inicial en un vértice ¢y € T,, con la notacién como
en . Entonces todas las variables de conglomerado x;; € A se pueden expresar en la
semilla inicial como

Xi;t|.7:($1a <oy Tns Yl - - ;yn)
Fi;t‘ﬁ”(ylv v 7yn)

Tt = y (516)

donde Xy = X5 ™ y Fyy = FE 0,
La formula se llama la formula de la separacién porque “separa'la adicion auxiliar
@ del semicampo P que solo se encuantra en el denominador de la adicién usual del campo F
que se encuentra exclusivamente en el numerador.
En la prueba del Teorema|5.25[se utilizan los Y-patrones y que definimos en el Teorema/|5.4
para patrones de semillas de tipo geométrico. Se puede generalizar:

Corolario 5.26. |Proposicion 3.9 en [FZ07]| Sea {(x(t),y(t), B(t)) }+eT, un patrén de semillas

de rango n con coeficientes en un semicampo P. Definimos y(t) = (91, ..., Jnyt) con entradas
A Dot
Yjit = Yjst H ;" (5.17)
i=1

Entonces, {(y(¢), B(t)) }teT, es un Y-patron en F que satisface la mutacion ([5.6]).
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Definicién 5.27. Sea ((y1,...,yn), B®) una semilla inicial de un Y-patrén de rango n en

Qst (Y1, - - -, yn). Entonces para cada t € T,, el coeficiente y;,; es una funciéon racional libre de
substraciones en las variables y1, ..., Yn:
B
}/i§t = Y o € st(yla"'vyn)' (518)

Nota que las expresiones Y;; en el caso de Ay donde BY = (_01 (1)) se pueden obtener de las
expresiones de los coeficientes y;.; en la Tabla |5| especializando la adicion auxiliar @& a + en
Qsf(y1,y2)-

Las expresiones Y;; junto con la propiedad universal del semicampo universal nos permiten
evaluar en cualquier otro semicampo como en . Asf obtenemos el siguiente Lema:

Lema 5.28. Sea {(y(t), B(t))}tet, un Y-patron en el semicampo P de rango n con semilla
0.
inicial ((y1,--.,yn), B°) en tg € T,. Entonces, y;; = Yfz ’t°|[p>(y1, ...,Yn). En particular, con
respecto al Corolario [5.26
A~ Bo;t ~ ~
Jie = Yoy 11,0 0n)
En la prueba del Teorema se utiliza la siguiente relacién entre las expresiones Y;
y Fji:. Nota que ambos son elementos en el semicampo universal. La deferencia es que las

Yi.+ juegan el papel de coeficientes “generales"que se pueden especializar a cualquier tipo de
coeficientes segin el Lema mientras las Fj; provienen de los coeficientes principales.

k
Proposicion 5.29. [Proposicion 3.12 en [EZ07]] Con la notacion anterior sea t —— ¢’ en Ty, y
B(t) = (bij)i7je[n]. Entonces,

Yii+1 [—bis]+
Fk;t/ = : F N <519)
(Yk;t + 1)|Trop(y1,~-7yn H

Prueba. Sea {(x(t),y(t), B(t))}er, un patréon de semillas con coeficientes principales en to
y semilla inicial como en (5.11]). Consideramos las semillas en ¢t y ' relacionadas por una
mutacion en la direccion k. Tenemos desde la relaciéon de intercambio

o [ik]"' [btk]-!— '17 71ykt+1 [ lk]-‘r
T = kty @1<yktHl‘ H = :Ektykt@l]‘_[x" (5.20)

=1

En particular, en terminos de las expresiones X;;; y Y;.; tenemos

_ th|]:(gjl""7yn +1 “ ]+
X = X, x b (5.21)
kit (th+1)‘Trop (y1,.- ,yn)(ylv"‘7yn 11;[1 it
Recuerda que las F;; se obtiene de las X;;; evaluando z1 = --- = x,, = 1. Para §j,; evaluando
enxy =---=x, =1 nosda

Qk;t’:}clz--:xnzl = Yk;t-
En particular, para Fj.» obtenemos de la relcion ((5.21])

Fk;t’ Fk_t

k t|]-—(y1’ oo 7yn) +1 i F.[_bi'kbr.
(Yk;t D 1)‘Trop(y1,...,yn) i ut

Nota que Yit|7(y1,..-,Yn) = Yie pues F = Q(1, ..., Tn;Y1,- -, Yn)- O
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Estamos preparados para la prueba del Teorema [5.25

Prueba del Teorema[5.28. Procedemos por induccién sobre la distancia entre el vértice ¢ y el
vértice inicial tg € T,,. Si t = tg el lado derecho de la ecuacion es x;;+ pues hay nada que
probar.

Sea entonces t un vértice tal que la ecuacion ([5.16)) se satisface para todas ;¢ con i € [n].

k
Consideramos un vértice ¢’ con t —— t' en T,, y tenemos que verificar la ecuacion para todas
las variables x;.s. Calculamos

Pt +1 17T ot emaBZ8 Vel (G0 Bn) + 1 7 [0 (s o
v = 1kt L1 Vit - Y, 1 Tt L1 Pt (5.22)
Ykst (Y + Dlp(y1, - yn)

=1 i=1

J}k;

donde y; = ¥i, ¥ Ui es como definido en (5.17) y B(t) = (bgj)i,je[n]' En el caso de un patron
de semillas con coeficientes principales en g nuestro calculo se especializa a lo siguiente

Vit 701, - -, ) + 1 yt
X = 77 kel 71 Gn) X [ x (5.23)
( kit + 1)’Trop(y1,...,yn)(yla oo 7y’fl) ’ i=1

=

Antes de seguir nota que evaluando (5.19)) en P obtenemos

(Yk;t + 1)|Tr0p(y1,...,yn)(yla cee ayn)Fk;t’P(yla cee ayn)
(Yk;t + 1)|[P’(y17 sy yn) H?:l Fi;t|P(y17 cee )yn)[ibﬁk]-’—

Continuamos con el calculo ([5.22): usando la hipotesis de inducciéon podemos substituir las
variables x;,; para sus expresiones segtn ([5.16])

(5.24)

Fk_;tl’hp(yb s 7yn) =

Vet (1 - ) + D Frsalp @, - - yn) [Ty Xislr (@, s yn, ) P
(Yk;t + 1)‘1[”@17 cee ayn)Xk;t|f($17 sy Ty Y1, e ayn) H?:l Fi;thP’(yb LR yn)[bg’“]+
Yt 701, - -+ Gn) + D Ty Xitl 7 (@15 T 01, - - )0
(Yk;t + 1)‘Tr0p(y1,.4.,yn)(y17 e vyn)Xk;t|}'($1, s Tns YLy - ayn)Fk;t’|P(yly )
) Xie|7(T1, - T Y15 YUn)

Frlp(y1, -+ Yn)

50
o
=

=
[l
(98]

O
5.3.1. Ejercicios
Ejercicio 5.9. Seat € T, y j € [n].
1. Prueba que
n
Yiit = Yjitltrop(y ... ym) H Flsz (5.25)

i=1
donde B(t) = (b};)i jejn) es la matriz de intercambio en t.

2. Prueba que si b’fj > 0 para todas las ¢ € [n], entonces Y;; es un polinomio de Laurent en

los coeficientes iniciales y1, ..., yn.
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5.4. F-polinomios, g-vectores y c-vectores

Esta seccion es un breve resumen de los resultados de [FZ07, §6 y §7] donde Fomin—
Zelevinsky describen una graduaciéon en las algebras de conglomerado con coeficientes princi-
pales. Con su punto de visto algebraico ellos hicieron varias conjeturas que se tardaron algunos
anos en probar. Hoy en dia casi todas las conjeturas quedan probados y vamos a ver algunos de
ellos atn sin pruebas porque se utilizaron maquinaria desde distintos puntos de vista como la
teoria de representaciones, la categorificacion de las algebras de conglomerado y la geometria
biracional de las variedades de conglomerado.

Recuerda: en esta secciéon A es un algebra de conglomerado de rango n dado de patron de
semillas {(x(t),y(t), B(t)) }ter, con coeficientes principales en ty € T,,, la semilla inicial

X<t0) = (1‘1, s ,.Z'n), y(to) = (yh ERE yn)7 B(to) =B = (bij)i,je[n]'

Entonces, el semicampo es P = Trop(yi, ..., yn). Las expresmnes X B, to =: X definidos en
(5.12) que pertenecen al anillo Z[z?, ...,z y1,. .., y,] segin satisfacen lo siguiente:

Proposicion 5.30 (Proposicion 6.1 de [FZO?]). Cada polinomio de Laurent X;.; es homogéneo
con respecto a una Z™-graduacién en Z[a;l e xfl, Y1, .- -, Yn) definida por

deg(z;) =e€;, y deg(y;) wael, (5.26)

donde {f; : i € [n]} es la base estandar de M = Z". En particular, el algebra de conglomerado
A es un subalgebra M-graduado de Z[ml N T T

Prueba. Recuerda las g;.; de la ecuacion ((5.17)). Para t = o tenemos gj,;, =: g; que tiene grado

~ - b i
deg(y;) = deg (yj 1= J) =0.

i=1
Procedemos por inducciéon sobre la distancia entre el vértice t € T, y el vértice tg. Supongamos

k
que la afirmacion se satisface para un vértice t y sea t' —— t en T, tal que la distancia entre
t' y to es més grande que la distancia entre t y to. Tenemos que verificar que cada polinomio
y g q y q q p
de Laurent X,.;» es homogéneo dado que todos los polinomios X;.; lo son. Dado la ecuaciéon
Js 8 i

(5.23) hay que verificar que

Vealr(Br, o B) £1 1 Y bl
(Yk;t + 1)|Trop(y1,...,yn)(y17 <o Yn ’ st

es homogéneo:

. . _ —bt
= por induccién el producto X, tl | XZ.[;t wl+ es homogéneo;
» el denominador (Yi;: + 1)|mvop(ys,....yn) (Y1, - - - ¥n) €s un monomio de Laurent, pues es
homogéneo;
» Yit|7(91,...,0n) es una funciones racional evaluada en ¢1,..., 9, pero deg(y;) = 0

entonces también el numerador es homogéneo de grado cero.
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La segunda afirmacion es una consecuencia del fenémeno de Laurent para dlgebras de conglo-
merado con coeficientes principales (Proposicion [5.24]). O

Definiciéon 5.31. El g-vector de una variable de conglomerado z;,; € A se define como

n
deg(Xi;) = Zgief = 8ist (5.27)
i=1
0
Para cada t € T,, la matriz Gf oto cuyas columnas son g1, . .., g2 se llama una G-matriz.

Nota tan las matrices de intercambia también las G-matrices son tnicas solo si considera-
mos semillas etiquetadas. Pasando a las semillas no etiquetadas (Definicion las conside-
ramos bajo permutacién simultanea de sus columnas. No es necesaria cambiar el orden de las
filas pues no se cambia la base de la latiz {e],...,e;} de M.

Ejemplo 5.32. Continuamos con nuestro ejemplo favorita, el algebra de conglomerado del
tipo As. En el caso que tiene coeficientes principales en la semilla 0 € Z = Ts calculamos las
expresiones de los Xj;;; en la Tabla @ Recuerda que B? es la matriz del carcaj 1 — 2, entonces
las coeficientes iniciales tienen grados

deg(yl) = _bQIez = 55, y deg(yg) = —b12€>{ — _ef

Tenemos

deglai) = e, dog(z) = ek, deg(Xl;l)Zdeg< — el +el,

1
deg(Xa22) = deg (:L‘1y1y2 tr2t yl) = —e], deg(Xi;3)=deg <$1y2+> = —e5.

Y1+ x2
X1

12 €2

Dibujando e} = ((1]) ye; = ((1)) en el plano nos da un abanico simplicial completo cuyos conos

maximales corresponden a las semillas:

En la Tabla [7] comparamos las G-matrices asociadas con las matrices de intercambio exten-
didas asociados a los carcajes equivalente bajo mutacion a QP"" (ver Ejemplo [5.21)): Nota
que las G-matrices coinciden con las parte extendida de las matrices de intercambio extendi-

. . ) . Bty ..
das transpuestas bajo permutacion. Ademas las filas de las matrices G, ™ tienen entradas o
no-negativas o no-positivas.

Ejercicio 5.10. Repiten el Ejemplo [5.32] con el algebra de conglomerado asociado al carcaj
1 — 2 — 3 de tipo A3 con coeficientes principales y verifica que también en este caso tenemos:

1. las G-matrices coinciden con las parte extendida de las matrices de intercambio exten-
didas transpuestas bajo permutacion;

84



Gt (4
G| D () (D) (A%

Tabla 7: Las matrices de intercambio extendidas, las G-matrices y las C-matrices en el caso
A5 con coeficientes principales.

2. las filas de las G tienen entradas o no-negativas o no-positivas.

El siguiente resultado es una aplicaciéon de la formula de separacién Teorema Nos da
una receta para calcular la expresion de una variable de conglomerado en la semilla inicial:

Corolario 5.33 (Corolario 6.3 en [FZ07]). Sea A(x(to),y(to), B(to)) el dlgebra de conglome-
rado asociado a la semilla inicial en F dado por x(to) = (21, ...,%y), B(to) = B® = (bij); jejn)
y ¥(to) = (y1,-..,yn) € P donde P es una semicampo arbitrario. Entonces, la variable de
conglomerado x;; satisface

0
F?ti()’]:(yla”'ayn) .
Tj = —po x8it, (5.28)
Fj;t |P(y17"'7yn)

donde 91,...,9, son como en (5.17) y x8it es el monomio de Laurent en z1,...,z, cuyo
multiexponente es gj.;.

Entonces, para calcular las expresiones de las variables de conglomerado de cualquier &l-
gebra de conglomerado en términos de una semilla inicial basta calcular los F-polinomios y
los g-vectores. Los F-polinomios se pueden calcular de manera recursiva:

Proposicion 5.34 (Proposicion 5.1 en [FZ07]). Sea B(t) la matriz de intercambio extendida
en el Y-patron con coeficientes principales en tg (ver (5.10)). Los F-polinomios son determi-

k
nados de manera tnica de las condiciones iniciales Fj, = 1 para i € [n] y parat ——t' en T,
tal que la distancia entre ¢ y to es menor que la distancia entre ¢’ y to. Entonces, Fj.p = Fjy

sij#Fky
F . F_1 " [bﬁlJri,k]"LF[bﬁk}Jr - [_bil+i,k]+F[_b£k}+ 9
kst! = Ly Hyi ist +Hyi ist (5.29)
=1 =1

Vamos a omitir la prueba de la Proposicion [5.34] que es esencialmente una aplicacion de la
relacion de intercambio. Teniendo el Corolario [5.33 en mente nos falta una manera de calcular
los g-vectores. Continuamos con la misma notaciéon como en la Proposicion [5.34
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Proposiciéon 5.35 (Proposicion 6.6 en [FZ07]). Los g-vectores gj,; de la Definicion se
determinan de manera tnica de las condiciones iniciales gj;¢, = €] y la recurrencia gj,v = gj;¢

para j # k'y
Ehtt = —8rt + Z Ll — [y BY) = —gry + Z Kgie — [0l i gl by) (5.30)

donde b? es la columna i de la matriz inicial BY.

Observa que evaluando la ecuacion ((5.25) del Ejercicio en el semicampo P nos da una
expresion similar a la ecuacion (5.28) para los coeficientes y;,; del algebra de conglomerado

A(x(t0),y(to), B(to)) como en el Corolario

n
T
vie =y i [ Fale (v, o)™ (5.31)
i=1
donde yi" -y = Yt Trop(yr,....yn) (Y15 - - -, Yn) €s independiente de P. El vector
Cjy = cft 10— (eq, .y en)T (5.32)

se llama el c-vector. Nota que c;; naturalmente es un elemento en la latiz N dual a M.
Entonces, ¢jz = > iy ciei donde {e; € N :i € [n]} es la base dual a {ef € M :i € [n]}. Para
cada t € T, la matriz C %ito cuyas columnas son €y, ..., Cpy se llama una C-matriz.
Ejemplo 5.36. En el caso Ay podemos calcular los c-vectores desde las expresiones para los
Yi:x que tenemos en la Tabla |5, Recuerda que las expresiones Y;,; se obtienen especializando
las entradas de la tabla al caso P = Trop(y1, y2). Entonces, calculamos:

t [0 1 2 3 4 5

Yt Trop(y10) (V15 ¥2) | Y1 Yt 2112 X 92_1 Y5y
Youltrop(yiye) (W15 ¥2) | Y2 Yive ¥y ¥eo Y Y1 W1

Asi obtenemos las C-matrices en la Tabla[7]cuyas columnas son los exponentes de los monomios
E;t]TrOp(yhyQ)(yl, y2). Nota que los signos de las entradas en cada columna de una C-matriz
son o no-negativas o no-positivas.

Fomin y Zelevinsky observaron una relacién intima entre los F-polinomios y los c-vectores:

Proposicion 5.37 (Proposicion 5.5 en [FZ07]). Dada una semilla inicial las siguientes pro-
piedades son equivalentes

1. Cada polinomio Fi;t(yl, ...,Yn) tiene término constante 1.

2. Los c-vectores satisfacen la coherencia de signos, es decir para cada i € [n] y t € T,
el vector c;; tiene o entradas no-negativas o no-positivas.

El segundo punto de la Proposicién se conoce como la conjetura de la coherencia de
los signos y fue probado en el caso mas general varios anos después por Gross, Hacking, Keel
y Kontsevich en [GHKKIS]|. Las C- y G-matrices estan relacionadas de una manera curiosa
que se conoce como una dualidad tropical. Nakanishi y Zelevinsky probaron el siguiente
resultado:
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Teorema 5.38 (Dualidad tropical, Teorema 1.2 en [NZ12]). Dado que los c-vectores satisfacen
la coherencia de los signos tenemos para cada matriz de intercambio casi-simetrizable B y para
todos t,tg € Ty,

(GtB;“)T - (C;BT”fO)_l (5.33)

y ademas
, o1
cPito = ( tOBtyt) (5.34)
donde t — By es el patréon definido por la matriz B = By, v B” es la matriz transpuesta.

. _RnT.
Nota in particular que (5.33)) dice que {gfgto EM:ic€ [n]} y {cj.f e N:je [n]} son
bases duales de las latices M y N respectativamente:

Bito . —BTito\ _ 5.
<gi;t € = 0y

Ejemplo 5.39. Verificamos la ecuacion ([5.34)) en el caso Ap. Nota primero que B = —B7 en
este caso, pues la ecuacion es equivalente a G} = C; ! Calculamos para cada t € {1,2,4}
GICy (para los demés es obviamente correcto):

G = (31) (W)

GG = (T15) (171)

GGy = (13 (56) =(

Una consecuencia del Teorema [5.38| es la siguiente relacion de los g-vectores bajo cambio

de la semilla inicial. Esta formula fue una conjetura en [FZ07] y en [NZ12| muestran que es

una consecuencia de la dualidad tropical entre G- y C-matrices junto con la coherencia de los
signos para c-vectores:

k
Corolario 5.40 (Proposicion 4.2 en [NZ12| y Conjetura 7.12 en [FZ0T]). Sean ty —— t1 dos

vértices adyacentes en T, y sea B’ = uz(B°). Entonces, para cada t € T, y cada j € [n] los

0 !
g-vectors gﬁt to (g1,---59n) Y gft’tl =(g},-.-,4,) son relacionados a través de la formula

—9k i=k

P , : 5.35
5 {g@- + [bir] 19k — b min{0, gr} i@ £k (5.35)

5.5. El g-abanico
En esta seccién analizamos los g-vectores desde el punto de vista de la geometria poliédrica.

Empezamos con las nociones bésicas:

Definicién 5.41. Un cono poliédrico en R" es un conjunto de combinaciones no-negativas
de un numero finito de vectores

k
<’U1, c. ,'Uk>]RZO = {Z AV s\ € RZO} .

i=1
Los vectores vy, ...,vr € R™ son los rayos del cono. Equivalentemente cada cono poliédrico
tiene una descripcién como intersecciéon de un nimero finito de semiespacios cerrados. Las
intersecciéon del cono con los hiperplanos secundarios son las caras del cono.
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La dimensién de un cono C = (vi,...,v;)r., €s la dimension del espacio vectorial

(v1,...,v)r C R™ El cono se llama simplicial si el namero de sus rayos coincide con su
dimensioén.
Definicion 5.42. Un abanico poliédrico es una coleccion de conos poliédricos F = {C1,...,Cy} C

R"™ que cumple
m SiC e Fy F CC esuna cara, entonces F' € F;
= SiC,C" € F entonces CNC’ € F es una cara de C'y de C'.

El soporte de un abanico es la unién de todos sus conos. El abanico se llama completo si
su soporte es todo el espacio R™. Se llama simplicial si cada cono C' € F es simplicial. Los
conos maximales de F son conos que no son cara propia de cualquier otro cono en F. La
dimension de F es el maximo de las dimensiones de sus conos maximales. Si todos los conos
maximales de F tienen la misma dimension, entonces F se llama puro. Los rayos de F son
los conos de dimensién uno.

Regresamos a los algebras de conglomerado con coeficientes principales en un vértice tg €
T,, definida por una matriz de intercambio B°. Para cada t € T,, definimos un cono simplicial
que se llama el g-cono:

0 0 0
RsoGy = RsGE0 = <gﬁt fo . .,gﬁt’t°>R (5.36)
>0

Los g-conos realmente son asociados a semillas no-etiquetadas. Para ver como consideramos
dos vértices t,t' € T,, cuyos semillas asociadas coincides como semillas no-etiquetadas se asigna
el mismo cono maximal en ]-"g(BO). Sabemos por la Defincion m que para cada variable ;.
existe un indice j € [n] tal que x;;y = x;.». En particular, para cada g;;; existe un indice j € [n]
tal que g;;; = g;.. Como la definicién del g-cono solo depende del conjunto de g-vectores pues
REOGt = REOGt“

El siguiente Teorema fue probado por varios matemaéticos en distintas generalidades. Aun
existe una version para dlgebras de conglomerado de tipo geométrico arbitrario nos enfocamos
en el caso de tipo finito por el momento.

Teorema 5.43. Sea Fg(B) la coleccion de todos los g-conos
Fo(B) = {RZOGfO’tO te Tn} . (5.37)

Entonces, Fg(B) es un abanico simplicial completo en R™.

Este teorema fue probado primero en el caso que el algebra de conglomerado AP""(B%) es
aciclico: es decir, BY es antisimétrica y proviene de un carcaj Q¥ que no tiene ciclos orientados.
Equivalentemente la compaiiera de Cartan A(B") es una matriz de Cartan de tipo finito.

Ejemplo 5.44. Sea Q =1 — 2 — 3y B” = B(Q). Entonces, el 4dlgebra de conglomeraod con
coeficientes principales en ¢y asociado con

—[5]

[e]
l
1—2—3
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es aciclico. Pero si cambiamos @ por p2(Q) v definimos B = B(u2(Q)) entonces el algebra
de conglomerado con coeficientes principales es asociada al carcaj

[¢]

|
@ 3 [

LN
1 2

—

y pues no es aciclico. Aun las algebras de conglomerado A(Q) y A(u2(Q)) son iguales, para
las algebras de conglomerado con coeficientes principales tenemos

API(Q) = A(QP™) # Apa(Q)P™) = AP (12(Q)).

El primer resultado para el caso aciclico fue [RS09] donde Reading y Speyer probaron que
los g-abanicos (en casos especiales) coninciden con los abanicos Cambrian que se pueden
asociar elementos de Coxeter de un grupo de Coxeter finito. Dichos abanicos son completos
y simpliciales por definicion. Reading y Speyer conjeturaron que sus resultados sean validas
para cualquier algebra de conglomerado aciclico con coeficientes principales y su conjetura fue
probada por Yang y Zelevisnky en [YZ08|. En [Reald, Theorem 10.6] Reading explica como
el caso general (cualquier algebra de conglomerado de tipo finito) se puede obtener de los
resultados de [RS09] usando el Corolario [5.40} En [HPS18| Hohlweg, Pilaud y Stella prueban
ademas que los g-abanicos son politopales, es decir son abanicos normales de un politopo.
Los politopos asociados se llaman los asociahedros generalizados.

Corolario 5.45. Los conos maximales en Fg(B°) son en biyeccion con las semillas no-
etiquetadas del &lgebra de conglomerado A(BP). Los rayos de Fg(B) son en biyeccién con las
variabels de conglomerado.

Ejercicio 5.11. Sea @ = 1 — 2 — 3 como en el Ejemplo Calcula el g-abanico del
algebra de conglomerado definido por QP™.

6. Variedades de conglomerado

La referencia principal para las definiciones y resultados de este capitulo es el articulo
[GHK15| de Gross, Hacking y Keel.
6.1. Las variedades de conglomerado

Recuerda las siguientes definiciones de la §3.3.1]

» los datos fijos I' son dado por la siguiente informaciéon (Definicion

1. una latiz N con una forma casi-simétrica {-,-} : N x N — Q,
2. una sublatiz saturada Npyu C N,

3. dos conjuntos de indices Iy C I tal que n+m = |I| es el rango de N y n := |Iut|
es el rango de Nput,
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4. enteros positivos d; para cada ¢ € I con minimo miiltiple en comin 1,
5. una sublatiz N° C N tal que {Nput, N°} CZ y {N, Nyjput N N°} C Z,
6. las latices duales M := homyz(N,Z) y M° := homy(M,Z);

» los datos de una semilla s = (¢; : i € I) tal que {¢; : ¢ € I} es una base de N,
{e;: 1 € It} es una base de Ny v {d;ie; : i € I} es una base de N°;

= las bases duales a los datos de una semilla son {e} : 4 € I} para M y {d; 'e; =: f; :i € I}
para M°.

» la forma bilineal asociada a los datos de una semilla es [-,-]s : N x N — Q definida por
lei, ej]s == €i; := {ei, ej}d;j con matriz asociada € := (€;5)ic L, jer € Z™ ™)

» la mutacion en la direccion k € Iyt de los datos de una semilla es p(s) = (e} : i € I)
donde .
r {ei + [ein]rex 1 Fk
e = . ;
—eyp 1=k

la transformaciéon de la matriz €5 que coincide con la mutacién de matrices (¢ es una
matriz de intercambio extendida), y la mutacion de la base dual {f] :=€}d; : i € I} de

M° con
f'/ _ {_fk + Zje[[_ekj]-l-fj k=1
! fi k#1

Dado los datos fijos de una semilla s que nos da bases para las latices N, N° M, M°
escribimos Ng, N7, Mg, M? para enfatizar que escogimos bases.

Definiciéon 6.1. Dado los datos fijos y los datos de una semilla s = (e; : i € I) definimos dos
toros algebraicos

Tars = My ®7 C* = Spec(C[Ny]), v Tois = N2 ®7 C* = Spec(CLM?)) (6.1)

donde C[N,] = C[z*% : i € I] y C[M¢] = C[z/* : i € I]. Més precisamente los datos de la
semilla nos dan coordenadas para los toros (equivalentemente un conjunto de generadores para
sus anillos de funciones):

{yi=2%:iel} y {wi:=2:iell}. (6.2)

Las coordenadas identifican ambos toros con (C*)"*™.

Nota que las coordenadas x; son variables de conglomerado (Ejercicio [3.8]). Recuerda el
emparejamiento entre una latiz y su dual (-,-) : N x M — Z y (-,-) : N° x M° — Z. Ademas
recuerda los elementos vy := {ey, -} € M° para cada k € Iyt.

Definicién 6.2. Para cada indice k € Iy, definimos mapeos biracionales pp.x @ Thrs -
TM;M(S) Y Pk A Tnoss ——» TNO;M(S) por sus pullbacks:

/”L}::;X : (C(Nllk(s)) - (C(NS) IU’Z;.A : C(M,jk(s)) - (C(MSO) (6 3)
PRONEN Zn(l + zek)—[n,ek]s PN Zm(l + ka)_<dk6k,m> .

donde 2" € C[N, ()], m € C[M}

Hk(s)] ys=(e:1€l).
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Ejercicio 6.1. Sean L una latiz y L* := Homy(L,Z) su latiz dual. Con (-,-) : L x L* — Z
denotamos su emparejamiento dual y fijamos (¢,¢') € L x L* tal que (¢,¢') = 0. En el cuerpo
de fracciones del algebra del grupo C[L*] definimos el mapeo

g tCLY) = C(L), 2 2%(1 4 210 (6.4)
donde z* € C[L*]. Muestra que los pullback en la Definicion [6.2) son de la forma ey
En lo que siguie utilizamos la nocién de un Y-patrén con direcciones congeladas:

Definicién 6.3. Sea B € Z(" ™" una matriz de intercambio extendida y fijamos la tupla
Yy = (Y1, Ynitm) € PP Entonces (y, B) es una Y-semilla de rango n con m direc-
ciones congeladas. Un Y -patron de rango n con m direcciones congeladas es una biyeccion

entre los vértices ¢ € T, con Y-semillas de rango n con m direcciones congeladas (y(t), B(t))

k
tal que para cada arista t —— t’ en T,, se cumple

u(y®) =y(t), v wm(B()) =B({).

Nota que por la diferencia entre la mutaciéon de las Y-semillas y las semillas de conglome-
rado las Y-variables congeladas se pueden cambiar bajo la mutacién en direcciones mutables.
Su dindmica se puede entender mejor en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.4. Consideramos los dos triangulaciones del cuadrado y su relacion por el flip y
asociamos una Y -semilla en el semicampo universal a cada uno:

1 Y2 2 1 Y2 2
H13 !
yra | NUBlypg D0 e
flip
4 Ysa 3 4 4, 3

La matriz de intercambio extendida para la triangulacion Ti3 es B = (0,—1,1,—1,1)T escrita

con respecto al orden 13,12, 23, 34, 14. Bajo mutacién de Y-semillas obtenemos las siguientes
relaciones entre las Y-variables:

You =13 Yio = y12(1+y13), vhy = yas(1 +y33) 7" = 7P (6.5)
Ys1 = ysa(l +413), yia = (6.6)

Dada una latiz L escribimos Q(L) para el campo de funciones de Z[L]. Vamos a utilizar la
notacion Qg (L) para el semicampo de funciones racionales libre de substraciones en Q(L).
Proposicion 6.5. Sean s = (e; :i € I) y 8’ := ug(s) = (e} : i € I) los datos de dos semillas
relacionados por la mutacion en la direccion k € Iyt Entonces los conjuntos {y; = 2% : i € '}
v iy, = 26 iel } son dos Y-semillas relacionadas por pullback y la mutacion de Y-semillas
con m direcciones congeladas en Qg (V), es decir

-1 .
Y k=j
x. "y = —son(e )\ —€ik 6.7
P (Y5) {yj (1+yk g(;@) sk (6.7)
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Prueba. Recuerda que la matriz €5 = (€;5)icru,jer €5 la transpuesta de una matriz extendida

de intercambio lo cual explica la diferencia entre los indices en (5.7) y en (6.7):
—sgn(en) =sgn(—byj), vy — €k = —by;.

Calculamos para j = k

Wi (Yh) = 2% (1 4 2%) leerls = men = g7,

Para j # k tenemos
,U/Z-X(y;) — Ze;(l + Zek)f[e;-,ek]s — z@j+[5jk]+6k(1 + Zek)—{ej+[eik]+ek,dkek}

(14 24) 9 = g1 4y <0

- peitlerlrer(q €k TEk —
z ( +z ) {Zej-i-Ejk@k(l + Zek)_€]'k = y](ylzl + 1)_€jk €k >0 .

O

Corolario 6.6. Los datos fijos I' juntos con los datos fijos de una semilla s = (e; : i € I)
determinan de manera tnica

1. una semilla (X4, Bs) que define un patrén de semillas de tipo geométrico de rango n con
m direcciones congeladas;

2. una Y-semilla (ys, Bs) que define un Y-patron de semillas de rango n con m direcciones
congeladas;

P . T & _ e _ _fi
donde By := €L, ¥ = (Y1, .., Ynim) cON Y = 25 v Xy = (T1, ..., Tpym) con x; = 277,

Mucho tiempo la comunidad algebraica ha identificado direcciones congeladas y coeficientes
por la relacion entre ellos que vimos en la Proposicién [5.3] Este punto de vista no se comparta
bien en el contexto geométrico donde tenemos Y-patrones con direcciones congeladas. Fomin
y Zelevinsky conjeturaron la existencia de la nocién de Y-patrones con coeficientes, sin
embargo no pudieron encontrarla. Esta nocion fue descubierta en [BEMN20] y proviene de la
interpretacion geométrica de los Y-patrones.

Recuerda el arbol n-regular orientado ']T:n de la Definicion y las composiciones de
mutaciones fior, 4 = pot : Inoysy ——* Tno,s, donde sg es la semilla asociada al vértice 0 € T,, y
. . R k k k L. .
s¢ es la semilla asociada al vértice i € T,,. Sea 0 = t] — ... ~% ty =t es el tnico camino de 0
hacia t en T,,. Definimos
y { id 0=t
0t; X =
Hkg,sq4 © O Hkg,so 0 # t
donde py, s, = prix @ Thrys; =+ Thays,, con s; la semilla en t; y 0 < ¢ < d — 1. Para dos
vértices t,t' € Tn que no son 0 definimos piyr.x 1= pos;x © uaﬁx.
Definicion 6.7. La X-variedad de conglomerado es el esquema asociado a los datos fijos

y los datos de una semilla s = 5o que se obtiene pegando los toros Ty, para t € T, usando
los mapeos de transito puyy, x

X = U TM;st- (68)
teTy
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Ejemplo 6.8. Sea N = Z? con formal casi-simétrica definida por (? _01) con respecto a la

base estandar {ej,es}. Sea I = Iyt v di = do = 1. Es decir estamos en el caso Aj. Sea
s = s(0) = (e1, e2), entonces B(0) es la matriz del carcaj 1 — 2.

Las variedades de conglomerado A y X son pegados de cinco copias del toro (C*)2. Las
coordenadas iniciales para X son z°,2° y para A son z/1, 22, Los demas coordenadas se
encuentras en la Figura

1422, ze1te2 , | e
1 < » 2N Z€1 41 < >z
A PN N PN
| | ! |
| | | |
421422 ¢ N - -5 > pf24t--3f2 ! S i N D NP bR - - 3201 !
| € € |
2f1+rf2 ‘ . : 2€1(142%2)+1 ! N :
A ~ ! | ~ ~ ! |
: 14272 ! 1 : e ! 1
I I | | I z ljl | |
2 | e1te
| ~ Ga ! ! | 21 Te2 Ga ! :
I I Gg Go | \ I I G3 Go | \
+ T + T
I | Gs | Gy | | I | Gs |Gy | |
| |
! v - ; } ! v - }
14271 _ 14271 I el (€2 |
: T2 =17 2F2 | | eiz2 ) -1 % (22 4+1) !
| |
| |
v U e U
142924210, _l_______ J z 1+z°2)+1 , _ _ _____l_______ —e
Ttk * > UL > €2
A X

Figura 14: Las variedades A y X en tipo Ay. En el cono oy son las coordenadas iniciales, en
los demés conos se encuentras las coordenadas locales expresadas en las coordenadas iniciales
bajo pullback (uf,) ™.

Definicion 6.9. Sean s(0) = s = (¢; : i € I) los datos de una semilla que asociamos a 0 € T,
y para cada t € T, sean s(t) = (eix = i € I) los datos de una semilla obtenidos a partir
de s(0) de una secuencia de mutaciones dada por las etiquetas de fleches en el tinico camino
0— ---—ten T,. El patron {s(t) : t € T,,} se llama un patrén de datos de semillas de
rango n con m direcciones congeladas.

El siguiente resultado es un corolario de la Proposicion [6.5) y da la Proposicion [3.14}

Corolario 6.10. Sean {s(t) : t € T,,} un patrén de datos de semillas definido por s(0) = s =
(e; : i € I). Entonces,

1. las tuplas

€0 () (). ) ()

juntas con las matrices extendidas de intercambio B(t) =B s(¢) son un patron de semillas
de tipo geométrico de rango n con m direcciones congelados.

2. las tuplas
y(t) = ((Ngt;)() (z4t) .., (MSt;X) (Zen+m;t))

juntas con las matrices de intercambio extendidas B(t) := Bs(t) forman un Y-patrén de
rango n con m direcciones congeladas.
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Dados los datos de una semilla inicial s =: s(0) llamamos los patrones el patréon de semillas
asociado a s en el primer caso y el Y-patréon asociado a s en el segundo caso.

Recuerda que para las A-variedades de conglomerado observamos en el Corolario [3.19 una
relacion intima entre las funciones en la A-variedad up(Aj;), llamada el algebra de conglome-
rado superior, y el algebra de conglomerado A(Bs):

up(As) 2 A(Bs).

Esta relacion es una consecuencia del fenomeno de Laurent. En el caso de las X-variedades de
conglomerado tenemos un anillo de funciones similar

up(Xe) :=T(Xs, O,) = ) C [z50e, ... g5 ontmiot] (6.9)
teT,,
donde {e1.s,,- ., €ntmss, | €s la base de N dado por los datos de la semilla s; en t.

Ejemplo 6.11. Continuamos con el Ejemplo El anillo de funciones en la X-variedad
asociada es

+1 41, +1 | +1 £1 41+l Al 4]
up(Xr) = Clyiz » Y12 > Yia » Y23 7934 } N Clygz ayllz 7y14 7yé3 73/&4 ]
donde v)5, Y14, Y5, Y54 satisfacen las relaciones (6.5). En particular, yi2, 14, Y53, Y34 & up(Xr).

Recuerda la Definicion 2:33] del algebra de conglomerado de tipo geométrico con direccio-
nes congeladas: para X el conjunto de todos las variables de conglomerado (no congeladas)
definimos )

A(B) = Clzpt1, - - Tnym][X] C F,

donde B es una matriz de intercambio extendida Y Tntls - - -y Tntm SON las Variables congeladas.
De manera similar podemos trabajar sobre el anilla de pohnomlos de Laurent C[z o +17 ce x,ﬂrm]

lo cual es mas cercano al algebra de conglomerado superior up(A;) de la A-variedad de con-
glomerado asociado. En el contexto geométrico tenemos la misma opcién: podemos dejar que
las variables de conglomerado congeladas y las Y-variables congeladas sean cero. Nota que en
las formulas de mutacién ni x; ni y; se invierte si ¢ & Iy. Nos da la siguiente definicién:

Definicién 6.12. Sean I' los datos fijos y s los datos de una semilla con I = [n+ m| y
I = [n]. Sea {s(t) : t € Ty} el patron de datos de semillas asociado. Definimos las variedades
de conglomerado parcialmente compactificadas

U T mut7s(t x AS(t) y X - U TMmuh () X AZ(Lt) (610)
teTy teTy

donde N7 i := Nmut N N° y las parches de las esquemas son

Tie o) X ATy = Spec(ClEN, ... zE phr [ pfuim])
T, ity X Ay = Spec(C[zEe, ..., zFen pont1  pontm])

que se pegan por los mismos mapoes biracionales fix, 4 y fk;x-
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1422, f zeite2 , | e
I1 < ro2t 2C1 41 >z
PRER R S P PR P
A G1 X G
Go Go

Figura 15: Los parches de las variedades A y X en tipo As. En el cono Gy son las coordenadas
iniciales, en el cono G1 se encuentran las expresiones de los coordenadas bajo pullback (/[f)_l.

Ejemplo 6.13. Sea N = Z? con formal casi-simétrica definida por ((1) _01) con respecto a la

base estandar {ej,es}. Sea I = [2], Iyt = {1} v di = d2 = 1. Es decir estamos en el caso
A; con una variable congelada. Sea s = s(0) = (e, e2), entonces B(0) es la matriz del carcaj
1— . Las variedades de conglomerado parcialmente compactificadas A y X son pegados de
dos copias de C* x C. Las coordenadas iniciales para X son 2!, 2! y para A son z/1, 272, Los
demas coordenadas se encuentras en la Figura

Las algebras de conglomerado superiores son

i . +
up(A) =C [27", 23] vy up(X)=C [y 2] NC [ylﬂ’ ?21 +y12]

donde z; = 2fi y y; = 25+

Ejercicio 6.2. Recuerda las triangulaciones del cuadrado y su Y-patréon del Ejemplo y el
anillo de funciones de la X'-variedad asociado del Ejemplo Si tomamos la compactificacion
parcial X7, ;jcudl es su dlgebra de conglomerado superior?

6.2. Mapeos de ensambles de conglomerado

Los patrones de semillas y los Y-patrones del Corolario también interactian y su
relacion se puede observar al nivel de las latices N y M°. La forma casi-simétrica {-,-} en N
define de manera natural dos mapeos. Recuerda que { Ny, N°} C Z, entonces para n € Ny
tenemos {n, -} : N° — Z es un elemento en M°. Definimos

P1: Nyt — M°, n+— {n,-}, donde n € N° (6.11)
La sublatiz Nyt C N induce una sublatiz de M:
Ni . :={meM:(nm)=0VYne Npu}.

La latiz dual de una sublatiz de N es naturalmente un cociente de la latiz dual M. Tenemos

ot = Homz (Nput, Z). Elementos m € M que son funciones N — Z se pueden restringir a

Nput. La restricciéon nos da un mapeo 1?65%"1ut : Homy(N,Z) — Homgy(Nyut, Z) que mando

todos los m € Nrﬂ;ut al cero. En particular, Nrjn- ¢ es el nucleo de 1"es.%mut y

u

Homy(N,Z)/Ni . = M/N+ . = Homz(Nyu, Z) = N

u u mut-
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De manera similar tenemos (NyuNN°)* = M° /N . Recuerda la condicion { N, Nyt NN} C
Z que implica {n,-} : Nyut N N° — Z es un elemento en M°/N. .. Definimos

py: N — M°/NL . —nw—{n,-}. (6.12)

Fijamos los datos de una semilla s = (¢; : @ € I) nos da la base {¢; : i € It} para Nyt
y la base {e} :i € I} de M. Tenemos para i € Iyt

n—+m d.fle“f:fj n+m n+m
* 7 J
{ei, } = Z {ei, ej}ej _— Z {ei, djej}fj = Z Gijfj (6.13)
Jj=1 Jj=1 J=1

Entonces, con respecto a la base {e; : i € Imut} y {fi : @ € I} de M° la matriz que representa

Py es
. /B
el =B, = <B> : (6.14)
Sea i € Imut ¥y J € I\ Imus. La entrada (i, j) de la matriz que representa pj es
{ej,diez-} = —dj_l{ei, djej}di = —dj_lbjidi.

Entonces, la matriz que representa p3 es la n x (n + m)-matriz rectangular de la forma

. T
(BS _ (ch}lngDmut) > , (6.15)
donde Dcong €s la matriz diagonal con entradas dy41,...,dptm Y Dmut s la matriz diagonal
con entradas d,...,d,. Nota que B; es una matriz m x n pues todos los productos son bien

definidos.

Ejemplo 6.14. Sea N = Z* con forma casi-simétrica definida con respecto a la base estandar
{e1,...,e4} por la matriz

0 1 0 1
-1 0 1 0
0 -1 0 1
-1 0 -1 0
Sea Iyt = [2]. Para los multiplicadores fijamos (2,1,2,3) y sean s = (ey, ..., es) los datos de

una semilla. Calculamos la matriz para pj: para i € [2] su columna i tiene entradas {e;, d;e;}
donde j € [4]:

0 -2
1 0
0 2
3 0

Para la matriz que define p3 la columna ¢ con i € [4] tiene entradas {e;, d;e;} para j € [2]:
0 -2 0 -2
022 o
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La matrices diagonales son Deong = (29) ¥ Dmut = (29). Verificamos que las matrices para
p] v p5 satisfacen (6.12)):

(a3 5)ow) == (G DEDE D) -4

Definicién 6.15. Cualquier homomorfismo de latices p* : N — M° que cumple

1. la restriccion a Npyut €s ™| Ny = P de (6.11);

2. la composicion con el mapeo cociente myyt : M° — M° /N, L

out Satisface Ty 0 p* = p5 de
(16.12)).

se llama un mapeo de ensamble de conglomerado.

Nota que los puntos 1. y 2. de la Definicién no determinan p* de manera tnica. Fijando
los datos de una semilla s = (e; : ¢ € I) los observaciones anteriores (6.14) y (6.15)) nos dicen
que p* corresponde a una matriz de cuatro bloques

N T
— _ -1
B, = (Bs (D&hsBs D ) (6.17)

By *

Donde los bloques de las columnas corresponden a descomposicion N = Nyt & N/ Nyt y los
bloques de las filas corresponden a M° = M°/NL . @ NL .. Cualquier matriz A, € Zm<™
puede substituir la x en y asi define un mapeo de ensamble de conglomerado. Las
distintas opciones de mapeos difieren justo por un mapeo N/Npy,, — Néut representado por
As. Nota que en el caso I = I, el mapeo de ensamble de conglomerado es tinico definido por

la matriz de intercambio By con respecto a los datos de una semilla s.

Ejercicio 6.3. Sea s los datos de una semilla y definimos un mapeo p* : N — M?® cons respect

a s por la matriz
“ T
— —1
Bs = (Bs - (DconngDmut> ) )

B, As

Si pr(s) = s’ muestra que la matriz BZ/ que representa p* con respecto a s’ se obtiene de E;
por la regla de mutacion de matrices (2.4). Tipp: Calcula las matrices del cambio de la
base de s a ui(s).

Dado un mapeo p* : N — M?° definimos (abusando un poco la notacién) un homomor-
fismo entre los anillos de polinomios de Laurent p* : C[N] — C[M°] por ) _yca2"

Zp*(n)eMo cn 2P (M Sean s = (e; :i € I) los datos de una semilla. Para j € Iy tenemos

* * : i s bsj ~
pr(yy) = p(29) = 2=buls = T2 = 4. (6.18)
i€l

Donde z; y y; son como en Corolario[6.6]y ¢; como en el Teoremal[5.4] Cada mapeo de ensamble
de conlomerado nos da un generalizacién del Y-patrén de Fomin y Zelevinsky:
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Proposicién 6.16. Sea {s(t) : t € T,,} un patron de datos de semillas definido por s(0) :=
s = (e; : i € I). Fijamos p* : N — M° un mapeo de ensamble de conglomerado dado por las

matrices {Es\(t/) :t € Ty}. Para 0 € T, un vértice inicial arbitrario las tuplas

9o () 1= ()™ (770 ) oo () ™ (27 ))
juntas con las matrices E;(t/) forman un Y-patréon de rango n con m direcciones congeladas
en Qy(M°). Ademas, el Y-subpatron de las direcciones mutables coincide con el Y-patron
{(@1:5 -+ Unst), By} del patron de semillas (x(t), B(t)) asociado a s.

Prueba. Tenemos que verificar que para cada arista t F ¥ en T, la tupla y,-(t') se obtiene
de y,+(t) por la mutacion de Y-patrones (5.7). Procedemos por inducciéon: supongamos que
todas las tuplas asociadas a vértices con distancia menor o igual a las distancia de ¢ a 0 son
relacionados bajo la mutacion de Y-semillas. Basta verificar que §,+ (') se obtiene de §,+(t)
de la misma manera. Nota que

(Ha) " 2 C(Myy) — C(Mg(g))

satisface (ugt,.A)_l = (up.4) o (Mat-A)_l' En particular nos permite trabajar en las coordena-
das de s(t) lo cual simplifica los calculos. Sean s = s(t) = (e; : i € I) y s'=s(t)=(e:iel)
dos datos de semillas en el patron donde Sea By = (b;5);,jer la matriz que representa p* con res-
pecto a las bases {e; : 4 € [} de Ny {f; :i € I'} de M°. De manera similar sea By = (b};)i jer
la matriz representa p* con respecta a las bases definidos por s’. Tenemos que mostrar que las

tuplas (zp*(el), ... ,zp*(e“m)) y (zp*(ell), e zp*(€”+m)> son relacionadas como
_p*(ek) ) — k
* pr(e))) — o J
HizA (Z ’ ) N {zp*(ej) (1+ zp*(ewsgn(—bkj))*bkj j#k (6.19)
Distinguimos dos casos: para j # k calculamos primero p* (e;) con el Ejercicio
p(€) = D U fE bk £+ (big + sen(beg) bikbis] 1) £
i€l i#k
= bijfr + Y (bij + sen(brg) birbrs]+ — [~bin)+bry) fi
itk
> ierbijfi = p*(ej) b; <0

Entonces, con esta calculo avanzamos a
MZ;A (Zp*(69)> vk:p:*(ek) SP7(€}) (1 + zp*(ek)>_<dkek’p (€3))

P (e5)+bi;p*(ex) (1 + zp*(ek))ibkj bkj >0
Zp*(ej) (1 + ZP*(ek))_bkj bkj <0

En el caso que j = k tenemos

pr(el) = D> bipfl == binfi = —p*(ex)

i€l ik
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lo cual nos da

— P (er)

HZ:;A (Zp*(e;c)> — P (ek) <1 + zp*(ek)>7<dkek’7p*(€k)>

O

') en la prueba de la Proposi-

Ejercicio 6.4. Verifica el ultimo paso en el calcula de p*(ej

cion [6.106

Corolario 6.17. Cada mapeo de ensamble de conglomerado p* : N — M° define un morfismo
p: As — X que también lo vamos a llamar un mapeo de ensamble de conglomerado
donde p* induce el pullback de p.

Prueba. Nota que el homomorfismo p* : C[N] — C[M°] nos da un morfismo de toros p : Tyo =
Spec(C[M°]) — T = Spec(C[N]). Para verificar que nos da un mapeo global A; — X basta
verificar que el siguiente diagrama es conmutativa

p
TNO;s > TM;s
| |
MKk A | | Bk x
N N
TNO;S/ T> TM;SI

donde s = (e; : i € I) son los datos de una semillay s’ = (e} : i € I) = pg(s). Equivalentemente
vamos a mostrar que el diagrama de los pullback es conmutativo, pero como fig; 4 y g, x son
mapeos biracionales (no morfismos de toros) tenemos que extender a los campos de funciones
racionales:

c(M2) <2 () (6.20)

MZ,AT TN’Z;X

C(Mg) ——C(Ny)

donde p* : C(N) — C(M?®) es definido por p* (g) = Zigjg?’ f,g € CIN]. Nota que la ecuacion
(6.19) escrita de otra manera es

(Hraop") (25) = (P 0 pjac) (27)
En particular, la prueba de la Proposicién muestra que (6.20)) es conmutativo. O

Corolario 6.18. Sea p* : N — M° un isomorfismo de latices. En esta caso p* : A — X es un
isomorfismo de esquemas.

Ejercicio 6.5. Verifica el Corolario [6.18
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6.2.1. Ejercicios

Ejercicio 6.6. Definimos la tropicalizacién de un polinomio f € Zzo[zlﬂ, . .,sz}rm] con
=2 mezn cmt™ como
fHop . zrtm 7 av méx{{(a,m) : ¢,y # 0}.
De manera similar una funcién racional libre de substracciones £ con f,9€Z [zil P ]
g g 2001 s+ n+m

se tropicaliza a
fTrop . gTrop . Zn—i—m N Z, a— fTrop(a) o gTrop(a)'

Para un mapeo ¢ : (C*)"*™ — (C*)"*™ definido por a = (a1, .. ., an+m) — (¢1(a), ..., dpim(a))
definimos la tropicalizacion ¢™°P : Z"+™ — 7™ como

Tr Tr
b= ( 1 Op(p)u e 7¢n-l,?117)1(p)) .
1. Calcula la tropicalizacion de pi, 4 : Tne -+ Tio,.
2. Calcula la tropicalizacion de pg.x : T, - T,

3. Sea p : Tno — Ty un mapeo de ensamble de conglomerado. Para s’ los datos de la
semilla obtenida de s por mutacién en la direcciéon k muestra que el diagrama conmute:

pTrop
Ne 2, (6.21)
Trop Trop
Mg A i l“k;x
o
NS/ pTrop s’

Ejercicio 6.7. Definimos el dual de Langlands I'V de los datos fijos I':

= NV := N° con sublatiz saturada D - N =: (NV)° donde D := mmc(dy,...,dyim) es el
minimo miltiple comin;

» la forma bilineal casi-simétrica es {-,-}V : NV x NV — Q, donde {-,-}V := D71{. .};
» [Vi=Ty IV = Inut;

= para cada i € IV definimos d} := d; ' D;

» las latices duales son MY = M°y (MV)° = D' M.

Nota que en el caso casi-simétrico donde d; = 1 en I' tenemos I'V = I". Dado los datos de una
semilla s = (e; : 7 € I) para I' definimos los datos de una semilla dual para I'V

sV i=(e] iel), e :=de;

1. ;Cuales son las bases de NV, (NV)°, M"Y y (MY)° obtenidos de los datos s¥?

2. Sea € = (€j)iclnu,jel 1@ matriz asociada a los datos I' y s. Muestra que la matriz
Vo (Y Vo [V VoY coine : - -
€' = (€)iery,, jerv donde €5 := {e},d/e/}" coincide (bajo un signo) con la matriz

que determina pj5 para I' con respecto a s.
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3. Dado un mapeo de ensamble de conglomerado p* : N — M?° para I' definido con respecto
a los datos de una semilla s por la matriz Bs. jCuél sea una matriz asociada Bgv que
determina un mapeo de ensamble de conglomerado para I'V?

Las variedades de conglomerado asociado a los datos fijos I'V son

Al“v = UT(N\/)O y va = UTMv

4. Muestra que los g-vectores asociados a las datos fijos I' satisfacen la mutacién obtenida
de la tropicalizacion de pg.x,. : Tary, --» Tarv,. Tipp: Usa el Ejercicio y el
Corolario [5.40L ’

7. Grassmannianas

Recuerda que la Grassmanniana es el conjunto de todos los subespacios vectoriales de
dimension k en C". Fijamos la base estandar de C" y para cada V' € Gr(k,n) encojemos una
base {v1,...,v;}. Definimos

t:Gr(k,n) — ]P’(/\k(cn)

V= <’U1,...,’Uk> — [’Ul/\"'/\vk}
Recuerda que A kC™ es un espacio vectorial de dimension (Z) Cada base {ey,...,e,} de C™
induce una base para /A ¥C™ cuyos elementos estan en biyeccion con secuencias i; < --- < iy,

de nameros en [n]
{ea N Nejy, 11 <iip < -+ < <n}.

Nota que es suficiente considerar secuencias aumentandas por la antisimetria: wy A ... w; A
Wikl N .. W = —w1 N Wig1 ANw; A .. W
Las cooerdenadas de P (/\k (C") por lo tanto son dadas por la base dual:

Piyiy o= (€ A-o Nei)" € </\ kcn)

que se llaman las coordenadas de Pliicker. Dado V' € Gr(k,n) con base {v1, ..., v} sea My
es la matriz cuyas filas corresponden a las expresiones de vy, ..., v; en {eq, ..., e, }. Entonces,
Diy..ir, (L(V')) es la determinante de la submatriz de My con columnas iy, .. ., .

Teorema 7.1. El mapeo ¢ es un encaje de la Grassmanniana como una variedad proyectiva
irreducible. El imagen de ¢ es el conjunto de ceros del ideal de Pliicker I, C C[p;;,. 4, 1 1 <
i1 < -+ < < n] que es el kernel del mapeo de anillos de polinomios:

Clpiy.ip : 1 <ip < <ig<n] > Clayj: 1 <i <k, 1<j<n

Definimos el algebra de Pliicker como el cociente Clp;, 4, : 1 <1y < -+ <if < n]/Ikn
Scott provo en [Sco06| que Ag p, es un algebra de conglomerado generalizando el resultado de
Fomin y Zelevinsky sobre el dlgebra de Pliicker Aj ,,.
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7.1. Realizaciéon geométrica de algebras de conglomerado

En esta subseccion vamos a revisar la idea atras de la prueba de Scott: un criterio de
Fomin y Zelevinsky en [FZ03al] sobre cuando un algebra de conglomerado es el anillo de una
variedad racional casi-afin irreducible algebraica sobre C. Refinamos la definicién de un algebra
de conglomerado de tipo geométrico

Definicion 7.2. Sea A un &lgebra de conglomerado de rango n con coeficientes en un semi-

campo (P, ®) y sea P el conjunto de los coeficientes p,j .= % Y Py = m que aparecen

en las relaciones de intercambio (5.9) para cada k mutable y ¢ € T,. Entonces, A es de
estrictamente del tipo geométrico si satisface lo siguiente:

(7.1) P = Trop(p; : i € J);
(7.2) cada pit € P es un monomio con todos los exponentes no negativos en los p;, j € J;
(7.3) pj € P para todas las j € J.

El siguiente resultado nos dice cuando la Z-forma de un anillo de coordenadas C[X] de
una variedad algebraica X es un algebra de conglomerado. Vamos a suponer que X satisfaga
las siguientes condiciones

(7.4) X es irreducible; en este caso C[X] es un dominio entero y su campo de fracciones es

bien definido.

(7.5) X es casi-afin, es decir es un abierto a dentro de una variedad afin; en este caso el campo
de fracciones de C[X] coincide con el campo de funciones racionales C(X).

(7.6) X es racional, es decir hay un mapeo biracional X --» AY™X: en este caso C(X) es
isomorfo al anillo de funciones racionales en dim X variables.

Proposicion 7.3 (Proposicion 11.1 en [FZ03a]). Sea A un algebra de conglomerado en F
estrictamente de tipo geométrico (Definicion y sea X una variedad racional casi-afin
irreducible algebraica tal que dim X = n + |J|. Supongamos que

(7.7) para X el conjunto de las variables de conglomerado de A existe una familia funciones
regulares en C[X] en bijeccion con X U J: {¢, :x € X} U{p;:j€ J};

(7.8) las funciones ¢, y ¢; generan el algebra C[X];

(7.9) si reemplazamos z +— @, y p= = [Les p?j = [Ljer go?j en las relaciones de intercambio
(5.9) en ¢, y ¢; obtenemos identidades en C[X].

En este caso la asignacion

T or Y Dj @ (7.10)

se extiende de manera tnica a un isomorfismo entre las algebras A y la Z-forma de C[X].
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Prueba. Sea x un conglomerado de A y sea X := xU {p; : j € J}. Recuerda que x es una
base transcendental de F sobre ZP. En particular F = QP(x) = Q(x,p; : j € I). Entonces
X es una base transcendental de F sobre Q. Ademas, cada elemento en X es una funcion
racional en X obtenida de una iteraciéon de las relaciones de intercambio a partir de la
semilla que contiene x. La suposiciéon implica que de la misma manera podemos encontrar
expresiones de las funciones ¢, y ¢; en C(X) como funciones racionales en

p(x) :={p:zexiU{p;:jeJ}

Nota que por las suposiciones (7.1)) y (7.3) junto con el hecho que dim X = n + |J| = |¢(X)|
tenemos que ¢(X) es una base transcendental de C(X). Por lo tanto la asignacion (7.10)
extiende a un encaje de campos F — C(X) tal que A se encaje en C[X]. O

Ejemplo 7.4. Adn ya sabemos que algebra de Pliicker As 5 es un algebra de conglomerado
vamos a verificarlo otra vez usando la Proposicion [7.3]
Recuerda que Ay s es el cociente de Clp;; : 1 <@ < j < 5] por el ideal de Pliicker generado
por
DijDPkl — PikPjl + PitDjk
para todas las 1 < 7 < j < k <1 < 5. Ay5 es el anillo de coordenadas de la variedad

P P

afin Gr(2,5) que es el cono afin de la Grassmanniana Gr(2,5). En particular, Gr(2,5) es una
variedad racional irreducible algebraica casi-afin, es decir satisface (7.4), (7.5) y (7.6).

El algebra de conglomerado A7 asociada a una triangulacion T del pentagono tiene varia-
bles de conglomerado x;; donde 1 < ¢ < j —1 < 4y coeficientes ¢; := z;;41 para 1 < ¢ < 4
que generan el semicampo tropical ambiente. En particular Ar satisface (7.1), (7.2) y (7.3).

Tenemos que verificar las suposiciones de la Proposicion

(7.7) Tenemos la biyeccion

{p1J1§Z<]S5}<:>{ZL'”1§Z<]§5}:XU{CZZE[4]}

(7.8) As s es generado por {p;; : 1 <i < j <5} modulo el ideal Iy 5.

(7.9) Las relaciones de intercambio son para cada 1 <i < j < k <1 < 5 de forma zjpxj =
T;ijTp + % . Evaluando en las p;;’s obtenemos las relaciones de Pliicker que son validas
en A2,5.

Por lo tanto podemos usar la Proposicion para establecer Az 5 = Ar ®z C.

Scott aplica la Proposicion [7.3|a la Grassmanniana Gr(k,n). Nota que el cono afin Gr(k, n)
es una variedad algebraica afin cuya anillo de coordenadas es Ay, ,,. Por lo tanto se satisfacen
(7.4), (7.5) y (7.6).

La estrategia de Scott para probar que Ay, es un algebra de conglomerado es la siguiente:

1. Primero define un conjunto objetos combinatorios llamados diagramas 7, que defi-
nen semillas: es decir a cada diagrama 7y, se asocia un conjunto de k(n — k) + 1 =

dim Gr(k, n) coordenadas de Pliicker que son una C-base transcendental de C(Gr(k,n)),
y un carcaj @) con n vértices congelados y (k — 1)(n — k — 1) vértices mutables.
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2. Entre los diagramas my, ,, existe una nocién de mutacién o movimiento local que trans-
forma un diagrama 7, a otro. Scott pruebe en [Sco06, Theorem 2| que este cambio
coincide con la mutacion de la semillas asociadas.

3. De los diagramas 7y, Scott entonces obtiene un algebra de conglomerado A(my, ;). Como
A(7y,p) se define desde un carcaj con vértices congelados uno obtiene que cumple (7.1),

(7.2) v (7.3).

4. Para probar que A(my,) = A, usando la Proposicion Scott pruebe en el Teorema
3 que establece:

a) Cada coordenada de Pliicker se obtiene de algin diagrama my, ,,. En particular, eso
implica (7.8).

b) Para cada variable de conglomerado z € X de A(m,) la expresion ¢, en las
coordenadas de Pliicker de un diagrama 7y, ,, obtenida de una secuencia de relaciones

P

de intercambio en una funcion regular en Gr(k, n), es decir ¢, € Ay . Por lo tanto
nos da (7.7) y (7.9).

7.2. Gréficas plabic y la A-variedad

Atn Scott usa los m, diagramas (una clase particular de disposiciones de Postni-
kov (Postnikov arrangements) o diagramas de filamentos alternos (alternating strand
diagrasm)) en su articulo nos vamos a enfocar en otra clase de objetos combinatorios— las
graficas plabic— que son en biyeccion con ellos. Una referencia importante es [Pos06] donde
Postnikov estabelece mucho de la teoria combinatoria relacionada a las Grassmannianas y
sus partes totalmente no-negativas/positivas. También dicha biyeccion se encuentra alla. Para
aplicaciones posteriores seguimos la notacion Rietsch y Williams en [RW17].

Definicion 7.5. Una grafica plabic G es una grafica plana bicolor no dirigida en un disco
con n vértices en la frontera del disco que se llaman los vértices frontera que son etiquetadas
1,...,n en el sentido de las agujas del reloj. La grafica G ademaés tiene vértices interiores que
se encuentran en el interior del disco. Los vértices interiores son o blancos o negros.

Las caras de G son las componentes conectadas del complemento de G dentro del disco.
A las caras adyacentes a la frontero del disco las llamamos las caras frontera, las demés se
llaman caras interiores.

Ejemplo 7.6. Lo siguiente es una grafica plabic con cinco vértices frontera, cinco caras frontera
y dos caras interiores:

104



Solemos identificar los vértices de la frontera del disco con el grupo ciclico Z,, y las per-
mutaciones en .S, se consideran permutaciones de Z,,. Para nuestros propoésitos asumimos que
las gréaficas plabic son conectados y que cada vértice univalente de una grafica plabic es un
vértice de frontera. Definimos los siguientes cuatro movimientos locales que transformen a una
grafica plabic a otra:

(M1) Movimiento del cuadrado (renovacion urbana): Si una grafica plabic contiene
un cuadrado de cuatro vértices internos con colores alternos, cada uno de los cuales
es trivalente, entonces los colores se pueden intercambiar. Asi, cada vértice negro del
cuadrado se convierte en blanco y cada vértice blanco en negro:

X=X

(M2) Contraccion/expansion de un vértice: Si dos vértices internos del mismo color estan
conectados por una arista, ésta puede contraerse y los dos vértices pueden fusionarse.
A la inversa, cualquier vértice interno blanco o negro puede dividirse en dos vértices
adyacentes del mismo color:

AT

(M3) Insercion/extraccién de un vértice en medio: Si una grafica plabic contiene un
vértice interno de grado dos (es decir es adyacente a dos aristas), éste puede ser eliminado.
De forma equivalente, se puede insertar un vértice interno blanco o negro en medio de
cualquier arista:

(M3)

00—

(R) Reduccion de aristas paralelas: Si dos vértices internos de color opuesto estan co-
nectados por dos aristas paralelas, pueden reducirse a una sola arista. Este movimiento
no puede hacerse a la inversa:

(R)

La clase de equivalencia de una grafica plabic G se define como el conjunto de todos las
graficas plabic que se pueden obtener a partir de G aplicando (M1)-(M3). Si en la clase de
equivalencia no hay ningin grafo al que se pueda aplicar (R), decimos que G es reducida. A
partir de ahora s6lo consideraremos graficas plabic reducidas.

Ejercicio 7.1. Muestra que cada grafica plabic G se puede transforma en una grafica trivalente
o una grafica bipartida usando los movimientos locales (M2) y (M3).

105



Ejemplo 7.7. Consideramos la grafica plabic del Ejemplo Nota que ya es bipartida.
Podemos aplicar el movimiento (M2) en el vértice blanco adyacenta al vértice frontero uno
para obtener una grafica trivalente. Ademas despues de la aplicacion de (M2) podemos hacer
el movimiento (M1) lo cual lo fue posible anteriormente:

o

Definiciéon 7.8. Sea G una grafica plabic reducida. Definimos la permutacién de viaje
mg € Sy como sigue. Comenzamos en un vértice frontera ¢ € Z,, y formamos un camino a lo
largo de las aristas de G siguinde las reglas del camino:

» girando al maximo a la derecha en un vértice negro;
= y al maximo a la izquierda en un vértice blanco interno.

El camino resultante es el viaje T;. Terminamos en un vértice frontera j en [n] y asi definimos
7 (i) = j. Entonces, ng = (rg(1),...,7g(n)).

Ejemplo 7.9. Calculamos la permutacion del viaje de la grafica plabic del Ejemplo
Empezamos en el vértice frontera uno y seguimos las reglas del camino:

1 1 1
2 2 2
) 5
4 3 4 3 4

Repitiendo para los vértices 4 y 5 obtenemos la permutacion ¢ = (3,4, 5, 1,2) = 73 5.

Lema 7.10. [Lemma 13.1 en [Pos06]| Sean G’ grafica plabic que se obtiene de la grafica
plabic G de una secuencia de movimientos locales (M1)-(M3). Entonces, mg = mgr. Es decir,
la permutacién de vieja es una invariante de la clase de equivalencia de una gréfica plabic
reducida.

Nota que el movimiento de reduccion (R) si cambia la permutacion del viaje.

Ejercicio 7.2. Verifica que los movimientos locales (M1)-(M3) no cambian la permutacion
del viaje.

Sea T, == (n—k+1,n—k+2,...,n,1,2,...,n — k). En otras palabras, m, es la
permutacion de Z,, que envia i a i + (n — k). A partir de ahora nos centramos en las gréficas
plabic G con permutacion de viaje mg = g ,. Los viajes T; se pueden usar para definir
etiquetas de las caras de G:
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Definicién 7.11. Para cada i el viaje T; de i a 7y, ,, (i) definido anteriormente, divide el disco
en dos regiones. Etiquetamos cada cara en la regién al lado izquierda de la trayectoria por 1.
Después de repetir este proceso para cada 1 < i < n, todas las caras son etiquetadas por un
subconjunto de n — k elementos de [n].

Ejemplo 7.12. Del Ejemplo ya conocemos los viajes T1, ..., T5. Segin la Definicion [7.1]]
nos da los siguientes etiquetas de las caras:

Para una grafica plabic G con mg = 7, definimos
Pa = {I € <[Z]> : I es etiqueta de una cara de G} .

Proposicién 7.13. Sea G una gréfica plabic G con mg = 7y, entonces |Pg| = k(n —k)+1.
Ademas todos los intervalos [i+ 1,7+ n — k] se encuentran en el conjunto de etiquetas Pg para
todas las ¢ € Z,,. Ademéas G es reducida.

Para probar la Proposiciéon introducimos una grafica plabic especial:

Definicion 7.14. La grafica plabic rectangular G};efl es la gréafica plabic que tiene la
siguiente forma:

En este caso tenemos n = 9y k = 5. En el caso general tenemos los vértices frontera 1,...,n—k
en el lado derecho los vértices n — k + 1,...,n abajo.

Ejercicio 7.3. Muestra que la grafica plabic rectangular G™ satisface mgrec = g, y que las
etiquetas de las caras en la frontera son todos los intervalos [i + 1,7 +n — kJ.
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[k +1,n]

N

EUk+2,n —> k—1U[k+2,n] 2U[k+2,n] — [k+2,1]
lk,k+1)U[k+3,n] — [k—1,E]Uk+3,n] --- 2,3]U[k+3,n] — [k+3,2]

[k,n—2lun — [k—1,n—3]Un 2,n—klUn —— [n,n—k+1]

[k,n —1] [k—1,n—2] 2,n—k+1] [1,n— k]

Figura 16: El carcaj Qgﬁ y los indices del conglomerado asociado.

Prueba de la Proposicion[7.13 Primero nos enfocamos en la gréafica plabic rectangular. Nota
que G} tiene (n —k)k+1 muchos caras. Por el Ejercicio anterior también satisface la segunda
afirmacion. Para verificar que cada gréfica plabic reducida con la permutacién del viaje my ,
satisface la Proposicion basta observar que los movimientos locales (M1)-(M3) ni cambian las

etiquetas de las caras en la frontera ni el namero total de caras (por el Lema [7.10]). O

Ejercicio 7.4. Aplica el Teorema 13.2 de [Pos(6] para verificar que G}f, es reducida, pues
todas las graficas en su clase de equivalencia tambien lo son.

Dado una grafica plabic queremos asociar una semilla. Primero definimos un carcaj aso-
ciado:

Definicién 7.15. Sea G una grafica plabic reducida con permutacion del viaje 7y, ,. Supon-
gamos ademés que G es bipartita y no contiene vértices bivalentes, lo cual es posible conseguir
haciendo uso repetido de los movimientos (M2) y (M3). Definimos el carcaj asociado a G
Q¢ como sigue:

1. El conjunto de vértices de Q¢ esta en correspondencia con las caras de G, por lo que
(Qc)o = Pg; el conjunto de vértices congeladas esta formado por las caras adyacentes a
la frontera.

2. Las flechas corresponden a las aristas de G que no son adyacentes a la frontera. Como
asumimos que G esta en forma bipartita, un extremo de una arista es blanco y el otro es
negro. La flecha esté orientada de forma que el vértice blanco aparece a su lado derecho
respecto a la orientacion.

La semilla asociada a G consiste en el carcaj Q¢ y el conglomerado {A;: I € Pg}.
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Ejercicio 7.5. Sean Gy G’ dos graficas plabic con permutacion ng = mgr = 7y, tal que
G’ se obtiene de G de una secuencia de movimientos (M2) y (M3). Muestra que las semillas
asociadas a G y G’ coinciden.

En lo que sigue vamos a probar que las semillas asociadas a las graficas plabic son bien
definidas, es decir que el movimiento del cuadro (M1) corresponde a la mutaciéon de semillas.

Proposicion 7.16. El movimiento del cuadro en una grafica plabic corresponde a la mutacion
en el vértice correspondiente en el carcaj.

Prueba. El movimiento del cuadro es local en el sentido que afecta solo a la cara que corres-
ponde al cuadro y a sus vecinos. Lo mismo vale en el caso de la mutaciéon del carcaj: afecta solo
a las flechas incidentes al vértice de la mutacion. Sea G' una gréfica plabic y G’ obtenida de G
por el movimiento (M1). Por lo tanto basta ver que localmente el carcaj asociado a G’ coincide
con la mutacién correspondiente en (). Supongamos que G es trivalente y que localmente se
ve asi (los demés casos son muy similar):

O]

Para establecer que también la mutacién de semillas es compatible con los movimientos
locales en las gréficas plabic el siguiente Lema va a ser muy util:

Lema 7.17 (p. 47 en [Pos06]). Cada arista de una grafica plabic reducida es parte de exac-
tamente dos viajes T; y T} que pasan por la arista en sentidos opuestos.

Proposicién 7.18. El movimiento del cuadro en graficas plabic de tipo 7, ,, corresponde a la
mutacion de semillas. Mas precisamente, (M1) corresponde a las relaciones de Pliicker de tres
términos en A,_j .

Prueba. Sean G'y G’ dos graficas plabic con permutacion del viaje my, ,, tal que G’ se obtiene
de G por un movimiento del cuadro en la cara con etiqueta p. Del Lema anterior sabemos que
en cada arista adyacente entra exactamente un viaje. Por lo tanto localmente obtenemos las
siguientes etiquetas:
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Los demés indices de las etiquetas tienen que coincidir pues por el Lema anterior no hay
maés espacio para viajes que podrian determinar etiquetas distintas en las caras adyacente del
cuadrado. Sea I € (k[f]Q) el conjunto de indices que tiene en comun. Por lo tanto

Per = Pe \ {Tik} U {Ijl},

donde I'ik := IU{i, k} etc. Lo cual induce la siguiente relacion de intercambio entre las semillas
asociadas:

AriArj = Arij A + A At (7.11)

Esta relacion justo corresponde a una relaciéon de Pliicker de tres términos que es valida en

Anfk,n- O

Las Proposiciones y son las ingredientes claves para la prueba del siguiente
resultado:

Teorema 7.19 (Teorema 3 en [Sco06]). Sea G una grifica plabic reducida con g = Tk
Definimos el C-algebra de conglomerado AY , ~ asociada a la semilla (Qg, {As : I € Pg}).
Entonces, existe un isomorfismo ¢* : AY , ~— A, de Clpfi41,i4n—k : 1 € [n]]-dlgebras tal

que ¢*(Ar) = pr (donde identificamos ppit 1 iyn—k] = Ait1,i4n—k])-

El Teorema [7.19] tiene la formulacion geométrica. La segunda parte es una consecuencia de
la construccién del mapeo * en la prueba de Scott.

Corolario 7.20. Sea An_k,n la A-variedad de conglomerado asociado al algebra de conglo-
merado Ag_ k. Entonces, existe un encaje

Y An_k,n — m((ﬁ") = Spec(Ap—kn)-

definido por el pullback ¢* : up(/ln_km) — Ap—gn- De hecho el mapeo " del Teorema
es un isomorfismo entre el algebra de conglomerado superior up(A,—kn) = Ap—kn.

7.3. Flujos y la X-variedad

Definicién 7.21. Una orientacion O de una grafica plabic G se llama perfecta, si cada vértice
blanco interno tiene exactamente una flecha de entrada y cada vértice negro interno tiene
exactamente una flecha de salida. El conjunto de vértices de la frontera que son fuentes se
llama conjunto de fuentes y se denota por Ip.

Lema 7.22 (Lemata 3.2,4.5 y 14.9 en [Pos06]). Cada grafica plabic G con g = 7y, tiene
una orientacion perfecta aciclica. Ademéas podemos escoger O tal que el congunto de funestes
es [n — k|. Esta orientacion es tnica.

De hecho es suficiente escoger una orientacion perfecto con Ip = [n — k] para una grafica
plabic G con mg = mp,. Si G’ es otra grafica plabic obtenida de G por una secuencia de
movimientos (M1)-(M3) entonces la orientacion perfecta O’ con Ipr = [n — k| se obtiene de O
por el siguiente movimiento del cuadrado orientado:
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Ejemplo 7.23. Continuando con el ejemplo anterior, la orientacién perfecta tnica del Le-
ma [7.22]en la grafica plabic G es la siguiente:

Definicion 7.24. Un flujo F desde Ip a un conjunto J de vértices en la frontero con |J| = |Ip|
es una coleccion de caminos en O, todos disjuntos por pares de vértices, tales que los origenes
de estos caminos son Ip \ (Ip NJ) y los destinos son J \ (Ip NJ). Obsérvese que cada camino
p en O divide las caras de G en las que estan a la izquierda y las que estédn a la derecha del
camino con respecto a su orientacion. Sea Ip — (JNIp) = {j1,...,jrf ysea F ={pj,,...,p;.}
un flujo donde cada camino pj, tiene pozo j;. Definimos el peso wt(p) de un camino p como
el producto de pardmetros y7, donde I es una etiqueta de una cara a la izquierda del camino.
Y definimos el peso wt(F') de un flujo F' como el producto de los pesos de todos los caminos
del flujo.

Nota que por definicion la variable yj; 11, que corresponde a la cara de frontera entre
los vértices 1 y n nunca aparece al lado derecho de un camino de [n — k] a J para cualquier
J e (n[f]k) Por lo tanto definimos Pg := Pa \ {[k + 1,n]}.

Dada la orientacion perfecta O con Ip = [n — k| en una grafica plabic reducida G con
TG = Tk, definimos para cada J € (n[f]k) su polinomio de flujos

P = Z wt(F') € Zlyr : I € Pgl.
F flujode Ip a J

Ejemplo 7.25. Calculamos algunos polinomios de flujos con respecto a la orientacion perfecto
de la grafica G = G35 del Ejemplo Por ejemplo, tenemos

G
P{172} == 17
Pg,5} = Y12Y23Y34,
P{C;A} = y12y15Y23(1 + y25).

Ejercicio 7.6. Completa el Ejemplo y calcula los demés polinomios de flujos para todos
los J € ([g]).
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Recuerda la Grassmanniana totalmente positiva

Grt  (R") = {V € Grn_i(R™) : ps(V) > OV.J € (n[ﬁ] k) } .

Existe una relacion intima entre los parametros {zy : I € Pg} de una grafica plabic orientada
G con mg = T ¥ Gr:ll x(R™). De hecho esta conexién fue la motivacion de Postnikov para
desarrollar la teoria de las graficas plabic. Antes de indicar el resultado necesitamos la siguiente
nocion: el divisor de la frontera de Gr,,_;(C") es

D := U D;, donde Dj; = {p[it1itn—k = 0} C Gr,—4(C").
1€[n]
Definimos Gr,,_(C")° := Gr,,—(C") \ D.

Teorema 7.26 (Teorema 12.7 en [Pos06] y Teorema 6.6 en [RW17]). Sea G una grafica plabic
reducida de tipo 7y, ,, con la orientacion perfecta aciclica O que satisface Ip = [n—k]. Definimos
la (n — k) x n matrix Ag con entradas en Z[zy : I € Pg| cuya entrada (i, j) es

(_1)|{i'€[n—k]:i<i’<j}| Z Wt(p), (712)
pii—j
donde la suma es sobre todos los caminos en O de i a j. Definimos el mapeo
g : (CHPe — Grp,_p(C™)°
(yn)rep, = AWr)ieres,
donde A(yr)repg es la matriz en C"~#)*" obtenida de Ag evaluando en (yr)rep, € (C*)76. La
restriccion de ®¢ a (Rsg)P¢ es una parametrizacion de la Grassmanniana totalmente positiva

Gr! (R") y se llama una carta de la red (G, O). El toro T, := (C*)7¢ con coordenadas
(y1)1ep, se llama el toro de la red.

Ejemplo 7.27. Para la gréifica plabic G = G¥§ con su orientacion como en el Ejemplo
la matriz Ag es la siguiente

Ag = (1 0 —yiay1s —yrayisy23(l +425)  —yray15y23ysa(l + yos + y25y35)>
0 1 i Y12923 Y12Y23Y34

Nota que todos los minores p; ;1 de Ag son monomios en los coordenadas y;;. En particular,
para cada (y;j)ijep, la matriz Ag esta contenido en

Gry(C%) \ D = Gry(C%)°

donde D = ;5 Di v Di = {pit1,i+2 = 0}.

En su articulo [RW17| Rietsch y Williams prueban el siguente Teorema que conecta el
anterior con los polinomios de flujos. Es una aplicacién del Lema de Lindstrom—Gessel-Viennot
que es tema del Proyecto [AZ2] y se puede generalizar a todas las graficas plabic reducidas
orientadas segtn el Teorema 1.1 en [Tal08].
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Teorema 7.28 (Teorema 6.8 en [RW17]). Sea G una grafica plabic reducida de tipo m, con

[n]k) . Entonces,

la orientacion perfecta aciclica O que satisface Ip = [n — k| y sea J € (ni

pJ(A(;) = P?

Es decir, la coordenada de Pliicker p; de la matriz Ag definida en ([7.12)) es el polinomio de
flujo Pf.

Ejemplo 7.29. Calculamos los minores de la matriz Agre: del Ejemplo y comparamos
con los polinomios de flujos que calculamos en el Ejemplo

pia(Agys) = 1= P(i 5

p1s(Acres) = y12y23y34 = P 5

= yl
p2a(Acrs) = yrayisyas(1 + yas) = Pl 4y

Ejercicio 7.7. Verifica el Teorema para G55

Estamos preparados para el resultado clave que conecta los polinomios de flujo con la teoria
de élgebras y variedades de conglomerado. A cada grafica plabic G' de tipo 7y, asociamos el
carcaj Q(G) que se obtiene de Q(G) eliminando el vértice con la etiqueta [k+ 1,n] y la matriz
del carcaj Bg := B(Q(Q)). Definimos la Y-semilla asociada a G de rango (n—k—1) x (k—1)
con n direcciones congeladas: (Bg,yq) donde yg = (yr)1ep,- En el lenguaje geométrico
identificamos y; = z¢/ donde (e; : I € Pg) son los datos de la semilla.

Teorema 7.30 (Lema 6.15 en [RW17]). Sea G una grafica plabic de tipo 7, con orientacion
perfecta O tal que In = [n — k]. Para una cara de cuadrado K € Pg sea G’ la grafica plabic
obtenida de G por el movimiento del cuadrado (M1) en K. Entonces, para cada J € (n[ﬁ}k)
tenemos

Wi (PS (yor)) = P§ (ya)

donde (Bg,y¢q) y (BG/, y¢r) son dos Y-semillas relacionadas por la mutaciéon en direccion K.

Prueba. La idea de la prueba es analizar localmente lo que pasa con flujos que estén cerca de
la cara K y como se transforman bajo el cambio de la oriantacién local:

yn y}1
O
(M1)
Y YK Y, LK le yJ2
Q
yfz y/IQ

donde yi y identifica yj — y;(l,y'li =y (1 +yK), Y, — l{ﬁzg para i € {1,2}. Si tenemos

un flojo en G’ cuyo polinomio de flujo contiene un monomio 3/, (y’)" pues también existe un
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n

monomio ¥, Y4 (y')". Sin perder de generalidad podemos suponer que (y’)" es un monomio

en {yr: I € Pg,brx = 0}. En particular, bajo mutacion tenemos

YYK

1_|_ —1 * ) m — n
1+yK( Yk ):“K,X(y ) =Yy

/ / nn

Y, (1 +yr)(y')
lo cual coincide con la observaciéon que en G no existe el camino que corresponde al monomio
divisible por y7,yx, pero solo el camino del monomio divisible por yz,. Los demés casos se
resuelven de manera similar. O

Definicién 7.31. Sea G una grafica plabic de tipo 7, con orientacion O que satisface
Ip = [n — k]. Definimos
Xred = U TM;G’
G'~G

como el esquema obtenido de pegar copias de ((C*)k("*k)ﬂ, una para cada gréfica plabic G’ tal
que Q¢ se obtiene de Q¢ por una secuancia de mutaciones que corresponden a movimientos
(M1). Los mapeos para pegar los toros son inducidas por los mapeos de X-mutacion.

Nota que X" esta inclui~d0 de manera natural en la variedad de conglomerado X,,_ , que
se obtiene de la Y-semilla (Bg,ya)-

Proposicién 7.32 (Proposiciéon 7.6 en [RW17]). El encaje X™4 < Gr,,_(C")° inducido por
las cartas de la red ¢ se extiende de manera natural a un encaje X — Gr,_;(C™)°. Ademas,
cada variable de Pliicker py con J € (n@k) es un polinomio de Laurent en las coordenadas de
cada toro T),s para una semilla s en X

Idea de la Prueba: Nota que a priori el encaje X™d — Gr,—;(C™)° se extiende solo a un
mapeo racional X,_j , --+ Gr,_(C")°. El ingrediente principal de la prueba de la Proposi-
cion es un mapeo de ensamble de conglomerado que es un isomorfismo entre las variedades
de conglomerado A, v Xp—kn. Acd A, es la A-variedad de conglomerado asociado a
la semilla (Bg, x¢) donde xg = {p; : I € Pg}.

Més precisamente, Rietsch y Williams prueban que existe un diagrama conmutativo

p
-An—k,n Xn—k,n
|
I
Y

Grp_k(C™)° — " G, (CM)°

donde 7 es un automorfismo de la Grassmanniana conocido como el twist (ver [MS17, MS16]).
Como todos los mapeos son encajes o isomorfismo podemos deducir que las funciones regulares
en Gr,,_,(C"™)° por el pullback del mapeo racional son funciones regulares en X,,_j . Por lo
tanto, los pullback de las coordenadas de Pliicker son polinomios de Laurent en las coordenadas
locales de cada toro Th,s C Xy—g p- ]

rec

Ejemplo 7.33. Consideramos el caso de G = G%%. El pullback del mapeo de ensamble de
conglomerado en la Prueba de la Proposicion p* : C[M°] — C[N] es definido por la
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siguiente matriz

0o 1 0 0 -1 1
-1 0 1 -1 1 O
0o -1 1 0 0 0
o 1 -1 0 -1 0

-1 0 0 0 0 1

con respecto a las bases de M° y N inducidas por la semilla asociada a G y las coordenadas
estdn en orden 35,25,15,12,23,34. Nota que todas las entradas no azules son determinadas
de manera tinica desde el carcaj Qg.
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A. Proyectos

En este apéndice se encuentran posible proyectos que pueden servir como el tema para una
tesis o tesina para estudiantes de la licenciatura.

A.1. Aplicaciones de positividad total

En el libro “Totally positive matrices* [Pinl0] el autor Allan Pinkus menciona en el prefacio
varios aplicaciones de matrices totalmente positivos (paginas ix y x) y da referencias. Escoge
una aplicacién que te parece interesante y describe el papel que juegan las matrices totalmente
positivas en esta aplicaciéon. ;También aparecen las adlgebras de conglomerado?

A.2. Redes planas y positividad total

Las matrices totalmente positivas se pueden entender de manera visual desde graficas
planas y orientadas. En la teoria de esas gréaficas el Lema de Lindstrom—Gessel-Vienneot es
un resultado clave. En el Ejercicio vimos la red I'g. Se puede generalizar para cualquier

n.
n n

2e \ / *2

le o]
Existe una biyeccion entre matrices n x n totalmente positivas y matrices de caminos de I'y
para distintos elecciones de pesos. Fomin y Zelevinsky explican este resultado en su articulo

[EZ00].

A.3. Los numeros de Markov

El 4lgebra de conglomerado asociado al carcaj de Markov:
7N\
1] —= 2

tiene una conexién peculiar con los triples de Markov que son triples de niimeros naturlaes
(a,b, c) que satisfaces la relacion de Markov: a? + b? + ¢ = 3abc.

A.4. Triangulaciones de superficies

El primer ejemplo clave de un dlgebra de conglomerado es el que obtenemos de las triangu-
laciones del n-agono. Viendo el n-dgono como un disco con n puntos marcados en su frontera
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es el primer ejemplo de un élgebra de conglomerado asociado a una superficie. ; Co6mo se puede
asociar un algebra de conglomerado a una superficie (con puntos marcados en la frontero y
pinchaduras)? Ver, por ejemplo [Sch16].

A.5. Coeficientes universales

Entre las 4lgebras de conglomerado de un tipo fijo con coeficientes hay una que tiene una
propiedad universal: el dlgebra de conglomerado con coeficientes universales [FZ0T|. De esta
todos los demas se pueden obtener especializando las coeficientes (es decir la estructura de
conglomerado no cambia, solo cambian los coeficientes). Calcula el algebra de conglomerado
de tipo C. ;jPuedes describirla como un cociente de un anillo de polinomios?

*Si estas familiar con la teoria de las bases de Grobner puedes consultar el articulo [BMN21]
y ver si puedes generalizar los resultados a este caso.

A.6. Diagramas de Dynkin

Las algebras de conglomerado de tipo finito son clasificadas de los diagramas de Dynkin.
Las diagramas de Dynkin clasifican varios otros objetos matemaéticos como las algebras de Lie
simples, singularidades de Klein, élgebras de caminos con un nimero finito de representaciones
indestructibles, grupos de Coxeter y sistemas finitos de raices entre méas. La conexiéon entre
las algebras de conglomerado y los sistemas de raices es particularmente interesante: hay una
biyeccion entre las variables de conglomerado y las raices casi-positivas. Ver, por ejemplo
[Mar13], [FZ03al, [FZ03b).

*La conexioén utiliza la teoria de representaciones de carcajes.

A.7. Graficas plabic

Las graficas plabic (planas bicolor) juegan un papel importante en la combinatoria alge-
braica, en particular para las Grassmannianas y sus subvariedades. Las graficas plabic que
corresponden la la Grassmanniana Gr(2,mn) son en biyeccion con las triangulaciones del n-
agono y las semillas del algebra de conglomerado de tipo A,_3. Describe el algoritmo que
determina esta biyeccion, [KWTI].

A.8. Mutacion de secuencias biracionales

Una sibira (secuencia iterada biracional) es una secuancia de 2(n — 2) transposiciones
(1,7) € Sy, de la forma

((imn)v (jnan)v ) (ika k)a (]k> k)a Tt (i37 3)7 (jg, 3))

donde iy # jr ¥ ik, Jr € [k — 1] para todos k € [3,n]. Hay un algoritmo combinatoria que
asocia a una sibira un arbol trivalente con n hojas [Bos21l, Algoritmo 1]. Por ejemplo, para
n =6y la sibira S = ((46), (56), (25), (35), (24), (34), (13),(23)) tenemos

2 3 2 3 2 3 2 3
Y o)X= )X =
1 4 1 5 4 1 5 1
4 6
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El algoritmo solo depende de iy, %p—1,...,74. Entonces podemos trabajar con clases de equi-
valencia de sibiras. Observa que la hoja n siempre pertenece a una cereza del arbol. Nota que
un arbol trivalente con n hojas es la grafica dual de una triangulacion del n-dgono (donde los
vértices del n-4gono no necesariamente son etiquetadas en orden). Ya vimos el flip de trian-
gulaciones que coresponde a la mutaciéon. ;Es posible traducir la operacion flip a sibiras? Es
decir, ;existe una mutacion para sibiras que esta compatible con el flip? Para una traducciéon
del flip a una operacién en los arboles ver [BEFT18, §6].

A.9. Variedades de conglomerado

Las variedades de conglomerado son una interpretaciéon geométrica de las algebras de con-
glomerado que fueron introducidos de Fock y Goncharov. Cada semilla representa a un toro
algebraico (C*)" cuyos coordenadas son las variables de conglomerado. La mutacion de la se-
milla define una aplicacion biracional del toro a su mismo. La (A-)variedad de conglomerado
asociada es el esquema obtenido de pegar varias copias del toro (una copia para cada semilla) a
través de las aplicaciones biracionales. Revisa la definicién de las variedades de conglomerado,
por ejemplo en [GHKI5|. Prueba que la definicion de la mutacion en la ecuacion (2.6) de loc. cit
es equivalente a la mutacion que conocemos que es la ecuacion (2.8) en loc.cit.

Un aspecto interesante de las variedades de conglomerado es su tropicalizacion (ver por
ejemplo |[GHKKIS| §2]) que se obtiene como un functor de puntos. ;Se puede interpretar la
tropializaciéon de las variedades de conglomerado desde el punto de vista de los blueprints?

A.10. Diagramas de Young y g-vectores

En [FZ07] Fomin y Zelevisnky estudiaron el concepto de coeficientes en algebras de conglo-
merado. Un clase particular son los coeficientes principales. En el caso de un carcaj se pueden
realizar agregando un vértice congelado para cada vértice del carcaj y una fleche que conecta
el vértice nuevo con el vértice viejo correspondiente. Las formulas de intercambio en esta si-
tuacién son homogéneos con respecta a una Z"™-graduacién y el grado de una variable de
conglomerado se llama su g-vector. Dichas g-vectores se pueden calcular en ejemplos con el
MutationApp (Cluster — Activate — g — vectors).

Para la Grassmanniana Gri(C") y la estructura de conglomerado en el anillo de Pliicker
tenemos la combinatoria de las grdficas plabicas a mano (estas graficas codifican las semillas
cuyos conglomerados consisten solo de variables de Pliicker). Las variables de Pliicker corres-
ponden a diagramas de Young que se encajan en un rectangulo (n — k) x k (ver por ejemplo
[IRW17, §3|). Cada J € ([Z]) determina de manera tnica un camino de la esquina noreste a la
esquina suroeste en (n— k) x k donde las pasos al oeste corresponden a las j € J. Por ejemplo,
si JJ=1{2,4,7,8} y n =9 tenemos:

NE

SO
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La grafica plabica rectangular es tal que todas las variables de Pliicker asociados tienen dia-
gramas de Young rectangular. Por ejemplo para Gry(C?) la grafica plabica rectangular y su
carcaj asociado son:

P1234

™ P2345
P1235 ¢/ P1245» P1345 5 >

NTNTS

3456
( P1256 & P1ase £ P3456

AR

P1237'% progr & prser £

BRI

1238 05678
4  prars & Prors 4 %

NN

Pe789
P1239 | P1289 = P1789 d

donde las variables de Pliicker en azul son congeladas. El MutationApp conoce las carcajes que
corresponden a las graficas plabicas y las coordenadas asociadas (Cluster — Activate —
Gr(k,n): triangles...). Una observacion curiosa es la siguiente: con respecto a la semilla
dada por la gréafica plabica rectangular los g-vectores de las variables de Pliicker se pueden
calcular en términos de sus diagramas de Young asociados:

Corolario A.1. (Formula de ganchos para g-vectores) Sea G = Gy, la grafica plabica rec-

tangular y J € ([Z]). Sean i1 X j1,...,%s X js los rectangular que corresponden a las esquinas
en el camino del noreste a suroeste del k x (n — k)-rectangulo determinado por .J. Entonces,

s (P1) = > Fipxjn — Finximir (A1)

p=1

donde establecemos f;, xj,,, = 0.

Ilustramos el Corolario en el ejemplo donde k = 4 and n = 9. Sea J = {2,4,7,8},

entonces [1j = y

gG(P%D) :fm—ferfagg—fBaJrfﬁ-

El Corolario tiene una prueba en términos de médulos de un algebra asociativo que categorifica
el algebra de conglomerado asociada a la Grassmanniana (va a aparecer en el proximo trabajo
de Sarjick Bakshi y Bernhard Keller). El objetivo de este proyecto es dar una prueba alternativa
que usa la combinatoria de las grafica plabicas. ;Es posible generalizar la formula de ganchos
para otras grafica plabicas?
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