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Datos
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Notacidon

Recordemos los elementos necesarios para definir las variedades de
conglomerado (Ay X).

Datos fijos [:
@ Una latiz con una forma casi-simétrica

{,-} : NxN—Q;

@ Una sublatiz N,,,; C N saturada llamada sublatiz mutable;

@ Un conjunto de indices I con cardinalidad igual al rango de N,
digamos |/| = n+ m, y una sublatiz /p,,: C I con cardinalidad
igual al rango de Npyt, digamos |Npyt| = n;

@ Elementos d; € Z~( para todo i € I, con gcd(di)ic) = 1;
@ Una sublatiz N° C N de indice finito tal que

{Npmut, N°Yy CZ 'y {N,Np,: UN°} C Z;
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Notacidon

@ Lattices duales
M = Hom(N,Z) 'y M° = Hom(N° Z).

Datos de una semilla: Una tupla s = (¢ | i € /) tal que
{ei | i € 1} es una base de N; {ej | i € Ipmyt} es una base de Nyt y
{d;ej | i € I} es una base de N°.

Las respectivas bases para las latices duales son: {ef | i € I} para
M,y {fi:=d ter|icl} para M°.

Se define la mutacidn de los datos de la semilla s en la direccién
k € Iy como los datos px(s) = (e | i € 1), donde

o {e,- + [e,-k]+ek i;ﬁ k

— € I =k
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Notacidon

Usando el emparejamiento (-,-) : N x M° — QQ obtenemos una
mutacién de la base de M° dada por {f/ :=eld; | i € I} donde

fl = —f+ Zjel,j;ék[_ekj]+75' 1=k
| f i % k
Ademas, definimos vy := {ek, -} € M°.

Se puede ver que esta mutacidn corresponde a la mutacién usual
de una matriz casi-simétrica en las algebras de conglomerado:

Definimos una forma bilineal en N dada por
[-, -]5 Nx N — Q [e,-, ej]s = €jj = {e,-, ej}dj.

Obtenemos la matriz asociada

. nX(n+m
€s .= (Ei,j)ielmuta_jel € Z ( )-

T

s hos da una matriz extendida casi-simetrizable.

La traspuesta €
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Toros algebraicos asociados
Ahora pasemos a la parte geométrica.

Dados ' y s la idea es que para cada mutacién vamos a copias del
toro (C*)™™ (en C) cuyas funciones regulares dependen de las
variables de conglomerado.

Tenemos la siguiente notacidn
CIM=C[zi |iel]l y C[N]=C[zE%|iel.

Y escribimos x; = zfi y y; = 2z para todo i € I. Obtenemos los
toros algebraicos

Tno s = Spec(C[M?]) = 5pec((C[x,.lL i) (C*)n—l—m

Tins = Spec(C[Ne]) = Spec(Cly;" | i € 1]) = (€)™
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Ejemplo

Entonces, al hacer una mutaciéon de los datos de la semilla

s= (e | i €1)enladireccién k € Iy, obtenemos toros Tyo ,,, (s)
Y Tam . (s), los cuales tienen funciones regulares dadas por sus
caracteres

{27 € CIM;, (] | ii(s) = (e | i € 1)},

{259 € CNyyy(s)] | 1k(s) = (| i € 1)}

Note que los toros son afines irreducibles, y por esto se pueden
definir mapeos birracionales entre ellos.

Ejemplo dado por el carcaj 1 — 2

Los datos de ' y s son:

N = Z? con la forma {-,-} definida por (O _1).
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Ejemplo

En este caso N = Nppyr y d1 = dr = 1, de donde | = Iy = {1,2}
y N° = N.

Los datos de la semilla inicial son sy = (€1, e2), de donde tenemos
que una base para M = M° es (f, f»), ademds notemos que

Vi = {e1, -} = (1,0) ((1’ —01) _ ¢
v = {e2,} = (0,1) ((1’ —01) Y

Usando las férmulas anteriores para la mutacién en s; = u1(sp)
tenemos s; = (—ey, €1 + &) como base de N, y como base de M

tenemos (—f; + £, ).
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Ejemplo

Para el caso de la A—variedad definimos un mapeo birracional
(que conserve la estructura de conglomerado):

/,L]_’A : TN,S() - TN,Sl

14+ x
(X17X2) O y X2
X1

El cual estd definido en el abierto donde x; # —1 en Ty .

Notemos que tenemos un isomorfismo entre los campos de
funciones racionales de los toros.
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Ejemplo

En general definimos el mapeo birracional en términos de su
pullback de funciones:

/jll;,A : C(M,Zk(s)) — C(M;))a

zZM— zM(1 4 z"k)_(d"e"’m>

De donde obtenemos

NT,A(Z'CZ) — Z2(1 4 z7)Uevf) — Fo

:u’>]_k,A(Z_ﬂ+f2) — Z—ﬁ+fz(1 4+ Z—fz)—<e1,—f1+fz) _ Z_fl(l —I—Zfz).

1+x

Note que obtenemos la relacidn x; — xo y x| — =
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Variedades de conglomerado

Queremos pegar los toros obtenidos de cada mutacién en cada
direccién por medio de los mapeos birracionales.

Mk, A - 7—No,s -2 TNO,/Lk(S)J

prx s Tis == T u(s)

definidos por sus pullbacks de funciones (a nivel de caracteres).
proa s C(My, () — C(MS) g x 2 C(N, (5)) — C(Ns)

zM—s Z2M(1+ ZVk)_<dkek>m> 2" — 2"(1+ Zek)_[”aek]s

Conne Nyme M°
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Variedades de conglomerado

Consideremos un patrén de semillas en el arbol regular T, en el
cual consideramos como semilla inicial a s = (¢ | i € I).
Orientamos al arbol T, de tal modo que el vértice 0 sea la raiz del
arbol y que haya un tnico camino desde 0 a cualquier otro vértice.

Definimos mapeos birracionales fig, s : Tyo s, ——* Tpo s, para todos
los vértices t € T, los cuales estan dados por el unico camino del
vértice 0 a otro vértice t con secuencia

Ot —>th—- - —t =t

Id if s = s

Hsy,s — )
luk/,S/ 0---0 luko,So If S # SO

De forma andloga se hace para los toros Ty s.
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Variedades de conglomerado

Se define la A-variedad y X-variedad de conglomerado como

-As — U 7_No,st Xs = U TM,st

teT, teT,

Por [GHK, Proposition 2.4] sabemos que estas variedades existen
(como esquemas).

T‘\ g Ti\v 5 IC(M.S?_:) IT(M;I)
Ko Mo 7 \#3‘ y
T_""f Ll IC‘ (M;] )
3 e 13 Ha
i i
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Variedades con coeficientes

Fijemos P = Trop(t1, -+, t,).
Datos iniciales ' y so = (e; | /) los datos iniciales.

Un Y —patrén v — (p,, By) de rango |/,,¢| se dice compatible con
[y so si la matriz inicial es de la forma By, = (b;j) =€/ .

Sea R=igual a C[ty,--- ,t,] 6 C[t,---, tF], Entonces
Spec(R) = Ag 6 Spec(R) = (C*)".

Sea L una latiz. Denotamos el producto fibrado
TL(R) = TL XC Spec(R)

Entonces O, (r)(TL(R)) = R[L*] = C[L*] ®c R donde
L* = Hom(L,Z).
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Variedades con coeficientes

A—mutacién y X —mutacién de conglomerado con coeficientes

Sea t =[[;_; t7" € P. Definimos los mapeos birracionales dados
por pull back

tist: Tne(R) -=+ Tyo(R)
Whsp o (2T) > 2M(t7 + tT2%)(dkeom)
donde me M°, t— = L y tT = L.
Analogamente
Mk:s:t - TM(R) -—> T/w(R)
W (27) e 27t + £z )l

para n € N.
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Variedades con coeficientes

Sean 'y s=(ej | i € 1), un Y—patrén compatible v — (p,, B,)
con s en T" (orientado), obtenemos mapeos birracionales
ILLSO7S : TNO750(R) -2 TNoast(R)'

Id if s = s
Hsy,s = £
'LLk/?slatk/,S/ QO+« 0 Iuk05507pk,,s/ IT s # SO

Arsop, = | Twes(R) Xrap, = | Tms(R)
seTn seTn

Nuevamente existen por [GHK, Proposition 2.4].
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Variedades con coeficientes

Ejemplo para el caso As )
zf1+e2
P e e r 22
A 4
| |
| |
T . -5l — _ 51 |
:1zE1{Ij-:EzEz]+l < I vz v vz |
[ - [
- 4 | [
' |
I tjz°1 41 |
| zEl €2 — | :
| - o I |
[ | 3 70 | |
| | : i
! ' o2 | o1 | |
| | I |
: -4 4 |
1
| z'?l[rzz'?2+l] i 291{12292 +1:I :
: |
|
H .
t 281 (14 tm2®2)41 | _ _ ____ _
—= 4 + oz
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Variedades con coeficientes

Sean los datos iniciales ', sp y un Y —patréon compatible
v = (p,, Bv).
Tenemos morfismos planos dados por la segunda proyeccién

Ti(R) = T, x Spec(R) — Spec(R)

pues el el homomorfismo de anillos R — R[L*] es plano.
El concepto de planaridad nos ayuda a tener mapeos que conserven
estructura.

Entonces tenemos una familia de morfismos planos, mas atn
obtenemos un morfismo plano de esquemas para cada variedad

T4 AF,SO,PVO — Spec(R) y 7mx: Xt so.p,, — Spec(R)

Podemos pensar en deformaciones?
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Y —patrones con coeficientes

Y —semillas etiquetadas

Una Y —semilla etiquetada con coeficientes en un semicampo PP es
un triple (y, p, B), donde

@ (p,B) es una Y —semilla en P;
@ (y,B) es una Y—semilla en QP (uy, -+, uy).

Seany = (y1,-- ,¥n),P = (P1,--- ,Pn) y B = (b);. La mutacién
en la direccién k € [1, n] de (y,p, B) es la Y —semilla con

coeficientes (y’, p’, B') donde
e (p’, B’) es la mutacién de la Y —semilla (p, B).

° y/ — (yiv 7yl/7)' donde

yi if j = k

by; —byi|l —sgn(by; —by; i -
)’J(P;E[ kj]]+pE kj]]ykg(kj)> If_j;ék

/

-y_j.:



Variedades con coeficientes
0000000000000

Y —patrones con coeficientes

[BEMN, Lemma 3.24]

La A—mutacién con coeficientes corresponde a la mutacién con
coeficientes geométricos. La X'—mutacién corresponde a la
Y —mutacién con coeficientes geométricos.

Por ejemplo para el caso de la X'—variedad:

Zek(t_Z_ek + t+)_6ik if € >0,

* Zel/< _ Ze,’( t_+t+Zek —€ik —
Hip(27%) ( ) z&(t™ +tTz%) "% if ey <0
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Relacion con variedades toricas

Vamos a restringirnos al caso de la X’ —variedad con coeficientes.
Recordatorio de variedades toricas

Sean N 2 Z" y M = Homz(N,Z). Consideremos
A={wvi,...,v,} C N un conjunto finito.

JZ{XER"’X:Z)\,'V,',)\,' ERZ()}.
i=1

Cono dual de o como:
Fg={ue Mg |{uv)>0 Vvedod}.

Trabajaremos con conos o fuertemente convexos (i.e.
o N (—oc) ={0}) y racionales (con generadores en N).
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Relacion con variedades toricas

@ (Lema de Gordan) S, = & N M es un monoide fg.
@ Obtenemos una C—algebra f.g C[S,].

@ Variedad tdrica afin asociada al cono: X, = Spec(R;).

En resumen, para la construccién afin:

o = JF = S5 = R, = X.,.

Construccién de una VT (no necesariamente afin):

Sea A un abanico, sea 0 € A y sea 7 una cara de o (i.e
T=0NA con A € 5N M), entonces:
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Relacion con variedades toricas

@ Obtenemos una inclusién C[S,| C C[S;| como subconjuntos
de N.

@ Obtenemos una localizacién de o en 7, es decir,
C[S;] =C[Ss],» ., donde x* € C[S,].

© Obtenemos una inclusién (abierta) X, — X, de variedades
toéricas afines.

Entonces, si 7 es cara de dos conos o,0’ € A, podemos pegar las
partes afines X, y X,/, a lo largo de X,. Al hacer este pegado en
todas las partes afines obtenemos la variedad térica

XA = U X, .
cEA
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Relacion con variedades toricas

Regresemos al caso de Ay. Pregunta: jQué pasa si t1,tr, = 07

zE1 €2 ]
:1251 +1 A > =
A -
| |
| |
= S > €14t — — 5 z81 !
11251 (141252 )+1 I = ' I
[ - [
s ule | |
I I
|
| 1251 +1 I
—L¥— |
I %1 TE2 - I |
I * T o I |
| I Tl I |
| | I ]
! | 72 | o1 | |
I I I |
: - + |
1
| zEl[:EzE'E +1) s-17 z"1 [rzzeﬁ + 1}' :
|
i |
4 -
21 (1492241, 1 — e
= + F—=
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Relacion con variedades toricas

Del abanico anterior, veamos un ejemplo del pegado de X, y X5, :
Notemos que S,, estd generado por ef, e5 y S5, esta generado por
e;, —e5. Luego, tenemos

Xoyg = Spec(Clx1, x0]) y Xy = Spec((C[Xl,Xgl])

Notemos que 7 = cone(e;) es cara comin de op y 1. Entonces
pegamos X, y X5, a lo largo de X.

Esto nos da C x IP)%:.
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Relacion con variedades toricas

Podemos especificar los coeficientes al tomar la fibra 71:

e A—variedad de conglomerado con coeficientes especificos
- —1
Ar so.p,,,1 €5 la fibra 77,7(X).
e X —variedad de conglomerado con coeficientes especificos
- ~1
XF,So,pVO,A es la fibra w7 ()).

Si sustituimos a Ty s por Ay s, es decir Spec(C[z® | i €]), y nos
enfocamos en R = AZ (compactificacién parcial), entonces
podemos hablar de deformaciones téricas.
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Relacion con variedades toricas

Consideremos el pegado con coeficientes.

Entonces podemos relacionar a las variedades de conglomerado con
las variedades téricas.

Teorema [BFMN, Theorem 5.8]

Obtenemos un morfismo plano

m: ) Ams(R) — AR
seTn

La fibra 771(0) es la variedad térica asociada al g—abanico. La
fibra 771(1) es la completacién especial.




	Datos
	A y X Variedades de conglomerado
	Variedades con coeficientes

