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n-adas que conmutan en un grupo de Lie

» A lo largo de la platica, G es un grupo de Lie.

» El espacio de n-adas de elementos de G que conmutan se
puede describir como un espacio de homomorfismos:
Hom(Z", G) = {(g1,...,8n) € G" : gigj = g&i }-

» Le damos una topologia como subespacio de G".



Ejemplo: conmutatividad en SU(2)

v

SU(2) es el grupo de cuaternios unitarios.

v

Un cuaternio lo escribimos como a + u donde:

» a < R es la parte real,
» u=xi+yj+ zk € R3 es la parte imaginaria.

v

La multiplicacién estd dada por uv = —u- v+ u X v.

v

a+ uy b+ v conmutan siy solo si uy v son paralelos.



Ejemplo: Hom(Z?, SU(2))

v

En S2 x S x S definimos (v, a, b) ~ (—v, 3, b).

Sea p la aplicacion dada por:

v

(52 x S* x SY)/~ — Hom(Z?, SU(2))
[v, a1 + azi, b1 + bpi] — (a1 + a2v, b1 + bov)

v

p esta bien definida y es suprayectiva.

p([v, £1,£1]) = (£1,+1).

p restringida a (52 x (S' x S'\ {£1} x {£1})) /~es
homeomorfismo a su imagen.

Hom(Z?2, SU(2)) se obtiene de (5% x St x S')/~ colapsando
cuatro copias de RP? a un punto cada una.

v

v

v



Espacios de homomorfismos mas generales

» Si T es un grupo generado por 71, ...,7n, un homorfismo
I — G esta determinado por las imagenes de 71, ..., v,.

» Podemos darle a Hom(I', G) topologia como subespacio de G".

» Es facil ver que la topologia no depende del conjunto de
generadores elegido.



Comportamiento homotépico de Hom(I', G)

» Los topolégos algebraicos estamos acostumbrados a que si
existe un homomorfismo de grupos f : H — G que ademas es
una equivalencia homotdpica, entonces propiedades
homotdpicas basicas de G y H coinciden.

» Por ejemplo, los espacios clasificantes BG y BH son
homotépicamente equivalentes y por lo tanto la teoria de
haces principales es la misma para G y H.

» Pero, jni siquiera el nimero de componentes conexas de
Hom(I", G) y Hom(I", H) tienen porqué coincidir!

» Ni siquiera cuando H = K es el subgrupo compacto maximal
de G y f la inclusion.



El subgrupo compacto maximal de un grupo de Lie

» Un grupo de Lie conexo G siempre tiene un subgrupo
compacto maximal K.

» Todos los subgrupos compactos maximales son conjugados
entre si.

» G es homeomorfo a K x R? para algin d, pero usualmente no
isomorfo como grupo.

» La inclusion K < G es un homomorfismo que ademas es una
equivalencia homotoépica.

» Cuidado: aunque G sea un grupo de Lie complejo, K es real.

» Ejemplos basicos: G = GL(n,R), K = O(n); G = GL(n,C),
K = U(n).



Un ejemplo de Alejandro Adem y Fred Cohen

v

I = m1(Xg) es el grupo fundamental de una superficie de
género al menos 2 (y I = H;(%,; Z)).

G = SL(2,R) y K = SO(2) su compacto subgrupo maximal.
Hay representaciones fieles de I en SL(2,R) (Fricke y Klein).

v

v

v

El siguiente diagrama muestra que « no es suprayectiva en
componentes conexas:

Hom(T'®?, S0(2)) —— Hom(T, SO(2))

! ‘|

Hom(I??, SL(2,R)) —— Hom(T, SL(2,R))



La situacién para n-adas que conmutan

» Un teorema de Alexandra Pettet y Juan Suoto:
Si G el grupo de puntos (complejos, resp. reales) de un grupo
algebraico reductivo (complejo, resp. real) y K es su subgrupo
compacto maximal, entonces Hom(Z", K') es un retracto
fuerte por deformacion de Hom(Z", G).

» Ejemplos de grupos algebraicos reductivos: GL(n), SL(n)
SU(n), SO(n), Sp(2n).

» Lo mismo vale para I nilpotentes y finitamente presentado,
por trabajo de Maxime Bergeron.

» Cuando G no es algebraico, jesto es falso!



El grupo de Heisenberg
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ay — bx € Z.

v

Por lo tanto Hom(Z", G) tiene una infinidad de componentes.

v

El subgrupo compacto maximal es el K = R/Z de la esquina:
Hom(Z", K) es conexo.



Beom G

Definido por Alejandro Adem, Fred Cohen y Enrique Torres
Giese en 2012.

Estudiado por Alejandro Adem y José Manual Gémez en 2015.
Los Hom(Z", G) para G fija y n variando forman un espacio
simplicial, su realizacién geométrica es:

Beom G = |Hom(Z*, G)| = (ano Hom(Z", G) x A") / ~

Es un subespacio simplicial de un modelo clasico para BG, el
espacio clasificante de G: BG = |G*]|.

Por construccién hay una aplicacién canénica Beom G — BG.



El espacio clasificante BG

» Clasifica G-haces principales.

» Un G-haz principal es un espacio Y con una accién continua y
libre de G, tal que la proyeccién p: Y — Y/G =: X es
localmente trivial.

» Localmente trivial: X esta cubierto por abiertos U tales que
p~(U) = U x G compatiblemente con la accién de G vy las
proyecciones a U.

» «Clasificar» quiere decir que hay una biyeccién entre:

» Clases de isomorfismo de G-haces principales sobre X.
» Clases de homotopia de funciones continuas X — BG.



El haz universal

» El haz sobre BG clasificado por la identidad BG — BG se
llama el G-haz principal universal, pc : EG — BG.

» Se puede probar que EG es contraible.

» El haz clasificado por f : X — BG se puede obtener como
producto fibrado:

Y =X xge EG ={(x,e) € X x EG : f(x) = pg(e)}



Funciones de transicidon

» Sea p: Y — X un G-haz principal y consideremos dos
abiertos Uy V en X donde se trivializa.

» Sean py:p H(U) = UxGypy:p Y (V)= VxG las
trivializaciones.

» Por la compatibilidad con la accién y las proyecciones, la
composicion
pvopyt(UNV)xG— (UNV)xG
debe ser de la forma (x, g) — (x,gduv(x)), con pyv(x) € G.

» Estas funciones ¢yy : UNV — G se llaman funciones de
transicion.



i Qué clasifica Beom G7

» Clasifica G-haces principales transicionalmente conmutativos.

» Para especificar una estructura transicionalmente conmutativa
en un G-haz principal Y — X basta dar una cubierta abierta
trivializadora {U;}; de X tal que siempre que
x € UiNU;N Uk N Uy, se tiene que dy,u,(x) y du,u,(x)
conmutan.

» Tal cubierta {U;}; permite construir una factorizacién de la
funcién clasificante, X — Be.omG — BG.

» Dos estructuras transicionalmente conmutativas son
equivalentes si las aplicaciones clasificantes X — Bcom G son
homotépicas.

» Problema abierto: describir esta relacién de equivalencia
«geométricamentey. (Bernardo Villarreal y Dan Ramras
tienen avances en esto.)



jAdvertencias!

» Un mismo G-haz principal puede tener maltiples estructuras
transcionalmente conmutativas no equivalentes entre si
(veremos ejemplos mas adelante).

» También hay G-haces principales que no tienen ninguna
estructura transcionalmente conmutativa (ejemplo: el G-haz
universal EG — BG).



EcomG

La aplicacién canénica BeomG — BG clasifica un G-haz
principal EcomG — BeomG.

Este tiene una estructura transicionalmente conmutativa
canénica y es el G-haz principal transicionalmente
conmutativo universal.

EcomG = BcomG XBG EG.

Ecom G no es contraible en general, pero si cuando G es
abeliano, en cuyo caso B.omG = BG.



Una variante: BeomG1 Y Ecom G1

» Si los espacios Hom(Z", G) no son conexos, a veces es til
considerar la componente del homomorfismo constante con
valor ec.

» Denotaremos esta componente como Hom(Z", G)j.

» Estos espacios forman un subespacio simplicial de Hom(Z*, G).

» Definimos Beom Gy := |Hom(Z*®, G)1] y
Ecom Gl - Bcom Gl X Beom G Ecom G.

» Si G es SU(n), U(n), Sp(2n) o producto de algunos de esos,
entonces Beom Gl = BeomG Y EcomG1 = EcomG.



Calculos de Alejandro Adem y José Manuel Gémez

v

Hipotesis: G es un grupo de Lie compacto y conexo.

v

Notacién: Sea T un toro maximal, N su normalizador en G y
W := N/T el grupo de Weyl.

Clasico: H*(BG;Q) = (H*(BT;Q))".

H*(Beom G1; Q) = (H*(BT; Q) ®g H*(G/T; Q)"
H*(EcomG1; Q) = (H*(G/T; Q) ®q H*(G/T; Q)"

Ecom Gy es un complejo CW con un namero finito de celdas.

v

v

v

v



Concentrarse en grupos compactos esta mas o menos
justificado

» El teorema arriba mencionado de Alexandra Pettet y Juan
Suoto implica que:
Si G el grupo de puntos (complejos, resp. reales) de un grupo
algebraico reductivo (complejo, resp. real) y K es su subgrupo
compacto maximal, entonces Beom G =~ BeomK Y
EcomG ~ EcomK.

» Pero, jno todos los grupos son algebraicos!

» Aparte: jqué tan importante es la conexidad?



Calculos que hicimos Bernardo Villarreal, Simon
Gritschacher y yo

» Son para grupos de dimensiones bajas,
G = SU(2), U(2), 0(2),S50(3).
Nétese que todos son compactos, pero O(2) no es conexo.

Para G = SO(3) solo tenemos informacién de B.omSO(3)1 ¥y
EcomSO(3)1. Abajo escribo Beom G, pero para G = SO(3)
quiero decir BeomSO(3)1.
En cada caso calculamos:
» El anillo de cohomologia entera de B.om G.
» El anillo de cohomologia médulo 2 de B.om G y la accion del
algebra de Steenrod.
» El tipo de homotopia de Ecom G. jLa respuesta es simple y
sorprendente!

v

v

v



H*(BO(2);F2) = Fa[w1, wo]

> (BO( ) ) Z[W17W27P1]/(2W172W27W2 _p1W1)
H*(BeomO(2); F2) = Fa[wy, wa, 7, s]/(Fwa, 72, Fs, 5°)

» H*(BomO(2);Z) = Z[Wi, Wa, p1, 1, b1, ba, b3]/I donde I es el

ideal generado por W22 — Wi, r? — 4py, bopr — b3 W,

boWo — bsWh, 2W;, rW; y by W para i = 1,2 asi como 2b;,

rbj 'y bibj paral <1i,j <3.



EcomO(2)

» EcomO(2) ~ S3Vv 52V S?

n Th(BwomO(2)) n Tn(Beom O(2))

1 Z)2 6 7Y% o (z2/2)" @ (z/12)*

2 73 7 73* @ (7.)2)%" @ (Z)12)*

3 z* 8 78 @ (Z/2)%8 @ (Z./24)7

4 749 (Z/2)* 9 ZM0 @ (Z/2)' & (2/3)* @ (Z/24)'°

5 Z'®(Z/2)® 10 739 (Z/2)%'° ¢ (Z/3)* @ (Z/15)* & (Z/24)%



BeomSU(2)

» H*(BSU(2);Z) = Z]c]
> H*(BcomSU(2)' Z) = Z[C2,y17XZ]/(2X27)/127X2}’17X22)
> H*(BcomSU(2);]F2) =

Fol&a, 71, X1, %) /(7. y1x1, X3, K1, X1 %2, X3 )



EeomSU(2)

» EcomSU(2) ~ S* v T4RP?
» Tp(BeomSU(2)) =0 paran=1,2,3,y

n  Tn(BeomSU(2)) n  7n(BeomSU(2))
4 77 8 (z/2)°

5 (z/2)3 9 (Z/2)°

6 (Z/2)3 10 Z/12® (Z/24)?
7

ZOL/4D (Z]/12)?



Aplicacion: BeomG % EcomG X BG

» Alejandro Adem y José Manuel Gémez prueban que
QBeomG =~ QEcomG x QBG.

» Simon Gritschacher probé que Beom G % EcomG X BG cuando
G es un grupo de Lie compacto y conexo. Nuestros calculos lo
prueban también para G = O(2) y dan una prueba totalmente
distinta para G = SU(2).

» BeomSU(2) y EcomSU(2) x BSU(2) tienen:

Anillos de cohomologia entera isomorfos.

Anillos de cohomologia médulo 2 isomorfos.

Grupos de homotopia isomorfos.

iDistinta accion del algebra de Steenrod!

v

v VvYyy



Fin

iGracias por su atencién!



Tiempo extra: cémo atacar B, SU(2)

» Hay un coproducto amalgamado (homotépico) de espacios:
RP? x {£1}" —— (52 x (S1)")/~
{£1}" —— Hom(Z",5U(2))

» Variando n y tomando realizacién geométrica obtenemos un
coproducto amalgamado homotépico para BeomSU(2):

RP? x RP® —— (52 x CP®)/~

! |

RP®  — 5 BeomSU(2)



Tiempo extra: cémo atacar E,nSU(2)

» Usando la aplicacién canénica BeomSU(2) — BSU(2),
podemos darle a los cuatro espacios en el cuadro anterior
aplicaciones compatibles a BSU(2). Tomando fibras
homotépicas obtenemos un coproducto amalgamado
homotépico para EcomSU(2):

RP? x RP? —— (52 x CP')/~

| |

RP? ——  EomSU(2)



Tiempo extra: el §* en EonSU(2) ~ S* v L*RP?

» Sea X el coproducto amalgamado homotépico que se obtiene
restringiendo ese cuadro a una copia de RP? dentro de RP3:

RP? x RP? —— (52 x CP')/~

| !

RP3 - X

» Usando van Kampen y Mayer-Vietoris, calculamos que X es
una 4-esfera homolégica simplemente conexa, por lo que
X ~ §%

» Es facil ver que la cofibra homotépica de S* — EomSU(2) es
Y*RP?. Para determinar que E.omSU(2) es simplemente la
cufia se require un analisis mas delicado.



Ahora si: jFin!

Gracias de nuevo por su atencién.



